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A o preparar esta nova edigáo de Física Moderna , mais urna vez incorporamos muitas sugestóes construtivas recebidas de um 
grande corpo de revisores e um sem-número de professores e estudantes que usaram as edigóes anteriores. Essas mudangas 
refletem as muitas descobertas que ampliaram os horizontes da física moderna no inicio deste novo século, levam em conta a 
evolugáo que está ocorrendo no ensino de física em faculdades e universidades e reconhecem a importancia crescente da física 
moderna ñas ciencias biológicas. Embora o termo física moderna atualmente designe a física da era moderna (que engloba 
relatividade e teoría quántica), aceitamos os conselhos de muitos leitores e revisores e preservamos o sabor histórico e cultural 
do livro, com o cuidado de, ao mesmo tempo, manter o nivel matemático das edigóes anteriores. Mantivemos a flexibilidade do 
texto para que os professores possam utilizá-lo em vários tipos de cursos e métodos pedagógicos, tais como cursos de um e dois 
semestres e os com consulta á Internet. 


Novidades Desta Edigáo 

Muitas características das edigóes anteriores foram mantidas, urnas foram ampliadas e outras foram adicionadas, conforme 
listamos a seguir: 


• A estrutura lógica, comegando com urna introdugáo á relatividade e á quantizagáo e continuando com aplicagóes, permanece a 
mesma. A ideia de comegar o livro pela relatividade foi apoiada por muitos revisores e professores. 

• Como ñas edigóes anteriores, os problemas apresentados no final de cada capítulo foram separados em tres grupos, de acordo 
com o grau de dificuldade, os de menor dificuldade também agrupados por segáo. Novos problemas foram incluidos em 
todos os capítulos; continuamos a oferecer mais problemas que qualquer outro livro do género. 

• Continuamos a apresentar muitos exemplos em cada capítulo, urna característica considerada por muitos professores como um 
dos pontos fortes do livro. Vários exemplos novos que relacionam a física moderna ás ciencias biológicas foram 
acrescentados. Como ñas edigóes anteriores, usamos grandezas compostas como he , he e ke 2 em eV • nm para simplificar 
muitos cálculos numéricos. 

• Naturalmente, os resumos e as listas de referencias no final de cada capítulo foram mantidos e aumentados. 

• Continuamos a usar dados reais em figuras, fotografías de pesquisadores e instrumentos de pesquisa, bem como pequeñas 
citagóes de muitos cientistas que participaran! do desenvolvimento da física moderna. Essas informagóes, juntamente com as 
notas no final de cada capítulo, servem para dar mais vida aos eventos da historia da ciencia e para combater a visáo 
relativamente comum entre os estudantes de hoje de que a física é urna coletánea monótona e impessoal de fatos e fórmulas. 

• Mais de duas dezenas de Segóes Exploratorias, indicadas pelo desenho de um átomo , que abordam tópicos avangados 


relacionados ao texto, como velocidades superluminares, átomos gigantes e spintrónica, foram distribuidas em todo o livro. 

• No site da LTC Editora para este livro há 31 segóes intituladas Leituras Suplementares, que abordam com maior profundidade 
muitos tópicos discutidos no livro-texto. Essas segóes foram muito elogiadas tanto por estudantes como por professores e 
servem como ponto de partida para projetos e tarefas especiáis. As Leituras Suplementares sao indicadas no livro por boxes 
com texto introdutório e o ícone de um laptop |. 


• Mais de 125 perguntas destinadas a fomentar discussóes e rever conceitos foram distribuidas por todo o livro, incluindo 
algumas novas para esta edigáo. Essas questóes tém recebido comentários positivos por parte de muitos professores ao longo 
dos anos, muitas vezes chamando a atengáo para o modo como elas estimulam reflexóes mais profundas a respeito do 
assunto. 

• Nesta edigáo mantivemos o uso das Notas de Aplicagáo, pequeños comentários ñas margens de muitas páginas, que destacam 
os muitos beneficios para a sociedade que resultaram das descobertas ou do desenvolvimento da física moderna. 

• Urna novidade desta sexta edigáo sáo os boxes com notas Urna Oportunidade Para Vocé, que destacam atividades atuais e 
futuras de pesquisa e desenvolvimento, para as quais os estudantes de hoje talvez tenham interesse em orientar suas 
carreiras. 

• Reconhecendo a necessidade esporádica dos estudantes de rever conceitos importantes da física clássica relacionados a tópicos 
da física moderna, novas segóes intituladas Revisáo de Conceitos Clássicos (RCC) foram incluidas on-line, a partir da quinta 
edigáo, e estáo disponíveis no site da LTC Editora para o livro, identificadas no livro-texto pelo ícone de um laptop | 



próximo ao tópico pertinente. Várias RCCs estáo disponíveis nesta sexta edigáo. As RCCs permitem rever os conceitos 
clássicos com um simples clique do mouse. 

Organizagáo e Cobertura dos Capítulos 

Esta edigáo, como as anteriores, está dividida em duas partes: Parte 1, “Relatividade e Mecánica Quántica: Os Fundamentos da 
Física Moderna” e Parte 2, “Aplicagóes da Mecánica Quántica e da Relatividade”. Mantivemos o inicio da Parte 1 com dois 
capítulos sobre relatividade. Esta forma de comegar o livro tem sido muito elogiada por leitores e revisores. A ideia é que, 
assim, nao é preciso separar a discussáo dos fundamentos da mecánica quántica, nos Capítulos 3 a 8, das aplicagóes, que sao 
assunto dos Capítulos 9 a 12. Há dois capítulos sobre relatividade, o que permite aos professores optar entre urna abordagem 
mais elementar dos conceitos básicos ou cobrir o assunto com maior profundidade. O Capítulo 1 trata dos aspectos básicos da 
relatividade restrita e discute vários paradoxos, como o dos gómeos e o da vara e do celeiro, que sempre despertam o interesse 
dos estudantes. A energia e o momento relativísticos sao discutidos no Capítulo 2, cujo encerramento traz urna segáo qualitativa 
a respeito da relatividade geral que se concentra principalmente ñas verifícagóes experimentáis. Muitos professores usam essa 
segáo como introdugáo ao Capítulo 13, Astrofísica e Cosmología. Como a relagáo É 2 = p 2 c 2 + (me 2 ) 2 é o resultado mais usado 
nos capítulos posteriores, é possível omitir o Capítulo 2 sem prejudicar a continuidade. 

Os Capítulos 1 a 8 foram atualizados, tendo sido incluidos muitos novos exemplos e diagramas. Entre as Leituras 
Suplementares também estáo muitos tópicos quantitativos, como a demonstragáo da equagáo de Compton (Capítulo 3), os 
detalhes da teoría de espalhamento de Rutherford (Capítulo 4), a solugáo gráfica do pogo de potencial quadrado finito (Capítulo 
6) e os estados excitados e espectros dos átomos de dois elétrons (Capítulo 7). Comparagóes da estatística clássica com as 
estatísticas quánticas sáo ilustradas com vários exemplos no Capítulo 8, que, ao contrário dos demais capítulos da Parte 1, pode 
ser estudado de forma resumida e qualitativa, se o professor assim dese-jar. Este capítulo, tal como o Capítulo 2, náo é essencial 
para a compreensáo dos assuntos tratados na Parte 2 e pode ser usado pelo professor como um capítulo de aplicagáo ou omitido 
sem perda de continuidade. 

Maniendo a abordagem adotada na edigáo anterior, na Parte 2, as ideias e métodos discutidos na Parte 1 sáo aplicados ao 
estudo de moléculas, sólidos, núcleos, partículas e do cosmos. Também na Parte 2, várias explicagóes foram aprimoradas e 
novos diagramas, acrescentados. O Capítulo 9 (“Propriedades e Espectros das Moléculas”) apresenta urna ampia discussáo das 
ligagóes moleculares e dos vários tipos de lasers. O Capítulo 10 (“Física do Estado Sólido”) contém segóes que tratam das 
ligagóes metálicas, do magnetismo e da supercondutividade. O Capítulo 11 (“Física Nuclear”) é urna integragáo da teoría 
nuclear e das aplicagóes. O capítulo discute as propriedades e a estrutura dos núcleos, a radioatividade e as aplicagóes das 
reagóes nucleares. Este último tópico incluí a fissáo nuclear, a fusáo nuclear e várias técnicas de datagáo e análise. As 
discussóes da energia nuclear e dos efeitos biológicos da radiagáo continuam a ser assuntos de Leituras Suplementares. O 
Capítulo 12 (“Física de Partículas”) foi consideravelmente modificado na quinta edigáo, com base no Modelo-padráo e, nesta 
sexta edigáo, foi revisto de modo a refletir os avangos que ocorreram desde que a última edigáo foi publicada. A énfase está ñas 
interagóes fundamentáis dos quarks, léptons e portadores de forga e inclui discussóes a respeito de leis de conservagáo, 
oscilagóes de neutrinos e supersimetria. Finalmente, o Capítulo 13 (“Astrofísica e Cosmología”) discute as observagóes atuais 
de estrelas e galáxias e integra, de forma qualitativa, as discussóes de mecánica quántica, átomos, núcleos, partículas e um 
pouco de relatividade para explicar nosso entendimento atual da origem e evolugáo do universo, do Big Bang á energia escura, e 
chamar a atengáo para a enormidade do que resta para ser descoberto. 

Pesquisas de Ponta 

As pesquisas do século passado ampliaram consideravelmente nosso entendimento dos fenómenos naturais, reforgaram as 
ligagóes da física com outras disciplinas e contribuíram para melhorar a qualidade de vida da populagáo. Da mesma forma que 
no inicio do século passado, é difícil prever, nos primeiros anos deste século, quais seráo as pesquisas mais bem-sucedidas nos 
anos vindouros em termos de novos conhecimentos e de aplicagóes práticas. Apresentamos a seguir apenas algumas das 
pesquisas de ponta mencionadas nesta sexta edigáo de Física Moderna , que provavelmente continuaráo a ser objeto de interesse 
no futuro próximo. No futuro mais distante, os cientistas certamente estaráo discutindo muitos outros tópicos sobre os quais 
nada se conhece atualmente. 

• O bóson de Higgs, responsável pela massa das partículas elementares, pode agora estar ao nosso alcance no Brookhavens’s 
Relativistic Heavy Ion Collider e no European Organization for Nuclear Research (CERN), com o inicio bem-sucedido da 
condugáo das primeiras experiencias do Large Hadron Collider. (Capítulo 12) 

• A descoberta de supercondutores á base de ferro, alguns deles com alta temperatura crítica, inaugurou urna área 
inteiramente nova de pesquisa teórica e experimental. (Capítulo 10) 

• A questáo da massa do neutrino foi resolvida com a descoberta das oscilagóes dos neutrinos nos observatorios de neutrinos 


Super Kamiokande e Sudbury Neutrino Observatory - SNO (Capítulos 2, 11 e 12), mas aínda nao se conhece as massas dos 
diferentes tipos de neutrinos e nao se sabe se o neutrino é urna partícula de Maj orana. 

• A descoberta de lasers biológicos unicelulares abre caminho para novas formas de investigar e fotografar as células. 
(Capítulo 9) 

• A origem do spin do próton, que pode incluir contribuigóes de quarks estranhos virtuais, ainda nao foi perfeitamente 
explicada. (Capítulo 11) 

• Aos condensados de Bose-Einstein, que nos acenam com a promessa de lasers atómicos e relógios atómicos ainda mais 
precisos do que os atuais, vieram se juntar, em 2003, os condensados de Fermi-Dirac, nos quais pares de férmions se 
comportam como bósons em temperaturas próximas do zero absoluto. (Capítulo 8) 

• Átomos de anti-hidrogenio mantidos por 1000 segundos no detector ALPHA do CERN tornam mais concreta a 
possibilidade de comparar estabilidade, massa e espectro desses átomos com as propriedades correspondentes dos átomos 
comuns de hidrogénio. (Capítulos 4, 11 e 12) 

• Atualmente, sabemos que a energia escura é responsável por 74% da massa/energia do universo. Apenas 4% corresponden! á 
matéria bariónica (visível). Os 22% restantes consistem em partículas de matéria escura, de natureza desconhecida. 
(Capítulo 13) 

• As partículas fundamentáis da supersimetria (SUSY), urna parte importante da teoría da grande unificagáo, seráo urna 
prioridade de pesquisa para o Large Hadron Collider. (Capítulos 12 e 13) 

• Os supercondutores de alta temperatura atingiram temperaturas críticas acima de 130 K há alguns anos, e os fulerenos 
competem com os cupratos pelo recordé de alta T c , mas ainda nao se conhece urna explicagáo teórica para o fenómeno. 
(Capítulo 10) 

• Ondas gravitacionais vindas do espago poderáo ser detectadas em breve pelo recém-reformado Láser Interferometric 
Gravitational Observatory (LIGO) e vários observatorios semelhantes espalhados pelo mundo. (Capítulo 2) 

• Telescopios com sistemas ópticos adaptativos, interferómetros de longa linha de base e o telescopio Hubble permitem 
observar a luz emitida por estrelas há bilhóes de anos na origem do universo, e essas observagóes mostram que a expansáo 
do universo está acelerando, o que é confirmado pelos resultados do Sloan Digital Sky Survey e do Wilkinson Microwave 
Anisotropy Project. (Capítulo 13) 

• Átomos gigantes de Rydberg, tornados acessíveis pelo desenvolvimento de lasers de corantes sintonizáveis, estáo 
despertando grande interesse e podem proporcionar o primeiro teste direto do principio de correspondencia. (Capítulo 4) 

• A busca de novos elementos chegou a Z = 118, muito perto da chamada “ilha de estabilidade”. (Capítulo 11) 

Muitas outras descobertas que também despertam grande interesse sao discutidas ao longo de todo o texto de Física 
Moderna sexta edigáo. 

Algumas Sugestóes 

Este livro pode ser usado com sucesso em cursos de um ou dois semestres. Os capítulos da Parte 2 sao independentes uns dos 
outros e podem ser estudados em qualquer ordem. Eis algumas sugestóes para cursos de um semestre: 

• Parte 1, Capítulos 1, 3, 4, 5, 6 e 7; Parte 2, Capítulos 11 e 12 

• Parte 1, Capítulos 3, 4, 5, 6, 7 e 8; Parte 2, Capítulos 9 e 10 

• Parte 1, Capítulos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7; Parte 2, Capítulo 9 

• Parte 1, Capítulos 1, 3, 4, 5, 6 e 7; Parte 2, Capítulos 11, 12 e 13 

No caso de um curso de dois semestres, duas possibilidades sao as seguintes: 

• Parte 1, Capítulos 1, 3, 4, 5, 6 e 7; Parte 2, Capítulos 9, 10, 11, 12 e 13 

• Parte 1, Capítulos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8; Parte 2, Capítulos 9, 10, 11, 12 e 13 

O livro oferece também ampio material para projetos individuáis e deveres de casa ñas Segóes Exploratorias e, 
principalmente, ñas Leituras Suplementares. Estas últimas também estimulam os estudantes a buscarem informagóes na 
Internet. 
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Relatividade e Mecánica Quántica: Os Fundamentos 
da Física Moderna 

A s primeiras tentativas sistemáticas de que se tem noticia para reunir conhecimentos a respeito do movimento como forma de 
** compreender os fenómenos naturais foram realizadas na Grécia Antiga. A filosofía natural (ou seja, a física) da época, 
colocada em urna forma sofisticada por Aristóteles por volta de 350 a.C., baseava-se em explicagóes deduzidas a partir de 
hipóteses, e nao em experimentos. Urna dessas hipóteses fundamentáis, por exemplo, era a de que toda substancia possui um 
“lugar natural” no universo. O movimento acontecía quando urna substancia estava tentando chegar ao seu lugar natural. Ao 
tempo também era atribuido um significado absoluto, na forma de um movimento a partir de um certo instante do passado (a 
criagáo do universo) em diregáo a um objetivo final no futuro, seu lugar natural. Gragas a urna notável concordancia entre as 
dedugóes da física aristotélica e os movimentos observados no universo e a urna ausencia quase total de instrumentos precisos 
que permitissem examinar criticamente essas dedugóes, a visáo dos gregos continuou a ser aceita como verdadeira durante 
quase 2.000 anos. No final desse período, uns poucos estudiosos tinham comegado a testar experimentalmente algumas das 
previsóes teóricas, mas foi o dentista italiano Galileu Galilei que, com seus brilhantes experimentos envolvendo o movimento, 
estabeleceu definitivamente a necessidade da experimentagáo na física e, ao mesmo tempo, iniciou a derrocada da física 
aristotélica. Menos de 100 anos depois, Isaac Newton havia generalizado os resultados dos experimentos de Galileu em suas 
espetacularmente bem-sucedidas leis do movimento, e a filosofía natural de Aristóteles se tornara coisa do passado. 

Com o florescimento da experimentagáo, os 200 anos seguintes assistiram a urna miríade de descobertas importantes e ao 
desenvolvimento concomitante de teorías físicas para explicá-las. A maioria das últimas, como até hoje acontece, nao conseguiu 
sobreviver aos testes experimentáis cada vez mais sofisticados, mas no inicio do século XX as explicagóes teóricas propostas 
por Newton para o movimento de sistemas mecánicos tinham sido complementadas pelas leis igualmente grandiosas do 
eletromagnetismo e da termodinámica formuladas por Maxwell, Carnot e outros. O notável sucesso conseguido por essas leis 
levou muitos dentistas a acreditarem que a descrigáo do universo estivesse completa. A. A. Michelson, dirigindo-se aos dentistas 
no final do século XIX, declarou o seguinte: “Os grandes principios já estáo firmemente estabelecidos... As futuras verdades da 
física teráo que ser procuradas na sexta casa decimal.” 

Esse otimismo (ou pessimismo, dependendo do ponto de vista) revelou-se prematuro, pois já havia sérias rachaduras nos 
alicerces do que hoje chamamos de física clássica. Duas délas foram consideradas por Lorde Kelvin, em suas famosas 
conferencias de Baltimore em 1900, como “duas nuvens” no horizonte da física do século XX: a incapacidade da teoría de 
descrever o espectro de radiagáo emitido por um corpo negro e os resultados inexplicáveis do experimento de Michelson-Morley. 
Na verdade, a ruptura da física clássica ocorreu em muitos setores ao mesmo tempo: o resultado nulo do experimento de 
Michelson-Morley contrariava a relatividade newtoniana; o espectro da radiagáo de corpo negro náo estava de acordo com as 
previsóes da termodinámica; o efeito fotelétrico e os espectros dos átomos náo podiam ser explicados pela teoría 
eletromagnética; os fascinantes fenómenos associados aos raios X e á radioatividade pareciam estar totalmente fora do contexto 
da física clássica. As teorías da mecánica quántica e da relatividade, formuladas no inicio do século XX, náo só dissiparam as 
“nuvens escuras” de Kelvin, mas forneceram respostas para todos esses enigmas e muitos mais. A aplicagáo dessas teorías a 
sistemas microscópicos, como átomos, moléculas, núcleos atómicos e partículas elementares, e a sistemas macroscópicos 
(sólidos, líquidos, gases e plasmas) proporcionou urna melhor compreensáo dos intrincados processos naturais e revolucionou 
nossa forma de viver. 

Na Parte I, discutimos os fundamentos da física moderna: a teoría da relatividade e a mecánica quántica. O Capítulo 1 
examina o aparente conflito entre o principio da relatividade de Einstein e a observagáo experimental de que a velocidade da luz 
é constante, mostra de que forma a aceitagáo simultánea das duas ideias levou á teoría da relatividade restrita. O Capítulo 2 trata 
das relagóes entre massa, energía e momento na relatividade restrita e termina com urna breve discussáo da relatividade geral e 
algumas verificagóes experimentáis de suas previsóes. Nos Capítulos 3, 4 e 5 é discutida a evolugáo da mecánica quántica, 
desde os primeiros indicios da existencia de quantizagáo até a hipótese de de Broglie de que os elétrons podem se comportar 
como ondas. Urna discussáo elementar da equagáo de Schródinger é apresentada no Capítulo 6 e ilustrada com aplicagóes a 
sistemas unidimensionais. O Capítulo 7 estende a aplicagáo da mecánica quántica a sistemas de muitas partículas e introduz os 



importantes conceitos do spin eletrónico e do principio de exclusáo. Para concluir, o Capítulo 8 discute a mecánica ondulatoria 
em sistemas com um grande número de partículas idénticas, destacando a importancia da simetría das fungoes de onda. A partir 
do Capítulo 3, os capítulos da Parte I devem ser estudados em sequéncia, já que os Capítulos de 4 a 8 dependem das 
explicagóes, das discussoes e dos exemplos apresentados nos anteriores. 


Relatividade 


1-1 Provas Experimentáis da Relatividade 

1-2 Os Postulados de Einstein 

1-3 A Transformagáo de Lorentz 

1-4 A Dilatagáo dos Tempos e Contragáo das Distancias 

1-5 O Efeito Doppler 

1-6 O Paradoxo dos Gémeos e Outras Surpresas 


O caráter relativístico das leis da física comegou a ser reconhecido muito cedo na historia da física clássica. Antes de Galileu 
e Newton, Nicolau Copémico 1 já havia mostrado que o cálculo dos movimentos dos planetas se tomaría muito mais 
simples e preciso se o antigo modelo aristotélico, baseado na ideia de que a Terra era o centro do universo, fosse substituido por 
um modelo no qual os planetas se movessem em tomo do Sol, e nao da Terra. Embora Copémico tenha publicado esse trabalho 
no fim da vida, ele se tomou largamente conhecido gragas a sua correspondencia com os contemporáneos. Além disso, ajudou a 
preparar o caminho para a aceitagáo geral, um século mais tarde, da teoría heliocéntrica do movimento dos planetas. Embora a 
teoría de Copémico tenha gerado urna verdadeira revolugáo do pensamento humano, o aspecto que nos interessa é que a teoría 
nao considerava a localizagáo da Terra como especial ou privilegiada. Assim, as leis da física descobertas na Terra seriam as 
mesmas, qualquer que fosse o ponto tomado como centro. Em outras palavras, as mesmas equagóes seriam obtidas, 
independentemente da origem do sistema de coordenadas. Essa invariáncia das equagóes que expressam as leis da física é 
conhecida como principio da relatividade. 

Vamos comegar este capítulo examinando rápidamente a relatividade das leis de Newton e depois discutiremos a fundo a 
teoría da relatividade proposta por Albert Einstein (1879-1955). A teoría da relatividade é composta por duas teorías bem 
diferentes, a teoría restrita e a teoría geral. A teoría restrita, formulada por Einstein e outros em 1905, trata da comparagáo entre 
os movimentos observados em diferentes referenciais que estejam se movendo com velocidade constante uns em relagáo aos 
outros. Contrariamente á opiniáo popular, a teoría restrita nao é difícil de entender. Suas conclusóes, que podem ser 
demonstradas com um mínimo de matemática, se aplicam a urna grande variedade de problemas práticos de física e engenharia. 
Por outro lado, a teoría geral, também formulada por Einstein, por volta de 1916, aborda os referenciais acelerados e os efeitos 
da gravidade. Embora a teoría geral exija conhecimentos mais profundos de matemática (como análise tensorial, por exemplo) 
para ser bem compreendida, algumas de suas ideias básicas e previsóes importantes dessa teoría podem ser discutidas no nivel 
deste livro. A teoría geral é muito importante para a cosmología e para o estudo dos eventos que ocorrem ñas proximidades de 
massas muito grandes (como as estrelas, por exemplo). Gragas a avangos em nossa capacidade de realizar medidas precisas, a 
teoría geral está sendo usada cada vez mais em outras áreas da física e da engenharia e também na vida cotidiana, como, nos 
aparelhos de GPS. Vamos dedicar este capítulo inteiramente á teoría restrita (também conhecida como relatividade restrita) e 
deixaremos para discutir a teoría geral no final do Capítulo 2, após estudarmos toda a mecánica relativística restrita. 



1-1 Provas Experimentáis da Relatividade 

Relatividade Clássica 

Em 1687, com a publicagáo do livro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica , Newton se tomou o primeiro a generalizar 
as observagdes de Galileu, al-Haytham e outros das leis de movimento que sao apresentadas nos cursos de mecánica clássica. 
De acordo com a segunda das tres leis de Newton, 

dv 

F = m — = tm i 1-1 

dt 

em que d\/dt = a é a aceleragáo de um corpo de massa m e F é a resultante das forgas que agem sobre o corpo. A primeira lei de 
Newton, a lei da inercia , é um caso particular da Equagáo 1-1: se F= 0, d\/dt = 0, ou seja, a = 0. (Neste livro, as letras e 
símbolos impressos em negrito sao vetores.) 

Mas as leis de Newton sao válidas apenas em referenciais inerciais , ou seja, em referenciais em que a lei da inércia é 
válida. 2 Além disso, apresentam a notável propriedade de serem invariantes , isto é, conservam a mesma forma em qualquer 
referencial que esteja se movendo com velocidade constante em relagáo a um referencial inercial. Assim, todos os referenciais 
inerciais sao equivalentes, ou seja, nao existe um referencial especial ou privilegiado em relagáo ao qual possam ser feitas 
medidas absolutas de espago e tempo. Dois referenciais inerciais sao mostrados na Figura 1-1, dispostos de tal forma que os 
eixos correspondentes em S e S' sao paralelos e S' está se movendo na diregáo +v com velocidade v para um observador em S 
(ou S está se movendo na diregáo -x f com velocidade -v para um observador S'). As Figuras 1-2 e 1-3 ilustram as diferengas 
conceituais entre referenciais inerciais e nao inerciais. A transformagáo das coordenadas de posigáo e das componentes da 
velocidade do referencial S para o referencial S' é chamada transformagáo de Galileu e expressa pelas Equagóes 1-2 e 1-3, 
respectivamente: 
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FIGURA 1-10 referencial inercial S está em repouso em relagáo á palmeira (e, portanto, em relagáo á Terra) e o referencial S’ está em 
repouso em relagáo ao ciclista. Os eixos correspondentes sáo paralelos e S' se move com velocidade v na diregáo +x em relagáo a S. 

x ' = x - vi V =y z* =Z t r = t 1-2 
= u x — v tí' = u y u[ = u, 1-3 

Note que, derivando a Equagáo 1-3, obtemos a f = a , já que d\/dt = 0 para v constante. Assim, F = ma = wa' = F\ Essa é a 
invariáncia a que nos referimos anteriormente. Generalizando esse resultado, podemos afirmar o seguinte: 







FIGURA 1-2 Urna massa suspensa por urna corda no teto de um vagáo de trem ilustra a relatividade da segunda lei de Newton, F = wa. 
As únicas forgas que agem sobre a massa sao o peso wgea tensáo T da corda. ( a ) O vagáo está em repouso em relagáo a S. Como a 
velocidade vea aceleragáo a do vagáo (ou seja, do referencial S') sáo nulas, os dois observadores veem a massa pender verticalmente, e, 
portanto, a componente horizontal da forga que age sobre a bola é F x = F' x = 0. (b) O vagáo está se movendo na diregáo +x com 
velocidade v constante. Os dois observadores continuam a ver a massa pender verticalmente, embora esteja se mo vendo com velocidade v 
no referencial S e em repouso no referencial *S"; assim, mais urna vez, ¥ x = F* = 0. (c) O vagáo está se mo vendo na diregáo +x com 
aceleragáo a > 0 em relagáo a S. Nesse caso, a corda que sustenta a bola faz um ángulo 0^0 com a vertical. Para o observador que está no 
referencial S, a bola está sendo acelerada pela componente horizontal da tensáo na corda, ou seja, ¥ x = T x ^ 0. Para o observador que está 
no referencial S\ porém, a bola está em repouso e a “explicagáo” do fato de que a corda náo pende verticalmente é que existe urna 
pseudoforga F p na diregáo —jc', que equilibra a componente x da tensáo na corda. 



FIGURA 1-3 Um satélite geoestacionário se move em urna órbita equatorial com urna velocidade angular igual á da Terra e, portanto, 
está em repouso em relagáo á superficie da Terra. Para um observador em um referencial S fixo no espago, o satélite está sujeito a urna 
aceleragáo centrípeta a produzida pela forga gravitacional da Terra, F T , que age na diregáo —x. Para um observador na superficie da Terra 
(ou seja, no referencial *S"), a' = 0 e a explicagáo para o fato de que o satélite náo está sujeito a urna aceleragáo é que existe urna 
pseudoforga F p = -F T que age na diregáo x, equilibrando a forga de atragáo gravitacional da Terra. 

Todo referencial que se move com velocidade constante em relagáo a um referencial inercial é um referencial inercial. 

As leis de Newton tém a mesma forma, qualquer referencial inercial, o que significa que sáo invariantes em relagáo a 
urna transformagáo de Galileu. 
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RCC 1 Revisáo de Conceitos Clássicos 

Os conceitos de referencial, relatividade clássica e transformagáo de coordenadas, importantes para nossa discussao da relatividade restrita, nem sempre 
sao examinados em cursos introdutórios de física. Por essa razáo, estáo entre os temas escolhidos da segáo Revisáo de Conceitos Clássicos, urna colegio 


de textos que esta disponível para este livro no site da LTC Editora. O símbolo 
para urna revisáo de conceitos clássicos ligados ao tópico que está sendo discutido 


a 


na margem do livro, acompanhado pelas iniciáis RCC, alerta o leitor 


A Velocidade da Luz 

Por volta de 1860, James Clerk Maxwell descobriu que as leis empíricas da eletricidade e do magnetismo podiam ser resumidas 
em um sistema de quatro equagóes matemáticas, que vieram a ser chamadas de equagóes de Maxwell. Como veio a ser 
reconhecido mais tarde, ao contrário das leis de Newton, as equagóes de Maxwell nao sao invariantes em relagáo a urna 
transformagáo de Galileu entre referenciais inerciais (Figura 1-4). Urna das consequéncias das equagóes de Maxwell é a 
existencia de ondas eletromagnéticas cuja velocidade possui um valor bem determinado, c = = 3.00 x 10 8 m/s. A 

excelente concordancia entre este número e o valor experimental da velocidade da luz 3 e entre as propriedades de polarizagáo 
previstas para as ondas eletromagnéticas e as observadas para a luz constituía um forte indicio de que a luz era urna onda 
eletromagnética e que, por isso, propagava-se com velocidade c. 4 




FIGURA 1-4 Os observadores em S e S' medem campos elétricos iguais 2kX/y\ a urna distancia y\ =y\ de um fio infinitamente longo 
com urna densidade uniforme de carga X. Os observadores em S e S' medem urna forga 2kqX¡y\ exercida pelo fio sobre a carga q; 
entretanto, o observador em S ' mede também urna forga -\iQXv 2 ql2Tiyi associada ao campo magnético em/i resultante do movimento do 
fio na diregáo ~x'. Assim, a forga eletromagnética nao tem a mesma forma em diferentes referenciais inerciais, o que significa que as 
equagóes de Maxwell nao sao invariantes em relagáo a urna transformagáo de Galileu. 


Por analogía com as outras ondas conhecidas, foi postulado que as ondas eletromagnéticas se propagavam em um 
meio material. Este meio, que recebeu o nome de éter , estaría presente em todo o universo, incluindo o interior da 
matéria. (O filósofo grego Aristóteles tinha sugerido a existencia do “éter” havia mais de 2.000 anos.) Era natural 
que os cientistas se propusessem a provar experimentalmente a existencia do éter medindo a velocidade da luz em 
1 ? 2 relagáo á Terra, c\ que, de acordo com a Equagáo 1-3,* seria diferente de c por causa da velocidade v da Terra em 
relagáo ao éter. O valor de c era dado pelas equagóes de Maxwell e a velocidade da Terra em relagáo ao éter, 
embora náo fosse conhecida, era, presumivelmente, pelo menos igual á velocidade orbital em tomo do Sol, cerca de 30 km/s. 
Como o efeito máximo observável é da ordem de vVc 2 e, segundo as estimativas anteriores, v 2 /c 2 ~ 1CT 8 , seria necessária urna 
precisáo experimental de pelo menos 1 parte em 10 8 para detectar o movimento da Terra em relagáo ao éter. Com urna única 
excegáo, os equipamentos e técnicas disponíveis na época tinham urna precisáo experimental de apenas 1 parte de 10 4 , muito 
menor que a necessária para observar o efeito. A excegáo era o método usado por Michelson e Morley. 5 



Exercícios 

1. Qual de ve ser a velocidade relativa dos sistemas inerciais da Figura 1-4 para que a forga eletromagnética a que está 
submetida a carga q seja nula do ponto de vista de um observador estacionário no referencial *S"? 

2. Explique a relagáo entre o valor elevado da velocidade das ondas eletromagnéticas e a necessidade de que o éter seja muito 
rígido, isto é, possua um alto módulo de elasticidade. 


























O Experimento de Michelson-Morley 

Todas as ondas conhecidas pelos dentistas do século XIX necessitavam de um meio para se propagarem. As ondas do mar 
obviamente nao existem no vácuo. O mesmo se pode dizer das vibragoes de urna corda de violáo, das ondulagóes da superficie 
de um tambor, das oscilagóes que atravessam a Terra durante um terremoto e, de forma geral, das ondas que atravessam 
qualquer material quando este é submetido a forgas variáveis. A velocidade dessas ondas depende das propriedades do meio em 
que se propagam e assume urna forma particularmente simples quando é expressa em relagáo ao meio. Por exemplo, a 
velocidade das ondas sonoras no ar, isto é, a velocidade com a qual se propagam em relagáo ao ar parado, pode ser calculada e 
medida com relativa facilidade. O efeito Doppler para o som no ar depende nao so do movimento relativo entre a fonte e o 
observador, mas também do movimento da fonte e do observador em relagáo ao ar. Era natural, portanto, que os cientistas 
postulassem a existencia de um meio como o éter para permitir a propagagáo da luz e outras ondas eletromagnéticas e 
esperassem que o movimento absoluto da Terra em relagáo ao éter pudesse ser medido, a despeito do fato de o éter jamais ter 
sido observado. 



Albert A. Michelson, que aparece na foto j ogando bilhar na maturidade, fez a prime ira medigáo precisa da velocidade da luz quando era 
professor da U.S. Naval Academy, onde serviu como cadete na juventude. [AIP Emilio Segré Visual Archives.] 

Michelson foi o primeiro a perceber que, embora o efeito do movimento da Terra sobre qualquer medida da velocidade da 
luz baseada em um percurso de “ida e volta”, como o indicado esquemáticamente na Figura 1-5, fosse pequeño demais para ser 
medido diretamente, seria possível medir a razáo v 2 /c 2 por um processo indireto, usando a interferencia de ondas luminosas 
como um “relógio” muito preciso. O aparelho que ele projetou para executar esse tipo de medida recebeu o nome de 
interferómetro de Michelson. O objetivo do experimento de Michelson-Morley era medir a velocidade da luz em relagáo ao 
interferómetro (ou seja, em relagáo á Terra), o que equivaleria a demonstrar que a Terra estava em movimento em relagáo ao 
éter, representando portanto urna prova da existencia do último. Antes de discutimos o funcionamento do interferómetro, 
vamos descrever urna situagáo análoga em um contexto familiar. 



FIGURA 1 -5 Urna fonte luminosa, um espelho e um observador se movem com velocidade v em relagáo ao éter. De acordo com a teoria 
clássica, a velocidade da luz seria igual a c em relagáo ao éter, c-vem relagáo ao observador para o raio emitido pela fonte luminosa em 
diregáo ao espelho ec + vem relagáo ao observador para o raio refletido pelo espelho em diregáo ao observador. 


EXEMPLO 1-1 


Uma Corrida de Barcos A Figura 1 -6a mostra os percursos usados por dois remadores em urna corrida de 
barcos. Os dois conseguem desenvolver a mesma velocidade c em água parada; a água do rio está se movendo com velocidade v. O 
barco 1 vai do ponto A ao ponto B , percorrendo uma distancia L , e volta ao ponto A. O barco 2 vai do ponto A ao ponto C, 
percorrendo também uma distancia L , e volta ao ponto A. A, B e C sáo marcas na margem do rio. Qual dos dois remadores ganha a 
corrida? (Suponha que c > v.) 
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FIGURA 1-6 (a) Os dois barcos se movem com velocidade c em relagáo á água parada. A velocidade da água do rio é v. O barco 1 vai do ponto 
A ao ponto B e volta ao ponto A, enquanto o barco 2 vai do ponto A ao ponto C e volta ao ponto A. ( b ) Ao se dirigir do ponto A ao ponto B , o 
barco 1 deve navegar rio acima para que a soma dos vetores velocidade c + v seja perpendicular as margens do rio. A velocidade do barco em 
relagao as margens (ou seja, em relagáo aos pontos A e B) é O mesmo acontece na viagem de volta. 


SOLUQÁO 

O vencedor, naturalmente, é o barco que consegue completar o percurso de ida e volta em menos tempo. Assim, para descobrir quem 
é o ganhador, basta calcular os tempos gastos no trajeto pelos dois remadores. Usando a transformaqáo clássica de velocidades 
(Equaqoes 1-3), verificamos que a velocidade do barco 1 em relaqáo á margem é ( c 2 - v 2 ) 1/2 (Figura 1 -6b). Assim, o tempo total de 
percurso t\ para o barco 1 é dado por 
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onde em que usamos a expansáo binomial (veja o Apéndice B2). O barco 2 viaja do ponto A ao ponto C com urna velocidade c + v 
em relacao á margem e viaja de volta ao ponto A com urna velocidade c - v, também em rclagáo á margem. O tempo total de percurso 
h para o barco 2 é, portanto, 
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C \ 


que, como o leitor deve ter notado, é o mesmo resultado obtido em nossa discussáo do experimento da velocidade da luz na Revisáo 
de Conceitos Clássicos. 

A diferenqa A t entre os tempos totais de percurso dos dois barcos é, portanto, 
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Como o valor de Lv 2 /c 3 é sempre positivo, > í| e o remador 1 consegue completar o percurso em menos tempo, ganhando a corrida. 



























Resultados Michelson e Morley executaram o experimento em Cleveland, Ohio, Estados Unidos, em 1887, 
repetindo, com um equipamento muito mais sofisticado, um experimento inconcludente que Michelson havia 
realizado, sozinho, em Potsdam, Alemanha, em 1881. A distancia L no novo interferómetro (Figura 1-7) era 
aproximadamente 11 m, gragas a reflexdes múltiplas. A Figura 1-8 a mostra como funcionava o instrumento. A 
imagem vista pelo observador consistía em urna série de faixas claras e escuras denominadas franjas de 
interferencia (Figura l-8ú). Os dois raios luminosos presentes no interferómetro sao análogos aos dois barcos a remo do 
Exemplo 1-1; era de se esperar que o movimento da Terra em relagáo ao éter introduzisse urna diferenga de tempo (de fase) 
dada pela Equagáo 1-6. Urna rotagáo de 90° do interferómetro multiplicaría por dois a diferenga de tempo e mudaría a fase, 
fazendo com que a figura de interferencia se deslocasse de urna distancia A N. Para fazer girar o aparelho, foi usado um sistema 
especial no qual o bloco de pedra onde estava montado o interferómetro flutuava em um banho de mercúrio. Esse arranjo 
atenuava as vibragóes e permitía que os cientistas girassem o aparelho sem introduzir deformagóes mecánicas capazes de 
provocar variagóes de L e, portanto, da posigáo das franjas. Usando urna lámpada de sodio com A = 590 nm e supondo que v = 
30 km/s (ou seja, urna velocidade da Terra em relagáo ao éter igual á velocidade orbital do planeta), os pesquisadores esperavam 
que o deslocamento A N fosse da ordem de 40% da largura de urna franja, ou seja, um valor 40 vezes maior do que o 
deslocamento mínimo (1% da largura de urna franja) que o equipamento era capaz de medir. 

Para grande decepgáo de Michelson e da maioria dos cientistas da época, o deslocamento previsto nao foi observado. Em 
vez disso, as franjas se deslocaram de apenas 1% da largura de urna franja, um valor da mesma ordem que a precisáo do 
instrumento. Com a circunspegáo que lhe era característica, Michelson descreveu os resultados da seguinte forma: 6 

O deslocamento observado foi certamente menor que um vinte avos (de 40% da largura de urna franja) e 
provavelmente menor que um quarenta avos. Como, porém, o deslocamento é proporcional ao quadrado da 
velocidade, a velocidade relativa entre a Terra e o éter é provavelmente menor que um sexto da velocidade orbital da 
Terra e certamente menor que um quarto. 

Michelson e Morley haviam acabado de mostrar que a velocidade da Terra em relagáo ao éter nao podía ser maior que 5 
km/s. Do nosso ponto de vista, é difícil apreciar o efeito devastador desse resultado. A teoría da propagagáo da luz aceita na 
época nao podia estar correta; a ideia de que o éter se comportava como um referencial privilegiado para as equagóes de 
Maxwell teria que ser descartada. O experimento foi repetido por outros cientistas mais de urna dúzia de vezes, em diferentes 
condigóes e com maior precisáo, mas nenhum deslocamento jamais foi observado. No mais preciso desses experimentos, o 
limite superior da velocidade relativa foi reduzido para 1,5 km/s por Georg Joos em 1930, usando um interferómetro no qual o 
percurso dos raios luminosos era muito maior do que no interferómetro de Michelson. Recentemente, versóes modernas do 
experimento, usando lasers, reduziram esse limite para 15 m/s. 
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FIGURA 1-7 Equipamento usado por Michelson e Morley no experimento de 1887. Os dispositivos óticos foram montados em um bloco 
quadrado, de arenito, com 5 pés de lado, que flutuava em mercúrio, para reduzir as tensóes e vibragóes que haviam prejudicado os 
experimentos anteriores. Para fazer observagoes em qualquer diregáo, bastava girar o bloco no plano horizontal. [Extraído de R.S. 
Shankland, The Michelson-Morley Experimenta Copyright O November 1964 by Scientific American, Inc. Todos os direitos reservados.] 
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FIGURA 1-8 Principio de funcionamento do interferómetro de Michelson. (a) A luz amarela produzida por urna lámpada de sodio é 
dividida em dois feixes por um espelho semitransparente instalado no ponto A. Os feixes se propagam ao longo de dois trajetos 
mutuamente perpendiculares 1 e 2, sao refletidos pelos espelhos Mi e M 2 e voltam a A , onde se recombinam e sao observados. A presenga 
do compensador tem por objetivo igualar os comprimentos óticos dos dois percursos, fazendo com que as distancias L contenham o 
mesmo número de ciclos da onda luminosa. Se o espelho M 2 é inclinado ligeiramente, deixando de ser perpendicular a Mi, o observador 
passa a ver Mi e M' 2 , a imagem de M 2 , formando urna cunha. A interferencia dos feixes refletidos pelos dois espelhos depende do número 














































de ciclos de onda em cada trajeto, que, por sua vez, depende (1) do comprimento de cada trajeto e (2) da velocidade da luz (em relagáo ao 
instrumento) em cada trajeto. Qualquer que seja o valor dessas velocidades, o fato de que as imagens M\ e M 2 formam urna cunha 
significa que a diferenga entre a distancia percorrida pelo feixe 2 e a distancia percorrida pelo feixe 1 varia gradualmente ao longo da 
imagem vista pelo observador. Isso faz com que o observador veja urna série de franjas claras e escuras, como em (b), que resultam da 
interferencia construtiva e destrutiva, respectivamente, dos dois feixes. 

Interferómetros de Michelson com bragos de até 4 km estáo sendo usados atualmente para tentar detectar ondas 

gravitacionais (veja a Segáo 2-5). 

Conclusóes Em um contexto mais ampio, com base neste e em outros experimentos, devemos concluir que as equagóes de 
Maxwell estáo corretas e que a velocidade das ondas eletromagnéticas é a mesma em todos os referenciais inerciais, 
independentemente do movimento da fonte em relagáo ao observador. Essa invariáncia da velocidade da luz para os referenciais 
inerciais significa que deve haver algum principio de relatividade que se aplique tanto á mecánica quanto ao eletromagnetismo. 
Tal principio náo pode ser o da relatividade newtoniana, que leva a urna variagáo da velocidade da luz com a velocidade relativa 
entre a fonte e o observador. Isso significa que a transformagáo de Galileu náo está correta e deve ser substituida por urna nova 
transformagáo de coordenadas que assegure a invariáncia das leis do eletromagnetismo. As leis fundamentáis da mecánica, que 
eram compatíveis com a transformagáo de Galileu, devem ser modificadas para que permanegam invariantes ao serem 
submetidas á nova transformagáo. A dedugáo teórica dessa nova transformagáo foi urna das pedras fundamentáis da teoría da 
relatividade especial de Einstein. 



Leitura Suplementar 

Urna descrigáo mais completa do experimento de Michelson-Morley, incluindo a interpretagáo dos resultados e as versdes 
mais recentes do mesmo, está disponível no site da LTC Editora para este livro, no qual também se encontram as Figuras 
1-9 a 1-11 e as Equagóes 1-7 a 1-10. 


1-2 Os Postulados de Einstein 

Em 1905, com 26 anos, Albert Einstein publicou vários artigos, entre os quais um sobre a eletrodinámica dos corpos em 
movimento. 11 Neste, ele propós um principio de relatividade mais abrangente, que se aplicava tanto ás leis da mecánica quanto 
ás leis da eletrodinámica. Urna das consequéncias desse principio é que náo existe nenhum experimento capaz de detectar o 
movimento absoluto. Sendo esse o caso, nada nos impede de supor que a Terra e o interferómetro de Michelson estáo em 
repouso, caso em que nenhum deslocamento das franjas é esperado quando o interferómetro gira de 90°, já que todas as 
diregóes sáo equivalentes. O resultado nulo do experimento de Michelson-Morley se toma, portanto, urna consequéncia natural 
do principio da relatividade de Einstein. É preciso ressaltar que Einstein náo formulou essa teoría com o intuito de explicar o 
experimento de Michelson-Morley, mas foi levado a ela por consideragóes a respeito da teoría da eletricidade e do magnetismo 
e das propriedades incomuns das ondas eletromagnéticas no espago livre. No primeiro artigo, que contém a teoría completa da 
relatividade restrita, Einstein se refere, apenas de passagem, ás tentativas experimentáis de detectar o movimento da Terra em 
relagáo ao éter. Mais tarde, afirmou náo lembrar se estava a par dos detalhes do experimento de Michelson-Morley quando 
propós a teoría. 

A teoría da relatividade restrita se baseia em dois postulados que Einstein menciona explicitamente no artigo de 1905: 

Postulado 1. As leis da física sáo as mesmas em todos os referenciais inerciais. 

Postulado 2. A velocidade da luz no vácuo tem o mesmo valor c, qualquer que seja o movimento da fonte. 

O Postulado 1 é urna extensáo do principio da relatividade newtoniana para incluir todos os fenómenos físicos, náo so os 
mecánicos, mas também os eletromagnéticos. Urna consequéncia direta dele é que náo existe nenhum referencial inercial 
privilegiado e, portanto, o movimento absoluto é impossível de se detectar. O Postulado 2 descreve urna propriedade comum a 
todas as ondas. Assim, por exemplo, a velocidade das ondas sonoras náo depende do movimento da fonte. Quando um carro 
buzina ao se aproximar de urna pessoa, o som ouvido é mais agudo que se o carro estivesse parado (o chamado efeito Doppler), 
mas a velocidade das ondas náo depende da velocidade do carro. Por outro lado, a velocidade das ondas sonoras depende das 
propriedades do ar, como a densidade do ar e a velocidade com a qual o ar está se movendo. A importáncia deste postulado está 
no fato de que coloca as ondas luminosas, que se propagam no vácuo, na mesma categoría que os outros tipos de onda, que 
necessitam de um meio para se propagar. Urna análise recente do espectro dos raios gama emitidos por fontes situadas perto do 
limite do universo observável revela que a velocidade da luz náo depende da velocidade da fonte com urna precisáo de urna 
parte em 10 20 . 
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FIGURA 1-12 (« a ) Urna fonte luminosa estacionária S e um observador estacionário R\, com um segundo observador R 2 se aproximando 
da fonte com velocidade v. (6) No referencial em que o observador R 2 está em repouso, a fonte luminosa S e o observador R\ se movem 
para a direita com velocidade v. Se o movimento absoluto nao pode ser detectado, os dois pontos de vista sao equivalentes. Como a 
velocidade da luz nao depende do movimento da fonte, o observador R 2 mede o mesmo valor para a velocidade da luz que o observador 


Embora os dois postulados, separadamente, pareqam bastante razoáveis, muitos dos resultados obtidos quando sao aplicados 
simultáneamente parecem contrariar o senso comum. Urna importante consequéncia desses postulados é que a velocidade da luz 
é a mesma para todos os observadores, independentemente da velocidade relativa entre a fonte e o observador. Considere urna 
fonte luminosa S e dois observadores: R u em repouso em relaqáo a e R 2 , viajando na direqáo de S com velocidade v (Figura 
1-12 a). A velocidade da luz medida por Ri é c = 3 x 10 8 m/s. Qual é a velocidade medida por R 2 1 A resposta nao é c + v, o 
resultado que obteríamos aplicando ao problema a transformaqáo de Galileu. De acordo com o Postulado 1, a situaqáo da Figura 
l-12a equivale á da Figura 1-126, na qual R 2 está em repouso e a fonte S e R\ estáo se movendo com velocidade v. Em outras 
palavras, como o movimento absoluto é impossível de ser detectado, nao sabemos quem está se movendo e quem está em 
repouso. De acordo com o Postulado 2, a velocidade da luz nao depende do movimento da fonte. Assim, olhando para a Figura 
1-126, vemos que a velocidade medida por R 2 é c, a mesma medida por R\. O fato de que a velocidade medida para a luz nao 
depende da velocidade do observador é urna forma alternativa de enunciar o segundo postulado de Einstein. 

Este resultado está em desacordó com nossa intuiqáo. O que acontece é que ideias intuitivas a respeito de velocidades 
relativas sao válidas, para todos os efeitos práticos, quando as velocidades sao pequeñas em comparaqáo com a velocidade da 
luz. Mesmo em um aviáo que esteja se movendo com a velocidade do som, nao é possível medir a velocidade da luz com 
precisáo suficiente para observar a diferenqa entre as velocidades c e c + v, na qual véa velocidade do aviáo. Para perceber essa 
diferenqa, devemos examinar um corpo que esteja se movendo com grande velocidade (muito maior do que a velocidade do 
som) ou realizar medidas extremamente precisas, como no experimento de Michelson-Morley. Quando fazemos isso, 
descobrimos, como Einstein comentou no primeiro artigo a respeito da relatividade, que as contradiqóes sao “apenas 
aparentemente irreconciliáveis”. 

Eventos e Observadores 

Para examinar as consequéncias dos postulados de Einstein com maior profundidade, isto é, para estudar a teoría da relatividade 
restrita, precisamos, em primeiro lugar, definir com precisáo alguns termos importantes. O primeiro é o conceito de evento. Um 
evento é algo que acontece, como urna porta que é fechada, um raio que cai, duas partículas que se chocara ou urna estrela que 
explode. Todo evento ocorre em um certo ponto do espaqo e em um dado instante, mas é importante chamar a atenqáo para o 
fato de que os eventos náo dependem do referencial inercial usado para descrevé-los. Os eventos náo “pertencem” a um único 
referencial. 

Os eventos sáo descritos por observadores que, estes sim, estáo associados a referenciais inerciais particulares. Os 
observadores podem ser pessoas (como na Seqáo 1-1), instrumentos eletrónicos, ou outras formas de aparelhos, mas em nossas 
discussóes da relatividade restrita seremos extremamente específicos. Para nos, o observador será urna série de relógios 
instalados em vários pontos de referencial inercial. O leitor pode pensar no observador como urna pessoa que circula pelo 
referencial observando os mostradores dos relógios ou recebe remotamente as informaqóes registradas nos relógios, mas precisa 
ter em mente que essa pessoa deve se basear apenas nos dados dos relógios. Em particular, já que a luz leva um tempo finito 
para se propagar, um observador náo pode se basear em urna informaqáo colhida visualmente em um relógio distante. É neste 
sentido que estaremos usando a palavra observador em nossas discussóes. 






(Esquerda ) Albert Einstein, em 1905, no escritorio de patentes de Berna, na Singa. [Hebrew University of Jerusalem Albert Einstein 
Archives, cortesía de AIP Emilio Segré Visual Archives .] (Direita ) Bonde e torre com relógio na Kramstrasse, a rúa onde Einstein morava 
em Berna. Se urna pessoa estivesse no bonde em movimento, afastando-se do relógio, e olhasse para trás, a luz do relógio levaria um 
certo tempo para alcangá-la. Caso o bonde estivesse se movendo com urna velocidade próxima da velocidade da luz, o relógio visto por 
um passageiro apresentaria um atraso significativo em relagáo ao relógio visto por um observador estacionário. Esse tipo de raciocinio 
levou Einstein á conclusáo de que o tempo nao era urna grandeza absoluta. [Undenvood & Underwood/CORBIS.] 

Podemos imaginar um referencial inercial como urna rede tridimensional cúbica formada por réguas de mesmo 
comprimento (um metro, digamos) com um relógio em cada vértice, como na Figura 1-13. Os relógios sao todos iguais e, 
naturalmente, queremos que indiquem “a mesma hora”, isto é, que estejam sincronizados. Existem várias formas de sincronizó¬ 
los, mas um método muito simples, baseado no segundo postulado, consiste em usar um dos relógios da rede como padrao, ou 
relógio de referencia. Por conveniencia, vamos escolher como relógio de referencia aquele que está situado na origem dos eixos 
do referencial. O relógio de referencia é colocado para funcionar com o indicador (ponteiro ou mostrador digital) em zero. 
Nesse momento, também é gerado um sinal luminoso que se espalha como urna onda esférica em todas as diregóes. Quando 
esse sinal chega aos relógios que se encontram a 1 m de distancia (observe na Figura 1-13 que existem seis relógios nessa 
situagáo, dois dos quais estáo fora dos limites da figura), queremos que os indicadores mostrem o tempo necessário para que a 
luz percorra urna distancia de 1 m (= 1/299.792.458 s). Para isso, basta ajustar o indicador de cada relógio para esse valor e 
programá-lo para comegar a funcionar no momento em que for atingido pelo raio luminoso. Com isso, os relógios situados a 1 
m da origem passaráo a indicar o mesmo tempo que o relógio de referencia, isto é, estaráo sincronizados com ele. Todos os 
relógios do referencial inercial podem ser sincronizados da mesma forma, já que a distancia de qualquer relógio ao relógio de 
referencia pode ser calculada a partir das coordenadas espaciáis do relógio além disso, essa distancia pode ser usada para 
calcular o valor inicial para o qual deve ser ajustado o indicador do relógio com base no tempo de percurso do raio luminoso. 
Observe que esse método pode ser usado para sincronizar todos os relógios de um referencial inercial, mas nao serve para 
sincronizar os relógios de dois referenciais inerciais diferentes que estejam se movendo um em relagáo ao outro. Na verdade, 
como veremos a seguir, os relógios de dois referenciais diferentes nao podem ser sincronizados, a nao ser em casos especiáis. 






FIGURA 1-13 Referencial inercial formado por urna rede de réguas com um relógio em cada vértice. Os relógios sao todos sincronizados 
a partir de um relógio de referencia. As réguas tém 1 m de comprimento neste diagrama, mas poderiam ter 1 cm, 1 pm ou 1 km, 
dependendo da escala e da precisáo das medidas executadas. As tres dimensóes espaciáis sao as posigoes dos relógios. A quarta dimensáo 
do espado-tempo, o tempo, é representada pelas leituras dos relógios. 


Quando um evento acontece, a sua localizagáo no espago e no tempo é registrada instantáneamente pelo relógio mais 
próximo. Suponha que um átomo localizado em x = 2 m, y = 3 m, z « 4 m na Figura 1-13 emita luz no momento em que o 
relógio local está marcando t = 21 s. Esse evento é descrito por quatro coordenadas no espago e no tempo (ou, como diremos 
daqui em diante, por coordenadas no espago-tempo), ou seja, pelo conjunto de números (2, 3, 4, 21). O observador pode 1er e 
analisar essa informagáo no momento que quiser, dentro dos limites estabelecidos pela velocidade de transmissáo, que nao pode 
ser maior do que a velocidade de luz. Assim, por exemplo, a trajetória de urna partícula é revelada pela análise dos registros que 
mostram o momento em que a partícula passou pelos diferentes relógios. O conhecimento das distancias entre posigóes 
sucessivas e dos intervalos de tempo correspondentes permite determinar a velocidade da partícula. Naturalmente, é possível 
obter registros semelhantes das coordenadas da partícula no espago-tempo usando outro referencial inercial que esteja em 
movimento em relagáo ao primeiro. Entretanto, para comparar as distancias e intervalos de tempo medidos nos dois referenciais, 
é preciso levar em conta a relatividade da simultaneidade. 


A Relatividade da Simultaneidade 

Os postulados de Einstein levam a algumas previsóes a respeito dos resultados de medidas feitas por observadores situados em 
diferentes referenciais inerciais que, a principio, parecem estranhas ou mesmo absurdas, mas foram comprovadas 
experimentalmente. Na verdade, quase todos os supostos paradoxos podem ser explicados se reconhecermos que os postulados 
da relatividade restrita sao compatíveis com a relatividade da simultaneidade, segundo a qual 

Dois eventos que sao simultáneos em um referencial nao sao simultáneos em outro referencial inercial que esteja se 
movendo em relagáo ao primeiro. 

Um corolário da afirmagáo anterior é o seguinte: 

Dois relógios que estáo sincronizados em um referencial nao estáo sincronizados em outro referencial inercial que 
esteja se movendo em relagáo ao primeiro. 

O que queremos dizer com eventos simultáneos? Suponha que dois observadores, ambos situados no referencial S, um no 




































































































































































ponto A e outro no ponto B , tenham combinado fazer explodir bombas no instante t 0 (lembre-se de que os relógios de S estáo 
sincronizados). O relógio que se encontra no ponto C, equidistante de A e de B , registrará a chegada da luz proveniente das duas 
explosóes no mesmo instante. Outros relógios de S registraráo primeiro a chegada da luz emitida pela bomba que explodiu em A 
ou em B , dependendo da localizagáo, mas, depois de corrigidos para levar em conta o tempo de percurso da luz, os dados 
registrados por todos os relógios indicaráo que as duas explosóes foram simultáneas. Vamos, portanto, definir dois eventos 
como simultáneos em um referencial inercial se os sinais luminosos associados a eles forem vistos simultáneamente por um 
observador situado em um ponto equidistante dos dois eventos, de acordo com a indicagáo de um relógio situado na posigáo 
desse observador , que recebe o nome de relógio local. 

O Exemplo de Einstein Para mostrar que dois eventos simultáneos no referencial S nao sao simultáneos em um 
referencial S' que esteja se movendo em relagáo a S, vamos usar um exemplo proposto por Einstein. Um trem está passando pela 
plataforma de urna estagáo, com velocidade v. Tres observadores, A\B f e C\ estao situados no primeiro vagáo, no vagáo central 
e no último vagáo do trem. (Vamos associar o referencial $ ao trem e o referencial S á plataforma da estagáo.) Suponhamos que 
o trem e a plataforma sejam atingidos por dois relámpagos, um no primeiro vagáo e outro no último, e que os relámpagos sejam 
simultáneos no referencial da plataforma, S (Figura 1-14 a). Em outras palavras, um observador situado em C, a meio caminho 
entre A e B, observa os dois raios simultáneamente. É conveniente supor que o raio deixa o trem e a plataforma chamuscados, 
pois, nesse caso, os eventos podem ser localizados com facilidade nos dois referenciais. Como o observador C está no centro do 
trem, a meio caminho entre os pontos que foram chamuscados pelo raio, os dois eventos seriam simultáneos em S r apenas se 
fossem observados ao mesmo tempo por C. Entretanto, C observa o raio que atingiu o primeiro vagáo antes de observar o raio 
que atingiu o último. No referencial S, quando a luz proveniente do raio que atingiu os pontos A qA' chega ao ponto C\ o trem 
se deslocou de urna certa distáncia em diregáo a A e, por isso, a luz proveniente do raio que atingiu os pontos B e B r ainda náo 
chegou a C\ como mostra a Figura 1-14¿>. O observador em C chega, portanto, á conclusáo de que os eventos náo foram 
simultáneos, mas o raio que atingiu a parte da frente do trem aconteceu primeiro. As Figuras 1-14 c e 1-14 d ilustram, 
respectivamente, a chegada simultánea dos dois claróes ao ponto Cea chegada (posterior) ao ponto C do claráo proveniente do 
raio que atingiu o último vagáo. Na verdade, todos os observadores estacionários em relagáo ao referencial S' obtém o mesmo 
resultado que o observador em C', depois de levarem em conta o tempo de percurso da luz. 

Corolário do Exemplo de Einstein O corolário pode ser demonstrado por meio de um exemplo semelhante. 
Considere novamente um trem em repouso no referencial S’ que esteja passando com velocidade v por urna plataforma em 
repouso no referencial S. A Figura 1-15 mostra tres relógios do referencial S e tres do referencial S'. Os relógios dos dois 
referenciais foram sincronizados da forma descrita anteriormente, mas os relógios de S náo estáo sincronizados com os de S'. 
Um observador que esteja no ponto C da plataforma, a meio caminho entre A q B, anuncia que duas lámpadas localizadas em A 
e B iráo acender quando os relógios desses dois pontos marcarem t 0 (Figura 1-15 a). Um observador que esteja em C\ a meio 
caminho entre A' e B\ verá a luz produzida pela lámpada que foi acesa em A (Figura 1-15Ú) antes de ver a luz produzida pela 
lámpada que foi acesa em B (Figura 1-1 5d). Ele concluirá que se as lámpadas foram acesas no momento em que os relógios em 
A e B marcavam t 0 , conforme anunciado, os relógios qvcíAqB náo podem estar sincronizados. Depois de levarem em conta o 
tempo de percurso da luz, todos os observadores situados no referencial S' concordaráo com essa conclusáo. Por outro lado, o 
observador em C observará as duas luzes simultáneamente, já que todos os relógios de S estáo sincronizados (Figura l-15c). 
Observe ainda, na Figura 1-15, que o observador em C também concluí que o relógio de A está adiantado em relagáo ao relógio 
de B. Essa conclusáo é importante, e voltaremos a ela em breve. Já a Figura 1-16 ilustra a relatividade da simultaneidade de um 
ponto de vista diferente. 




FIGURA 1-14 Dois relámpagos atingem as extremidades de um trem, chamuscando tanto o trem quanto a plataforma, no momento em 
que o trem (referencial S ') está passando pela plataforma (referencial S) com velocidade v. ( a ) Os relámpagos ocorrem simultáneamente 
em S e sao vistos simultáneamente pelo observador C, localizado na plataforma, a meio caminho entre A e B (c). Em S\ o relámpago que 
atingiu o primeiro vagáo é visto antes do relámpago que atingiu o último vagáo pelo observador C\ localizado no trem, a meio caminho 
entre os pontos que foram chamuscados pelo raio (b e d , respectivamente). Assim, o observador em C conclui que os relámpagos nao 
foram simultáneos. 




FIGURA 1-15 ( a ) Duas lámpadas sao acesas simultáneamente nos pontos A e 2?, onde existem relógios sincronizados em S. ( b ) O 
observador situado em C, a meio caminho entre A' e B' no trem em movimento, registra a chegada do raio luminoso proveniente de A 





































































antes da chegada do raio proveniente de B , mostrada em ( d ). Como o observador em S anunciou que as lámpadas seriam acesas no 
instante íq de acordo com os relógios locáis, o observador em C conclui que os relógios locáis em A e B nao indicaram simultáneamente o 
instante ¿o, isto é, que nao estavam sincronizados, (c) Os dois raios sao vistos simultáneamente por um observador situado em C. 



{$) Relógios da Terra do ponto do vista 
da Terra 


ib) Relógios da espagonave do ponto de 
vísta da espegonave 






f c) Ftelógeos da espa$onave do ponto id) Relógios da Terra do ponto de vista 

de vista da Terra da espagonave 


FIGURA 1-16 Um claráo é produzido na Terra, no ponto médio entre dois relógios situados da Terra. No instante em que a luz é emitida, 
o ponto médio de urna espa 9 onave em movimento coincide com a fonte luminosa. ( a ) Os relógios da Terra registram a chegada 
simultánea dos raios luminosos, o que significa que os relógios estáo sincronizados. ( b ) Os relógios situados ñas extremidades da 
espagonave também registram a chegada simultánea dos raios luminosos (segundo postulado de Einstein), o que significa que os relógios 
da espa 9 onave também estáo sincronizados. ( c ) Entretanto, o observador da Terra ve a luz chegar ao relógio que está em B' antes de 
chegar ao relógio que está em A'. Como os relógios da espagonave mostram a mesma hora no instante em que sao atingidos pelos raios 
luminosos, o observador da Terra conclui que os relógios da espa 9 onave, A' e B\ nao estáo sincronizados. (« d) Um observador a bordo da 
espa 9 onave conclui que os relógios da Terra, A e B, nao estáo sincronizados. 



Exercícios 

3. Cite pelo menos mais um método para sincronizar todos os relógios de um referencial inercial além do que é descrito no 
texto. 

4. Use a Figura 1-1 6d para explicar por que um observador a bordo da espaqonave chega á conclusáo de que os relógios da 
Terra nao estáo sincronizados. 


1-3 A Transformagáo de Lorentz 

Vamos agora discutir urna importante consequéncia dos postulados de Einstein, a relaqáo geral entre as coordenadas do espaqo- 
tempo x, y, z q t de um evento em um referencial S e as coordenadas x\ y', z' e t' do mesmo evento em um referencial S' que 
esteja se movendo com velocidade uniforme em relaqáo a S. Para simplificar os cálculos, vamos considerar apenas o caso 
especial no qual as origens dos dois sistemas de coordenadas coincidem no instante t = t' = 0 e S r está se movendo em relaqáo a 
S com velocidade v ao longo do eixo x (ou x') e com os eixos j/e z' paralelos, respectivamente, aos eixos y e z (Figura 1-17). 
Como vimos, a transformaqáo clássica ou transformaqáo de Galileu é a Equaqáo 1-2, 

x' = x - vt y' = y z’ = Z t' = t 1-2 














que expressa os valores das coordenadas medidos por um observador em S' em termos dos valores medidos por um observador 
em S. A transformagáo inversa é 


x = x , + vf y=y z = z’ t = f 

que simplesmente reflete o fato de que o sinal da velocidade relativa dos referenciais é diferente para os dois observadores. A 
transformagáo clássica de velocidades é a Equagáo 1-2 e a transformagáo de aceleragóes, como vimos, é invariante para urna 
transformagáo de Galileu. (Deste ponto em diante, vamos ignorar as equagóes para os eixos jez, que sao / = y e z' = z na 
situagáo especial descrita no inicio desta segáo.) As Equagóes 1-2, 1-3 e 1-4 estáo de acordo com os resultados experimentáis 
para v « c. 

A essa altura, deve ser evidente para o leitor que a transformagáo clássica de velocidades náo é compatível com os 
postulados de Einstein da relatividade restrita. Se a luz se propaga ao longo do eixo x com velocidade c no referencial S , a 
velocidade no referencial S\ de acordo com a Equagáo 1-3, deveria ser u' x = c - v, e náo u! x = c. As equagóes da transformagáo 
de Galileu devem, portanto, ser modificadas para se tomarem compatíveis com os postulados de Einstein, mas de urna forma tal 
que se reduzam ás equagóes clássicas para v « c. Vamos mostrar em seguida urna das formas de obter a transformagáo correta, 
que recebe o nome de transformagáo de Lorentz em homenagem ao descobridor, H. A. Lorentz. 12 Suponhamos que a equagáo 
correta para x' seja da forma 


x* = y(x ~ vi) 1-11 

em que A é urna constante que pode depender de v e c, mas náo das coordenadas. Para que a Equagáo 1-11 se reduza ás 
equagóes clássicas, é preciso que y —> 1 quando v/c —> 0. A transformagáo inversa deve ser semelhante, a náo ser pelo sinal da 
velocidade: 


x = y(x ! + vi') 1-12 




FIGURA 1-17 Dois referenciais inerciais, S e S\ com o segundo se movendo com urna velocidade v no sentido positivo do eixo x do 
sistema S. Os sistemas de eixos podem ser considerados como os eixos coordenados de duas redes como a rede da Figura 1-13, com um 
relógio em cada vértice. Pouco antes do instante representado na figura, as origens O e O' coincidiam e as duas redes estavam 
superpostas. 


Se os eixos estiverem dispostos como na Figura 1-17, náo haverá movimento relativo entre os referenciais ñas diregóes y e z; 
portanto,;;' = y e z' = z. Por outro lado, a introdugáo do multiplicador y, de valor ainda desconhecido, modifica a transformagáo 
clássica dos tempos, t' = t. Para mostrar que isso é verdade, basta substituir x', dado pela Equagáo 1-11, na Equagáo 1-12 e 
explicitar t\ O resultado é o seguinte: 


i + 


(1 “ 7 2 ) A' 


1-13 


Suponha que urna lámpada seja acesa na origem de S em t = 0. Como estamos supondo que as origens coincidem em/ = / r = 
0, a lámpada também é acesa na origem de S' em f= 0. A luz se expande a partir das duas origens na forma de urna onda 
esférica. Do ponto de vista de um observador em S, a equagáo da frente de onda é 


x 2 + y 2 + z 2 — c 2 t 2 

enquanto, do ponto de vista de um observador em S\ é 

x r2 + y 2 + y 2 = c 2 t r2 


1-14 


1-15 


observe que as duas equagóes sáo compatíveis com o segundo postulado. Para que sejam também compatíveis com o primeiro, 
é preciso que a transformagáo relativística que estamos buscando transforme a Equagáo 1-14 na Equagáo 1-15, e vice-versa. 
Assim, por exemplo, substituindo as Equagóes 1-11 e 1-13 na Equagáo 1-15, devemos obter a Equagáo 1-14. Para isso, é 
necessário que 
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1-16 


V'-S ' 

na qual P = v/c. Note que y = 1 para v = 0 e y - oo para v = c. O cálculo de y é objeto do Exemplo 1-2. 


EXEMPLO 1-2 


_Cálculo da Constante y da Transformado de Lorentz Mostré que a constante y deve ser dada pela Equagáo 

1-16 para que a Equagáo 1-15 se transforme na Equagáo 1-14, como exige o primeiro postulado de Einstein. 


SOLUQÁO 

Substituindo as Equagoes 1-11 e 1-13 na Equagáo 1-15 e levando-se em conta que / = y e z' = z, temos: 


f{x - vt ) 2 + y 2 + z 2 = c 2 r 


i + 


J ~ Y x 


1-17 


De acordo com o primeiro postulado, a Equagáo 1-15 deve ser igual á Equagáo 1-14. Para isso, é preciso que o coeficiente do termo 
emx 2 da Equagáo 1-17 seja igual a 1, que o coeficiente do termo em t 2 seja igual ac 2 e que o coeficiente do termo em xt seja igual a 
0. Qualquer dessas condiipoes pode ser usada para determinar o valor de y; todas levam ao mesmo resultado. Usando, por exemplo, o 
coeficiente de x 2 na Equagáo 1-17, obtemos: 


que pode ser escrita na forma 
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Dividindo ambos os membros por 1 - y 2 e explicitando y, temos: 
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usando o valor de y calculado no Exemplo 1-2, podemos escrever a Equagáo 1-13 em urna forma mais simples. A 
transformagáo de Lorentz, completa, se toma: 


jc * = - vr) 



= y 


z = z 


e a transformagáo inversa: 


a- = y(x' + vt’) y = y' 



1-18 


1-19 


em que 


1 Vi - (3 2 


















EXEMPLO 1-3 


Transformagáo de Intervalos de Tempo A chegada de dois léptons p (múons) produzidos por raios 
cósmicos é registrada em um laboratorio, um no instante t a e na posigáo x a e outro no instante 4 e na posigáo x¡, do referencial do 
laboratorio, S na Figura 1-17. Qual é o intervalo de tempo entre os dois eventos no referencial S f , que se move com velocidade v em 
rela 9 áo ao referencial S? 


SOLUQÁO 

Usando a transformado de tempos dada pela Equagáo 1-18, temos: 



y p 

^ h T () 2 (^b -T a ) 

C“ 


1-20 


Podemos ver que o intervalo de tempo medido em S ' depende nao só do intervalo de tempo correspondente em S , mas também da 
distancia entre os relógios de S com os quais o intervalo foi medido. Esse resultado nao deve ser considerado surpreendente, já que, 
como vimos, os relógios de S estáo sincronizados do ponto de vista de um observador em S, mas nao do ponto de vista de um 
observador em outro referencial inercial. 


Caso Especial 1 

Quando os eventos ocorrem no mesmo local de S , isto é, quando x a = x¿,, a diferenga 4 - 4 , que no caso é o intervalo de tempo 
medido por um único relógio, é chamada de intervalo de tempo próprio. Observe que, como y > 1 para todos os referenciais inerciais 
em movimento em rela^áo a S, o intervalo de tempo próprio é o menor intervalo de tempo que pode ser medido para esses eventos. 

Caso Especial 2 

Existe algum referencial inercial para o qual os eventos descritos acima sejam simultáneos? Já que formulamos esta pergunta, o leitor 
deve ter suspeitado que a resposta seja afirmativa, e ele está certo. Os dois eventos seráo simultáneos em um referencial S" para o qual 
= ft ou seja, para o qual 


iUb - O = —(.Xk - -O 

Ü 


ou 


'4 1-21 

Observe que a relagáo (jc¿, - x a )/c é igual ao tempo que um raio luminoso leva para se propagar de x a a Podemos, portanto, 
definirá" como o referencial cuja velocidade em relagáo a S é a fragáo de c dada pelo intervalo de tempo entre os eventos dividido 
pelo tempo que a luz leva para se propagar de um até outro. (Note, também, que, para que c (4 - 4 ) > - x a , seria preciso que v > c, 

urna condigáo físicamente inaceitável, como será discutido na Se 9 áo 1-4.) 



Embora seja possível estudar a relatividade restrita sem usar a transforma 9 áo de Lorentz, esta transforma 9 áo tem urna 
aplica 9 áo muito importante: permite que as coordenadas no espaqo-tempo de eventos medidos com réguas e relógios no 

referencial de um observador sejam convertidas em coordenadas medidas com réguas e relógios no referencial de outro 

observador que esteja se movendo com velocidade constante em relaqáo ao primeiro. Como veremos na Seqáo 1-4, isso pode 
levar a resultados muito curiosos. 

Transformagáo Relativística de Velocidades 

A transformaqáo de velocidades na relatividade restrita pode ser obtida derivando a transformaqáo de Lorentz. Suponha que 
urna partícula esteja se movendo em S com urna velocidade u de componentes u x = dx/dt , u y = dy/dt e u z = dz/dt. Um observador 
em S' medirá as componentes u! x = dx’/dt\ u’ y = dy'ldt' e u' z — dz’/dt'. Usando as equaqóes da transformaqáo de Lorentz, temos: 

dx’ = y (dx — vdt) dy' = dy 

dr‘ = dz' = dz 


e, portanto, 




ou 


ÍÍl = 


iix' 7 (dx - vdt ) (dx/dt — v) 
dt' ( , vdx\ 


7 [di ~ 


v dx 
c 2 dt 


Mj. - V 


I - 


VCÍ. 
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se a velocidade da partícula tem componentes ñas diregóes y e z, nao é difícil mostrar que 

w T . u z 


Kv — 


vw t 


M, — 


7 1 - -7 



É importante notar que esta forma da transformagáo de velocidades é válida apenas para o caso especial em que os dois 
referenciais estáo relacionados como na Figura 1-17. Observe também que, para v « c, ou seja, para p = v/c ~ 0, a 
transformagáo relativística de velocidades se reduz á transformagáo clássica (Equagáo 1-3). A transformagáo de velocidades 
inversa é a seguinte: 


U 


x 
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EXEMPLO 1-4 


_| Velocidade Relativística dos Raios Cósmicos Suponha que dois prótons se aproximem da Terra vindo de 

diregóes opostas (Figura 1-18a). As velocidades dos prótons, medidas no referencial da Terra, sáo vi = 0,6c e V 2 = -0,8c. Qual é a 
velocidade da Terra medida no referencial de cada próton e qual a velocidade dos prótons um em relagáo ao outro? 


SOLUQÁO 

Considere os referenciais das partículas e o referencial da Terra como os referenciais inerciais S\ S" e S , respectivamente, com os 
eixos dos x alinhados (Figura 1-1 8b). Nesse caso, vi = u\ x = 0,6c e V 2 = u^ x = -0,8c. Assim, a velocidade da Terra medida em S f é v' Tx 
= -0,6c e a velocidade da Terra medida em S" é v" Tx = 0,8c. 

Para determinar a velocidade do próton 2 em relagáo ao próton 1, usamos a Equagáo 1-22 para calcular o valor de u 2 X , ou seja, a 
velocidade da partícula 2 em S'. Sabemos que a velocidade da partícula 2 em S é U 2 X = -0,8c e que o referencial S' está se movendo 
com urna velocidade vi = 0,6c em relagáo a S. Nesse caso, de acordo com a Equagáo 1-22, temos: 


, _ -0,8c - (0,6c) _ -i.4c 

I - (0,6c)(—0,8c)/c ¿ 1,48 

e, portanto, do ponto de vista do primeiro próton, o segundo está se aproximando (já que se move no sentido negativo do eixo x r ) com 
urna velocidade de 0,95c. 

Naturalmente, a medida do observador em S " deve ser compatível com a medida do observador em S\ ou seja, do ponto de vista 
do segundo próton, o primeiro deve estar se aproximando com urna velocidade de 0,95c. Podemos verificar que isso é verdade usando 
a Equagáo 1-22 para calcular u"\ x . 















0,6c - (-0,8c) 


U]x 1 - (Ü,6r)(-0,Sc)/c 2 


\Ac 

1,48 


= 0,95c 



FIGURA 1-18 (a) Dois prótons se aproximam da Terra vindo de diregoes opostas com velocidades v\ e V 2 em relagáo á Terra. ( b ) Associando 
referenciais inerciais á Terra e as duas partículas, podemos visualizar as velocidades relativas envolvidas e aplicar corretamente a transformagáo 
de velocidades. 


Exercícios 

5. A transformagáo de Lorentz para os eixos y ezé igual á transformagáo clássica: / =y e z' = z. Entretanto, a transformagáo 
relativística de velocidades, u' y = u y /y( 1 - vujc 2 ), u' z = ujy{\ - vujc 2 ), nao é igual á transformagáo clássica, u' y = u y , u' z = 
u z . Por qué? 

6. Como, no caso geral, as tres componentes da velocidade de urna partícula em movimento náo sáo iguais em diferentes 
referenciais inerciais, a diregáo do vetor velocidade também é diferente. Explique por que o fato de observadores em S e S' 
considerarem que a mesma partícula está se movendo em diregoes diferentes náo constituí urna incongruencia. 


Diagramas Espago-tempo 

A descoberta da física relativística de que os intervalos de tempo entre eventos náo sáo iguais para observadores em diferentes 
referenciais inerciais ressalta o caráter quadridimensional do espago-tempo. Com os diagramas que usamos até agora, é difícil 
representar em duas dimensóes eventos que ocorrem em instantes diferentes, já que cada diagrama equivale a urna “fotografía” 
do espago-tempo em um determinado instante. Para mostrar eventos que variam com o tempo, toma-se necessário recorrer a 
urna série de diagramas, como os que aparecem ñas Figuras 1-14, 1-15 e 1-16. Mesmo assim, a atengáo do leitor tende a ser 
atraída para os sistemas de coordenadas espaciáis e náo para os eventos , que sáo o que realmente importa. Esse problema é 
resolvido na relatividade restrita com o uso de um tipo especial de representagáo denominado diagrama espago-tempo. (Este é 
apenas um novo nome atribuido ás curvas de t em fungáo de v usadas para discutir o movimento nos cursos de física básica.) 
Nos diagramas espago-tempo, podemos representar as coordenadas especiáis e temporais de muitos eventos em um ou mais 
referenciais inerciais, embora com urna limitagáo. Como é possível representar apenas duas dimensóes no papel, temos que 
ignorar duas dimensóes espaciáis, normalmente as dimensóes y ez. Na verdade, da forma como definimos o movimento relativo 
entre S e S r (Figura 1-17), y- y e z - z, de modo que todas as mudangas importantes ocorrem ao longo do eixo dos v. (Esta é 
urna das razóes para nossa escolha; a outra é a simplicidade matemática.) Isso significa que, no momento, vamos limitar nossa 
atengáo ao tempo e a urna das coordenadas espaciáis, ou seja, a eventos que ocorrem em apenas urna dimensáo do espago. Caso 
seja necessário considerar as outras duas dimensóes, como acontece na transformagáo relativística de velocidades, podemos 
recorrer ás equagóes da transformagáo de Lorentz. 

Nos diagramas espago-tempo, as posigóes dos eventos sáo representadas em um eixo horizontal, denominado eixo x, e os 
instantes em que ocorrem os eventos sáo representados em um eixo vertical, denominado eixo ct. Em vez do arranjo 
tridimensional de réguas e relógios que aparece na Figura 1-13, usamos apenas os relógios localizados no eixo v (Figura 1-19). 
(Como o leitor pode ver, as coisas já comegam a ficar mais simples!) Como os eventos que exibem efeitos relativísticos quase 
sempre ocorrem em altas velocidades, é conveniente multiplicar a escala de tempos pela velocidade da luz (urna constante), o 
que permite usar a mesma escala e as mesmas unidades nos eixos espacial e temporal (metros de distáncia e metros percorridos 
pela luz, por exemplo). 13 É por isso que o eixo dos tempos é chamado de ct , onde c normalmente é a velocidade de luz em 
metros por segundo e t é o tempo em segundos. Como veremos, essa forma de representar os eventos distribuí melhor os pontos 
sobre o gráfico e facilita a introdugáo de outros referenciais inerciais na figura. 












Observe na Figura 1-19 que, com o passar do tempo, os relógios se movem verticalmente para cima ao longo das linhas 
tracejadas. Assim, quando os eventos A, B, C e D ocorrem no espago-tempo, existe sempre um relógio ñas proximidades do 
evento. Como os relógios do referencial estáo sincronizados, a diferenga entre as leituras dos relógios localizados ñas 
proximidades dos eventos corresponde ao intervalo de tempo próprio entre os eventos (veja o Exemplo 1-3). Na figura, os 
eventos A e D ocorrem no mesmo local (x = 2 m), embora em instantes diferentes. O intervalo de tempo entre esses eventos, 
medido pelo relógio 2, é um intervalo de tempo próprio, já que o relógio 2 está situado ñas proximidades dos dois eventos. Os 
eventos A e B ocorrem em locáis diferentes, mas ao mesmo tempo (isto é, simultáneamente) nesse referencial. O evento C 
ocorreu no passado, já que ct = -1 m para este evento. (Nesta discussáo, estamos considerando o instante em que as origens dos 
sistemas de coordenadas coincidem, ct = ct' = 0 , como o instante presente.) 


ct (m) 



FIGURA 1-19 Diagrama espago-tempo para um referencial inercial S. Duas das dimensóes espaciáis (y e z) foram suprimidas. A mesma 
unidade (o metro) é usada para o eixo espacial e o eixo temporal. Um metro de tempo corresponde ao tempo necessário para que a luz 
percorra um metro, ou seja, 3,3 x 10“ 9 s. 

Linhas do Universo no EspaQO-TempO O lugar geométrico das posigóes ocupadas por urna partícula no diagrama 
espago-tempo é denominado linha do universo da partícula. A linha do universo é a “trajetória” da partícula no gráfico de ct em 
fungáo de v. Considere, por exemplo, quatro partículas em movimento. A Figura 1-20 a mostra o conjunto de relógios 
sincronizados associados aos diferentes pontos do eixo dos x e as trajetórias no espago (nao no espago-tempo) das quatro 
partículas, todas partindo do ponto v = 0 e se movendo com velocidade constante durante um tempo ct = 3 m. A Figura l-20¿ 
mostra as linhas do universo das mesmas partículas no espago-tempo. Como a velocidade das partículas é constante, as linhas 
do universo tém inclinagáo constante (sao linhas retas), já que a inclinagáo de urna curva no diagrama espago-tempo é 
proporcional ao inverso da velocidade (inclinagáo = At/Ax = í/(Ax/At) = 1/velocidade). A mesma coisa acontece ñas curvas de t 
em fungáo de v dos cursos de física básica. Já naquela época, o leitor, sem saber, estava plotando trajetórias no espago-tempo e 
desenliando linhas do universo! Quando a velocidade da partícula está aumentando ou diminuindo, como acontece com as 
partículas 5 e 6, respectivamente, da Figura l-20c, as linhas do universo náo sáo retas. Assim, a linha do universo é o registro 
do percurso da partícula no espago-tempo, pois fornece a velocidade (1/inclinagáo) e a aceleragáo (1/taxa de variagáo da 
inclinagáo) da partícula a cada instante. 
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FIGURA 1-20 (a) As trajetórias no espado de quatro partículas com diferentes velocidades constantes. Observe que a velocidade da 
partícula 1 é zero e que a partícula 2 está se movendo no sentido negativo do eixo x. As linhas do universo das partículas sao linhas retas. 
(b) A linha do universo da partícula 1 coincide com o eixo ct, já que a partícula permanece em x = 0. As inclinagoes constantes sao urna 
consequéncia do fato de que as velocidades sao constantes. ( c ) No caso das partículas aceleradas 5 e 6 que nao aparecem em (a), as linhas 
do universo nao sao linhas retas; a velocidade instantánea pode ser calculada a partir da tangente em cada ponto. 


EXEMPLO 1-5 


Cálculo de Velocidades no Espado-Tempo Determine a velocidade u da partícula 3 da Figura 1-20. 


SOLUQÁO 

A velocidade é dada por u = Ax/A t. De acordo com a Figura 1-20, Ax = 1,5-0 = 1,5 me A (ct) = cAt = 3,0 m. Assim, A t = 3,0 ¡c 
3.0 (3.0 x 10 8 ) = 10“ 8 s qu = 1,5/10 8 s = 1,5 x 10 8 m/s. 


Quando calculamos a velocidade da partícula 4 usando o método do Exemplo 1-5, verificamos que é igual a c, a velocidade 
da luz (em outras palavras, a partícula 4 é um pulso luminoso). A inclinaqáo da sua linha do universo é A(cí)/Ax = 3/3 = 1. Da 
mesma forma, a inclinaqáo da linha do universo de um pulso luminoso que esteja se propagando no sentido negativo do eixo 
dos x é -1. Como será mostrado no próximo capítulo, de acordo com a teoría da relatividade restrita, nenhuma partícula pode se 
mover mais depressa que a luz. Isso significa que as inclinaqóes das linhas do universo de todas as partículas que passam pelo 
ponto x = 0 no instante t = 0 estáo limitadas ao triángulo sombreado maior da Figura 1-21. Os mesmos limites se aplicam a 
todos os pontos da linha do universo de urna partícula, como, por exemplo, o ponto A da linha do universo tortuosa da Figura 1- 
21. Assim, a linha do universo de urna partícula que se encontra no ponto A no instante ct = 2 m deve se manter no interior do 
triángulo sombreado menor da Figura 1-21 para tempos maiores que ct = 2 m. 

Análise de Eventos Usando Linhas do Universo É mais fácil analisar os eventos e movimentos em referenciais 
inerciais usando diagramas espaqo-tempo do que diagramas como os que aparecem ñas Figuras 1-15 a 1-18. Suponha que 
existam dois referenciais inerciais, S e S r , e que S r esteja se movendo com velocidade v no sentido positivo do eixo dos x, como 



































ñas figuras mencionadas. Os relógios dos dois sistemas comegam a funcionar emí=í' = 0(o presente) no momento em que as 
duas origens, i = 0e x - 0, coincidem; como antes, todos os relógios de cada sistema estáo sincronizados entre si. O diagrama 
espago-tempo para S é, naturalmente, semelhante ao da Figura 1-19, mas de que forma S' aparece no diagrama, ou seja, como é 
visto por um observador em S7 A linha do universo da origem de S’ é o eixo cf, já que o eixo cf é o lugar geométrico dos 
pontos para os quais x' = 0, assim como o eixo ct é o lugar geométrico dos pontos para os quais x = 0. A inclinagáo do eixo cf 
do ponto de vista de um observador em S pode ser determinada com o auxilio da Equagáo 1-18 (transformagáo de Lorentz): 
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FIGURA 1-21 O limite da velocidade da luz faz com que as inclinagoes das linhas do universo das partículas que passam por x = 0 no 
instante ct = 0 fiquem restritas á regiáo sombreada do diagrama espago-tempo, ou seja, aos valores entre -1 e +1. As retas tracejadas sao 
as linhas do universo de raios luminosos que se propagam nos dois sentidos do eixo x. A linha do universo tortuosa da partícula 
representada na figura tem os mesmos limites a cada instante. Observe que a velocidade da partícula é igual ao inverso da inclinagáo da 
linha do universo. 


x' = y(x - vt) = 0 para x' = 0 


ou 


x = vt = (v/c)(ct) = P ct 


e 


ct = (l/p)x 

o que significa que a inclinagáo (do ponto de vista de S) da linha do universo do eixo cf é 1/p (veja a Figura l-22a). 

Da mesma forma, o eixo x' pode ser determinado a partir do fato de que é lugar geométrico dos pontos para os quais cf = 0. 
A transformagáo de Lorentz mais urna vez pode ser usada para calcular a inclinagáo: 


ou 



= U 


vx v 

t = — e ct = -x = iíx 
c 2 c 

Assim, a inclinagáo do eixo x' do ponto de vista de um observador em S é p, como mostra a Figura 1-22 a. O leitor náo deve 
ficar surpreso com o fato de os eixos xex' náo serem paralelos na Figura 1-22. Os eixos sáo paralelos no espago , mas esse é um 
diagrama espago-tempo , que mostra o movimento tanto no espago como no tempo. O relógio em x' = 1 da Figura 1-226, por 
exemplo, passou pelo ponto x = 0 aproximadamente em ct = -1,5 m, pois o eixo x' está se movendo para cima e para a direita 
em relagáo a S. Náo se esquega de que, á medida que o tempo avanga, o conjunto de réguas e relógios sincronizados que 
constituí o eixo x também se move para cima, de modo que, por exemplo, para ct = 1, a origem de S' (x - 0, cf = 0) se moveu de 
urna distancia vt = ( v/c)ct = P ct para a direita ao longo do eixo x. 


Exercício 


7. Explique como seria o diagrama espago-tempo da Figura 1-226 para um observador em S r . 













(a) ct f (m) 




FIGURA 1 -22 Diagrama no espago-tempo do referencial S, mostrando um referencial S' que se move com velocidade v = 0,5c no sentido 
positivo do eixo x. O diagrama foi desenhado supondo que t = t' = 0 no instante em que as origens dos dois referenciais coincidiam. A reta 
tracejada mostra a linha do universo de um raio luminoso, no sentido positivo do eixo x, que passou pelo ponto x = 0 em t = 0. A 
inclinado é igual a 1 tanto em S como em S'. Os eixos x' e ct' tém inclinados 1/p = 2 e P = 0,5, respectivamente. ( a ) Calibrando os eixos 
de S' da forma descrita no texto, podemos desenhar a grade de coordenadas de S'. A interpretado tica mais fácil quando nos lembramos 
de que ( b) mostra o sistema S r como é observado no diagrama espago-tempo de S. 


EXEMPLO 1-6 


_Simultaneidade no Espago-Tempo Use o exemplo do trem (Figura 1-15) e um diagrama espago-tempo 

para mostrar que dois eventos simultáneos em um referencial nao sao simultáneos em um referencial que esteja em movimento em 
rela<do ao primeiro. (Este é o corolário da relatividade da simultaneidade que demonstramos na se<do anterior usando a Figura 1-15.) 


SOLUQÁO 

Suponha que um trem esteja passando pela plataforma de urna estagáo com velocidade v, e um observador C, no ponto médio da 






















plataforma (referencial S), anuncie que em t = 0 seráo emitidos pulsos luminosos nos pontos A e B, situados ñas extremidades da 
plataforma. Suponha que o trem (referencial S') seja um trem-foguete com urna velocidade v = 0,5 c. Como na discussáo anterior, 
vamos supor que os relógios em C e C sejam ajustados para 0 no momento em que C esteja passando por C. A Figura 1-23 mostra 
essa situagáo; ela é o diagrama espago-tempo correspondente á Figura 1-15. 

Dois eventos acontecem, os pulsos luminosos. Os pulsos luminosos sao simultáneos em S , já que ambos ocorrem em ct = 0. Em S\ 
porém, o evento em A ocorre em ct'(A') (veja a Figura 1-23), cerca de 1,2 unidade de ct antes de ct = 0, enquanto o evento em B 
ocorre em ct(B r ), cerca de 1,2 unidade de ct depois de ct = 0. Assim, os pulsos nao sao simultáneos em S' e A ocorre antes de B , 
como já havíamos visto na Figura 1-15. 



FIGURA 1-23 Figura equivalente á Figura 1-15, mostrando o diagrama espacio-tempo para o referencial S, em que a plataforma está em 
repouso. As medidas feitas por observadores em S f devem ser lidas nos eixos x' e ct. 

SEQÁO EXPLORATORIA 

Calibragáo dos Eixos do Espado-Tempo 

Calibrando os eixos do referencial S' de urna forma compatível com a transformagáo de Lorentz, podemos 1er as 
coordenadas de eventos e calcular intervalos entre eventos, tanto em S como em S\ diretamente no diagrama espacio-tempo, sem 
necessidade de usar as Equagoes 1-18 e 1-19. A calibragáo dos eixos do referencial S f pode ser executada da seguinte forma: O lugar 
geométrico, por exemplo, de um ponto estacionário no referencial S f em x' = 1 m, é urna reta paralela ao eixo ct passando pelo ponto 
x' = 1 m, ct = 0. Substituindo esses valores ñas Equagoes 1-18, vemos que a reta que passa por x' = 1 intercepta o eixo jc, isto é, o 
lugar geométrico dos pontos para os quais ct = 0, em 

jc' = y(x - vi) = y(x - (3cf) 

_ 1-24 

1 = yx ou x = í /y = V I — (3 : 

ou, no caso geral, em 

JC = JC'Vl - (i 2 

Na Figura 1-22 b, sendo |3 = 0,5, a reta x' = 1 m intercepta o eixo x em x = 0,866 m. Da mesma forma, para x' = 2 m, x = 1,73 m; 
para x' = 3 m, x = 2,60 m, e assim por diante. 

O eixo ct pode ser calibrado de maneira análoga. O lugar geométrico dos pontos para os quais ct = 1 m é urna reta paralela ao 
eixo x' passando pelo ponto ct =lm,x' = 0. Usando a transformagáo de Lorentz, é possível determinar a intersegáo dessa reta com o 
eixo ct (o lugar geométrico dos pontos para os quais x = 0) da seguinte forma: 


t = y {t - vx/c 2 ) 














que também pode ser escrito como 


cf = y(cí — (lx) 1-25 

ou ct' = jet para x = 0. Assim, para ct' = 1, temos 1 = jet ou ct = (1 - (t 2 ) 12 ou, no caso geral, ct = ct'( 1 - (3 2 ) 1/2 . O sistema de 
coordenadas ct' - x' aparece na Figura 1-22 b. 

Note, na Figura 1-22 b, que os relógios de S' nao estáo sincronizados do ponto de vista de um observador em S, embora estejam 
sincronizados do ponto de vista de um observador em S f . Essa é exatamente a conclusáo á qual chegamos quando discutimos o 
exemplo em que o trem e a plataforma eram atingidos por relámpagos. Além disso, os relógios situados no semieixo positivo x r estáo 
atrasados em relagáo ao relógio de referencia de S', e os relógios situados no semieixo negativo x\ atrasados em relagáo ao relógio de 
referencia; quanto mais distante o relógio, maior a diferencia. Essa é urna consequéncia direta da transformagáo de Lorentz dos 
tempos: quando ct = 0 na Equagáo 1-25, ct' = -ypx. Observe, também, que a inclinagáo da linha do universo de um raio luminoso é 
igual a 1 tanto em S como em S f , como exige o segundo postulado. 


1-4 A Dilatagáo dos Tempos e Contragáo das Distáncias 

Os resultados das medidas de intervalos de tempo e espago entre eventos nao dependem do tipo de equipamento usado ou do 
tipo de evento investigado. Estamos, portanto, livres para escolher os eventos e equipamentos que sejam mais apropriados para 
ilustrar a aplicagáo dos postulados de Einstein aos resultados de medigóes. Como vimos em exemplos anteriores, os eventos 
mais convenientes para o estudo da relatividade sao os que produzem pulsos luminosos. Um relógio conveniente é o relógio de 
luz , representado esquemáticamente na Figura 1-24. Urna fotocélula detecta o pulso luminoso e envia um pulso de tensáo a um 
osciloscópio, produzindo urna deflexáo vertical na tela do equipamento. O material fosforescente que reveste essa tela produz 
urna luz persistente que pode ser observada, fotografada ou registrada eletricamente. O intervalo de tempo entre dois pulsos 
luminosos pode ser determinado a partir da distancia entre pulsos na tela do osciloscópio e da velocidade de varredura. Relógios 
desse tipo, que podem ser fácilmente calibrados e comparados com outros relógios, sao frequentemente usados em 
experimentos de física nuclear. Mesmo que nao sejam desenhados como na Figura 1-24, os relógios usados em todas as 
explicagóes desta segáo podem ser imaginados como relógios de luz. 


q 

Detector 


□ 


J-2 


L 2 


q = 

2L 2 = ct 2 
At = t 2 - t, = 


2L 2 -L, 


c 


Espelho 


Sinal 


Entrada 

vertical 



Base 

de 

tempo 


FIGURA 1-24 Relógio de luz para medir intervalos de tempo. O tempo é medido observando a distancia entre os pulsos no osciloscópio, 
depois de calibrada a velocidade de varredura. 


Dilatagáo dos Tempos 

Considere um observador A r em repouso no referencial S\ a urna distancia D de um espelho também em repouso no mesmo 
referencial (Figura 1-25 a). O observador produz um pulso luminoso e mede o intervalo de tempo A f entre o momento em que o 
pulso é gerado e o momento em que detecta o pulso após este ser refletido no espelho. Como a luz viaja com velocidade c, esse 
intervalo é dado por A f = 2 D/c. 

Considere agora os mesmos dois eventos, a geragáo do pulso e a detecgáo do pulso refletido, do ponto de vista de um 
referencial S em relagáo ao qual o referencial S f esteja se movendo para a direita com velocidade v. No referencial S , os eventos 
ocorrem em dois locáis diferentes, x\ e x 2 , já que, entre os instantes em que o pulso original é gerado e o pulso refletido é 






































detectado, o observador A' se desloca horizontalmente de urna distancia vA t, na qual At é o intervalo entre os eventos no 
referencial S. Na Figura 1-256, um diagrama espacial, vemos que a distancia percorrida pela luz é maior em S do que em S'. 
Entretanto, de acordo com os postulados de Einstein, a luz se propaga com a mesma velocidade nos dois referenciais. Como a 
luz percorre urna distancia maior em S com a mesma velocidade, leva mais tempo para chegar ao espelho e voltar ao ponto de 
partida. O intervalo de tempo entre os dois pulsos em S é, portanto, maior que em S'. Podemos fácilmente calcular At em termos 
de At'. Aplicando o teorema de Pitágoras ao triángulo retángulo da Figura l-25c, temos: 
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ou 



FIGURA 1-25 (a) O observador A' e o espelho estáo em urna espagonave em repouso no referencial S f . O tempo que um pulso luminoso 
leva para chegar ao espelho e voltar é medido por A' como igual a 2 D/c. (b) No referencial S , a espagonave está se movendo para a direita 
com velocidade v. Se a velocidade da luz é a mesma nos dois referenciais, o tempo que ela leva para chegar ao espelho e voltar é maior 
que 2 D/c em S porque a distancia percorrida é maior que 2 D. ( c ) Triángulo retángulo usado para calcular o intervalo de tempo At no 
referencial S. 


Como 2 D/c = A t\ temos 

A/' 

At = — . = = yAt’ — yr 1-26 

Vi - v ! /c ! 

na qual x = At' é o intervalo de tempo próprio definido no Exemplo 1-3. A Equagáo 1-26 expressa a dilatagáo dos tempos , isto 
é, mostra que o observador em um referencial qualquer S sempre mede um intervalo de tempo maior (já que y > 1) que o 
intervalo medido por um observador no referencial em que os dois eventos ocorrem no mesmo local. Assim, o observador em S 
concluí que o relógio A’ em S' está atrasando, já que esse relógio mede um intervalo menor de tempo entre os dois eventos. 
Quanto maior a velocidade de S' em relagáo a S , maior o valor de y e maior o atraso dos relógios de S'. Assim, o observador em 
S tem a impressáo de que os tempos em S' estáo sendo dilatados. 

Atengáo! Para que At' seja o intervalo de tempo próprio x, é preciso que os dois eventos sejam medidos pelo mesmo relógio. 
Para compreender a razáo dessa ressalva, note que a Equagáo 1-26 pode ser obtida a partir da transformagáo de Lorentz inversa. 
Examinando novamente a Figura 1-25 e chamando de evento 1 a emissáo do pulso e de evento 2 a detecgáo do pulso refletido, 
temos: 


ou 


Aí = h- u= 7 t r 2 + 




At = y{t' 2 - t\) + - x\) 


At = 7 At' 



1-27 


Se os tempos t' 2 e t\ forem medidos pelo mesmo relógio, Ax’ = 0. Se os tempos forem medidos por relógios diferentes, Ax’ ± 0 e 





























o intervalo A t\ embora nao deixe de ser urna medida válida, nao é um intervalo de tempo próprio. Apenas um relógio situado no 
local do evento no momento em que esse ocorre pode registrar o tempo próprio. 


EXEMPLO 1-7 


Distáncia entre Eventos Dois eventos ocorrem no mesmo ponto x'o nos instantes t\ e t' 2 no referencial S\ 
que está se movendo com velocidade v em relagáo a S. Qual é a distáncia entre esses eventos no referencial S? 


SOLUQÁO 

1. A localizado dos eventos em S é dada pela transformado de Lorentz inversa, Equagáo 1-19: 

x = y(x' + vt') 

2. A distáncia entre os dois eventos, Ax = x 2 — x\, é, portanto, 

Ax = y(x' 0 + vf 2 ) ~ y(x'o + ví'i) 

3. Os termos yx'o e-yx o se cancelam: 


Ax = y v(f 2 - f 0 = yvA f 

4. Como A t' é o intervalo de tempo próprio x, temos, de acordo com a Equagáo 1-26: 

Ax = vyx = vA t 

5. Usando a situa 9 áo da Figura 1-26, (3 = 0,5 e y = 1,15, como exemplo numérico, temos: 


¿r = y-Mcf) = (1,15)(0,5)(2) = 1,15 m 


ct (m) ct‘ (m) 



FIGURA 1-26 Diagrama do espato-teñípo ilustrando a dilatatao dos tempos. A linha tracejada é a linha do universo de um pulso 
luminoso emitido no ponto x' = 0e refletido de volta para esse ponto por um espelho situado no ponto x' = I m. (3 = 0,5. 




EXEMPLO 1-8 


A Elefanta Grávida 14 Os elefantes tém um tempo de gestado de 21 meses. Suponha que urna elefanta recém- 
fecundada seja colocada a bordo de urna espagonave e enviada para o espacio a urna velocidade v = 0,75c. Se houver um microfone na 
espagonave acoplado a um transmissor de rádio, quanto tempo a base levará para ouvir o primeiro barrido do filhote recém-nascido? 


SOLUQÁO 

1. Em S\ o referencial da elefanta, o intervalo de tempo entre o lan 9 amento da espa 9 onave e o nascimento do filhote é x = 21 meses. 
Em S, o referencial da Terra, o intervalo de tempo é Aq, dado pela Equa 9 áo 1-26: 


ir, = 


vi - p' T 


—=(21 meses) 
V1 - (0,75) 2 


= 31,7 meses 


2. Urna vez transcorrido o tempo Aq, o sinal de rádio que anuncia o feliz evento come 9 a a viajar para a Terra com velocidade c, mas 











qual é a distancia que o sinal tem de percorrer? De acordo com a equagáo que aparece no item 4 do Exemplo 1-7, o 
deslocamento Ax da espagonave no referencial S é dado por 


Ajc = 71 T = "y|JcT 

= (l t 5l){0,75)(2L c- meses) 

= 23,8c 4 meses 

em que 1 mes-luz é a distancia percorrida pela luz em um mes. 

3. Observe que nao há necessidade de converter Ax em metros, já que estamos interessados apenas no tempo que o sinal de rádio leva 
para percorrer essa distancia em S. O tempo é dado por 

A = Ax/c 

= 23 ,8c • meses/c 

= 23,8 meses 

4. Assim, tomando como referencia o instante do langamento, a noticia chega á Terra após um intervalo de tempo 

A t = Ar, + At z 
= 31,7 -h 23,8 
= 55,5 meses 

Observagáo: Este resultado também pode ser obtido com o auxilio de um diagrama espado-tempo. A Figura 1-27 mostra o 
aspecto geral do diagrama espago-tempo para este exemplo, com as linhas do universo da elefanta e do sinal de rádio. 


Ct 



FIGURA 1-27 Diagrama do espago-tempo para o Exemplo 1-8. P = 0,75. A reta mais clara é a linha do universo da elefanta grávida. A 
linha do universo do sinal de rádio é a reta tracejada a 45° na extremidade superior esquerda do gráfico. 

Exercício 

8. Um homem está parado em urna esquina e um amigo passa de automóvel. Os dois observara, em seus respectivos relógios, o 
instante em que o carro passou por duas placas de tránsito e determinam assim o intervalo entre os dois eventos. Qual dos 
dois mediu o intervalo de tempo próprio? 


A dilatagáo dos tempos expressa pela Equagáo 1-26 é fácil de se constatar em um diagrama espago-tempo como o da Figura 
1-26. Suponha que um pulso luminoso seja produzido em x r = 0 no instante cf = 0 em que as origens dos referenciais S e S' 
coincidem. O pulso se propaga até x f = 1 m, é refletido em um espelho e volta ao ponto x f = 0. Suponha que P = 0,5. A linha 
tracejada mostra a linha do universo do raio luminoso, que é refletido em (x r =lm, ct'= 1 m) e volta a x r = 0 em ct' = 2 m. Note 
que, para o observador em S , o pulso volta a x r = 0 em um tempo ct > 2 m. Isso significa que, do ponto de vista do observador 
em S , o relógio de S' está atrasando. 

A dilatagáo dos tempos foi verificada experimentalmente pelos cientistas com o auxilio de relógios de alta precisáo. Em 
1975, C. O. Alley realizou um teste de relatividade restrita e geral no qual relógios atómicos foram colocados a bordo de um 
aviáo de patrulha antissubmarino da Marinha Americana. O aviáo repetiu várias vezes o mesmo trajeto durante 15 horas, 
voando a urna altitude de 8.000 a 10.000 m na regiáo da Baía de Chesapeake. Os relógios do aviáo foram comparados com 
relógios em térra através de pulsos de láser. (A Figura 1-13 mostra urna das formas de fazer essa comparagáo.) Como o objetivo 





principal do experimento era testar o efeito da gravidade sobre os relógios (veja a Segáo 2-5), a aeronave manteve 
deliberadamente a velocidade moderada de 270 nós (140 m/s) = 4,7 x 10“ 7 c para reduzir o efeito da dilatagáo dos tempos 
causado pela diferenga de velocidade entre os referenciais. Mesmo assim, depois de descontado o efeito da gravidade previsto 
pela relatividade geral, os relógios do aviáo perderam em média 5,6 x 10 -9 s durante o voo de 15 horas. Este resultado está de 
acordo com a previsáo da relatividade restrita, 5,7 x 10“ 9 s, dentro de urna margem de erro de apenas 2%, mesmo a essa 
velocidade relativamente baixa. Mais recentemente, em 2010, J. C.-W. Chou e colaboradores do National Institute of 
Technology (NIST) usaram relógios óticos de precisáo para detectar urna pequeña dilatagáo do tempo a urna velocidade de 
apenas 10 m/s, a velocidade de um corredor de 100 metros rasos. Os resultados experimentáis nao deixam margem a dúvidas; 
todo relógio em movimento se atrasa em relagáo a um relógio estacionário. 

Contragáo das Distáncias 

Um fenómeno intimamente associado á dilatagáo dos tempos é o da contragáo das distáncias. O comprimento de um objeto no 
referencial em que o objeto está em repouso é conhecido como o mesmo comprimento próprio e representado pelo símbolo L p . 
Em um referencial no qual o objeto está se movendo, o comprimento na diregáo do movimento é sempre menor que o 
comprimento próprio. Considere urna barra em repouso no referencial S' com urna das extremidades em x f 2 e a outra em x\ 
(Figura 1-28). O comprimento da barra nesse referencial é o comprimento próprio L p = x ' 2 ~ x\. No referencial S , a barra está se 
movendo para a direita com velocidade v, a velocidade do referencial S r em relagáo a S. O comprimento da barra no referencial 
S é definido como L=x 2 ~x i, em que x 2 é a posigáo de urna das extremidades em um certo instante t 2 e x\ é a posigáo da outra 
extremidade no mesmo instante t\ = t 2 , ambos os tempos sendo medidos no referencial S. Observe que, como S' está se movendo 
em relagáo a S , t' 2 náo é igual a t\. A Equagáo 1-18 é conveniente para calcular x 2 - X\ em um dado instante t porque relaciona 
x, x' e t , enquanto a Equagáo 1-19 náo é conveniente, já que relaciona x, x' e t r : 



FIGURA 1 -28 Urna barra está em repouso no referencial S\ entre os pontos x' 2 = 2 m e x\ = 1 m. O referencial S' está se movendo com p 
= 0,79 em relagáo ao referencial S. Como a barra está em movimento no referencial S, um observador em repouso no referencial S deve 
medir simultáneamente as posigóes das duas extremidades da barra, x 2 eij, para conhecer o seu comprimento. Como se pode ver na 
figura, L é necessariamente menor que L p . Medindo as distáncias na figura com urna régua, obtemos L/L p = 0,61 = 1/y. 

V = y(x 2 - ví 2 ) e x\ = y(x¡ - W,) 

Como t 2 = t\, temos: 

V - *í = y(x 2 ~ *i) 

J- - 

- -¥j = ^(a'Í - x\) = y J - - x\ ) 

ou 

I I V 2 

¿ = ^ = V'-p^ i - 28 

Assim, o comprimento de urna barra é menor quando ela é medida em um referencial no qual está em movimento. Antes que 












o artigo de Einstein a respeito da relatividade restrita fosse publicado, Lorentz e FitzGerald haviam mostrado 
independentemente que o resultado nulo do experimento de Michelson-Morley podia ser explicado supondo que as distancias 
na diregáo do movimento do interferómetro sofriam urna contragáo dada pela Equagáo 1-28. Por esse motivo, a contragáo das 
distancias também é conhecida como contragáo de Lorentz-FitzGerald. 


EXEMPLO 1-9 


_| Velocidade de lima Régua Urna régua com 1 m de comprimento próprio se move paralelamente a sua maior 

dimensáo com urna velocidade v em relagáo a um observador. O comprimento medido pelo observador é 0,914 m. Determine o valor 
de v. 

SOLUQÁO 

1. A relagáo entre o comprimento da régua em um referencial qualquer e o comprimento próprio é dada pela Equagáo 1-28: 


L — — 
7 

2. Explicitando y, temos: 


7 - 


3. Substituindo L p e L por seus valores, temos: 


I m 


7 = 


0 f 9l4m v i - v 2 /? 


4. Explicitando v, temos: 


Vi - v 2 /c 2 = 0,914 

1 - v 2 /c 2 = (0,914)- = 0,835 
v 2 /c 2 = 1 - 0,835 = 0,165 
v 2 = 0,165c 2 
v = 0,406c 


É importante observar que a contragáo relativística das distancias ocorre apenas na diregáo do movimento relativo dos 
referenciais. Em particular, os observadores nos referenciais S e S' medem os mesmos comprimentos ñas diregóes y e/ezez', 
perpendiculares á diregáo do movimento relativo. Urna das consequéncias desse fato é que os objetos bidimensionais e 
tridimensionais tém formas diferentes em diferentes referenciais (veja o Exemplo 1-10 e as Figuras 1-29 e 1-30). 


EXEMPLO 1-10 


_| A Forma de um Quadrado em Movimento Considere um quadrado no plano x'y' de S r com um dos lados 

fazendo um ángulo de 30° com o eixo x' (Figura 1-30 a). Se S ' está se movendo com p = 0,5 em relagáo a S , qual a forma e qual a 
orientagáo da figura em SI 


SOLUQÁO 

Para o observador em S, as componentes x dos lados do quadrado sáo divididas por y. Assim, os lados do quadrado em S sáo dados 
por 


A = [eos 2 30 + sen 2 30 ¡r^A 1 = 0,9684' 
B = [sen 2 30 + eos 2 30/rl l/2 B' = 0,901 B' 


Como a figura é um quadrado em S\ A' = B'. Além disso, os ángulos entre B e o eixo x e entre A e o eixo x sáo, respectivamente, 









- 33,7° 


ü = 


<í> = 


= lan 1 

¿3'sen 30 

= tan 1 

sen 30 

tf'cos 3 0 / 7 . 

_ Aos 30. 

= tan -1 

4'eos 30 

= tan -1 

eos 30 

. A’ sen30/7. 

f sen 30 . 


= 63.4° 


Assim, do ponto de vista de S, o ángulo intemo do vértice 1 nao é 90°, e sim 180° - (63,4° + 33,7°) = 82,9°. A figura, portanto, 
nao é um quadrado, mas um paralelogramo cujos lados mais curtos fazem um ángulo de 33,7° com o eixo x. A forma e a orienta?ao 
da figura no referencial S aparecem na Figura 1-306. 


(a) (b) 



FIGURA 1-29 A aparéncia de um objeto que se move rápidamente depende tanto da contragáo das distancias na diregáo do movimento 
como do instante em que a luz observada deixou o objeto. ( a ) O conjunto de relógios e barras que representa S', visto por um observador 
em S com p = 0. ( b ) Quando S f se aproxima do observador em S com p = 0,9, a distorgáo das barras se toma evidente. Isso é o que um 
observador a bordo de um próton dos raios cósmicos poderia ver ao passar pela rede cristalina de um cristal cúbico de faces centradas 
como o NaCl. [P.-K. Hsiung, R. Dunn e C. Cox. Cortesia de C. Cox, Adobe Systems, Inc., San José, CA.] 

(a) (b) 




FIGURA 1-30 A contrajo das distancias distorce a forma e a orientagáo de objetos bidimensionais e tridimensionais. Para o observador 
em S, urna figura que era um quadrado em S ( a ) se transforma em um paralelogramo com urna orientagáo diferente ( b ). 


Decaimento dos Múons 

Um exemplo interessante da dilataqao dos tempos e da contraqao das distancias está relacionado aos múons que se formam na 













































atmosfera a partir dos raios cósmicos. Os múons decaem de acordo com a lei estatística da radioatividade: 

N(t) = 1-29 

em que iVoéo número de múons no instante t = 0, N(t) é o número de múons no instante ¿eré o tempo médio de vida (um 
intervalo de tempo próprio), que, no caso dos múons, é aproximadamente 2 ps. Como os múons sao criados (a partir do 
decaimento de píons) na parte superior da atmosfera, milhares de quilómetros acima do nivel do mar, muito poucos múons 
deveriam chegar ao nivel do mar. Um múon típico, com urna velocidade de 0,998c, percorreria apenas 600 m em 2 ps. Acontece 
que o efeito de dilatagáo dos tempos (Equagáo 1-26) faz com que o tempo de vida dos múons no referencial da Terra seja 
multiplicado pelo fator 1/(1 - v 2 /c 2 ) 172 , que é igual a 15 para esta velocidade em particular. O tempo médio de vida no 
referencial da Terra é, portanto, 30 ps, e um múon com urna velocidade de 0,998c percorre urna distancia de cerca de 9.000 m 
nesse tempo. Do ponto de vista do múon, ele leva apenas 2 ps para se desintegrar, mas a atmosfera está passando com urna 
velocidade de 0,998c, o que faz com que a distancia de 9.000 m no referencial da Terra se contraía para apenas 600 m no 
referencial do múon, como mostra a Figura 1-31. 

É fácil distinguir experimentalmente as previsóes clássica e relativística quanto ao número de múons presentes ao nivel do 
mar. Suponha que, durante um certo intervalo de tempo, sejam detectados 10 8 múons a urna altitude de 9.000 m. Quantos 
múons deveriam ser detectados no mesmo intervalo de tempo ao nivel do mar? De acordo com a previsáo nao relativística, o 
tempo que os múons levam para percorrer 9.000 m é 9.000/0,998c ~ 30 ps, ou seja, 15 tempos de vida. Fazendo N 0 = 10 8 e t = 
15 x na Equagao 1-29, obtemos 


N= 10 8 c -15 = 30,6 

A expectativa, portanto, é de que apenas 31 dos 100 milhóes de múons origináis consigam chegar ao nivel do mar. 

De acordo com a previsáo relativística, a Terra deve percorrer apenas a distancia contraída de 600 m no referencial do múon. 
O tempo necessário para que isso ocorra é apenas 2 ps = 1 x. Assim, o número esperado de múons ao nivel do mar é 
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FIGURA 1-31 Embora os múons sejam criados a urna grande distancia da superficie terrestre e o tempo médio de vida seja apenas 2 ps 
para a partícula em repouso, muitos múons sao observados na superficie da Terra, (a) No referencial da Terra, um múon típico, com 
velocidade de 0,998c, tem um tempo médio de vida de 30 ps, o suficiente para percorrer urna distancia de 9.000 m. ( b ) No referencial do 
múon, a distancia percorrida pela Terra durante o tempo médio de vida de 2 ps é apenas 600 m. (c) L é praticamente igual a L p para v < 
0,1c; entretanto, L—> 0 quando v —► c. 


N= 10 8 c _1 = 3,68 x 10 7 


De acordo com a previsáo relativística, portanto, devemos detectar 36,8 milhoes de múons no mesmo intervalo de tempo. 
Experimentos desse tipo confirmaran! as previsóes relativísticas. 







O Intervalo no Espago-Tempo 

Os efeitos de dilatagáo dos tempos e contragáo das distancias mostram que os intervalos de tempo e as distancias (intervalos de 
espago), grandezas que sao absolutas, ou invariantes, quando submetidas á transformagáo clássica ou de Galileu, nao sao 
invariantes na relatividade restrita. A transformagáo de Lorentz e a relatividade da simultaneidade fazem com que os intervalos 
de tempo e as distancias tenham valores diferentes para observadores situados em diferentes referenciais inerciais. Surge 
naturalmente a pergunta: Será que existe alguma grandeza associada as coordenadas de espago e de tempo que seja invariante 
em relagáo á transformagáo de Lorentz? A resposta é afirmativa; na verdade, já lidamos com um caso especial dessa grandeza 
invariante quando obtivemos pela primeira vez a forma correta da transformagáo de Lorentz. Ela é chamada de intervalo no 
espago-tempo ou simplesmente intervalo e representada pelo símbolo As. Seu valor é dado por 


(Asf = (cAff - [A*- 2 H- Ay 2 + Azr] 1-30 


Experimentos com múons que se movem com velocidades próximas da velocidade da luz sao executados em muitos 
laboratorios, apesar do tempo médio de vida relativamente curto dessas partículas. A dilatagáo dos tempos faz com 
que o tempo médio de vida dos múons seja muito maior no referencial do laboratorio, o que proporciona aos cientistas 
tempo suficiente para executar esses experimentos. 

ou, particularizando para sistemas com apenas urna dimensáo espacial, 

(As) 2 = (cAtf — (Ar) 1-31 

As Equagóes 1-30 e 1-31 podem ser interpretadas da seguinte forma: 

[intervalo] 2 = [distáncia no tempo] 2 - [distáncia no espago] 2 

O intervalo As é a única das grandezas mensuráveis que descrevem pares de eventos no espago-tempo para a qual qualquer 
observador localizado em um referencial inercial obtém o mesmo valor numérico. A presenga do sinal negativo ñas Equagóes 1- 
30 e 1-31 significa que o valor de (As) 2 pode ser positivo, negativo ou nulo, dependendo dos valores relativos dos intervalos de 
tempo e espago. Com o sinal de (As) 2 , a natureza nos informa a respeito da relagáo causal entre dois eventos. Observe que, se 
urna das tres possibilidades ocorre para um observador, acontece para todos os observadores, já que As é invariante. Dizemos 
que o intervalo é do tipo temporal quando o intervalo de tempo é maior que o intervalo de espago, e do tipo espacial quando o 
intervalo de espago é maior que o intervalo de tempo. Quando os dois intervalos sáo iguais, As = 0 e o intervalo é do tipo 
luminoso. 

Intervalo do Tipo Temporal Considere urna partícula material 15 ou mesmo um objeto, como a elefanta da Figura 1-27, 
que esteja se movendo no referencial S. Como jamais foi observada urna partícula material que se movesse com urna velocidade 
maior do que a da luz, as partículas sempre percorrem menos de 1 m no tempo que a luz leva para percorrer 1 m. No Exemplo 
1-8, por exemplo, o intervalo de tempo entre o langamento da espagonave e o nascimento do elefantinho foi 31,7 meses no 
referencial S, e, durante esse tempo, a elefanta percorreu urna distáncia de 23,8 mesesluz. De acordo com a Equagáo 1-31, 
temos: (As) 2 = (cAt) 2 - (Ax) 2 = (31,7c) 2 - (23,8c) 2 = (21,0) 2 , e o intervalo em S é, portanto, As = 21,0 meses-luz. Como o 
intervalo de tempo é maior que o intervalo de espago, As é um intervalo do tipo temporal; na verdade, as linhas do universo de 
todas as partículas materiais sáo do tipo temporal. Essas linhas do universo estáo todas na regiáo sombreada do diagrama 
espago-tempo da Figura 1-21. Observe que em S\ o referencial da elefanta, a distáncia no espago entre o langamento e o 
nascimento é nula e cÁt é igual a 21,0 meses. Assim, o intervalo As também é igual a 21,0 meses-luz no referencial S r . É isso 
que queremos dizer quando afirmamos que o intervalo é invariante: quando dois observadores, um em S e outro em S\ calculam 
o intervalo entre dois eventos no espago-tempo e obtém o mesmo valor numérico. 

O intervalo de tempo próprio x entre dois eventos pode ser determinado a partir da Equagáo 1-31 usando medidas de tempos 
e distáncias executadas em qualquer referencial inercial e já que a equagáo pode ser escrita na forma 

V(Aí) ¡ - (Aj r/c) 2 

Como A t = t para Ax = 0, isto é, se o intervalo de tempo é medido em sistema que se move de tal forma que o mesmo 
relógio está presente nos locáis dos dois eventos, temos: 

>/ (Aí)‘ — ( &xfc) ¿ = Vt j — 0 = t = 


1-32 





Note que a Equagáo 1-32 fomece o tempo próprio correto, x = 21,0 meses, no exemplo da elefanta. 


Intervalo do Tipo Espacial Quando dois eventos sao separados no espago por urna distancia cujo quadrado é maior que 
(cAt) 2 , dizemos que o intervalo As é do tipo espacial. Neste caso, é conveniente escrever a Equagáo 1-31 na forma: 

(A sf = (Axf - (c&t) 2 1-33 

para que, como no caso dos intervalos do tipo temporal, o valor de (As) 2 seja positivo. 16 Os eventos do tipo espacial ocorrem em 
pontos suficientemente próximos no tempo e afastados no espago para que nenhum relógio possa estar presente nos locáis dos 
dois eventos. Suponha, por exemplo, que dois observadores no referencial da Terra, S, um em Sao Francisco e outro em 
Londres, produzam simultáneamente um pulso luminoso, de modo que cAt = 0 em S e Av = 1,08 x 10 7 m. Para qualquer outro 
referencial inercial, (cAt) 2 > 0 e, portanto, de acordo com a Equagáo 1-33, (Av) 2 deve ser maior que (1,08 x 10 7 ) 2 para que As 
seja invariante. Em outras palavras, 1,08 x 10 7 m é o menor intervalo espacial possível entre os dois eventos; em consequéncia, 
náo é possível encontrar um referencial suficientemente veloz para que um relógio esteja presente nos dois eventos (ou seja, um 
referencial no qual Av = 0). Para isso, seria necessária urna velocidade maior do que c (no caso, urna velocidade infinita). 
Observe que, quando dois eventos ocorrem simultáneamente no mesmo referencial, a distáncia entre eles é Av ** As = L p , a 
distáncia própria. Assim como no caso do tempo próprio x, a distáncia própria entre dois eventos pode ser determinada usando 
medidas de tempo e distáncia executadas em qualquer referencial inercial. 

Intervalo do Tipo Luminoso (ou Nulo) A relagáo entre dois eventos é do tipo luminoso se As = 0 na Equagáo 1-31. 
Nesse caso: 


cAt=Ax 1-34 

e um pulso luminoso que deixa o local do primeiro evento no instante em que este ocorre chega ao local do segundo evento no 
instante em que este ocorre. 

Náo existe nada parecido com o intervalo do tipo luminoso em nossa experiencia diária, pois estamos acostumados a viver 
em um espago aproximadamente euclidiano. Nesse tipo de espago, para que a distáncia entre dois pontos seja nula, é preciso 
que possuam as mesmas coordenadas espaciáis. No espago-tempo, porém, o intervalo entre dois eventos pode ser nulo, mesmo 
que as diferengas entre as coordenadas espaciáis e temporais dos dois eventos sejam consideráveis. Observe, também, que se o 
intervalo entre dois eventos é do tipo luminoso, o intervalo de tempo próprio e a distáncia própria sáo nulos, já que As = 0. 

A linha do universo das entidades que se movem com a velocidade de luz 17 é do tipo luminoso. Como vimos anteriormente 
(Figura 1-22), a linha do universo de um raio luminoso é a bissetriz dos eixos cíqx do diagrama espago-tempo. Os intervalos do 
tipo temporal estáo na regiáo sombreada da Figura 1-32 e tém em comum o fato de que sua ordem no tempo é a mesma para 
qualquer observador localizado em um sistema inercial. Os eventos A e B da Figura 1-32 formam um par desse tipo. Os 
observadores em S e S' estáo de acordo quanto ao fato de que A ocorre antes de B , embora, naturalmente, obtenham valores 
diferentes para os intervalos de tempo e de espago. Os intervalos de tempo entre dois eventos causáis, que dependem um do 
outro ou afetam um ao outro de alguma forma, como o intervalo entre o nascimento de urna pessoa e o do seu filho, sáo sempre 
do tipo temporal. Por outro lado, a ordem no tempo de eventos separados por um intervalo do tipo espacial, como os eventos A 
e C da Figura 1-32, depende do referencial considerado. Como se pode ver na figura, A ocorre antes de C em S, mas C ocorre 
antes de A em S r . Assim, a ordem de pares de eventos é absoluta na parte sombreada da figura, mas relativa na parte náo 
sombreada. 
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FIGURA 1 -32 No caso de pares caracterizados por intervalos do tipo temporal, como os pontos A e 2?, a ordem dos eventos no tempo é a 
mesma para todos os observadores inerciais. Os eventos na regiáo sombreada superior estáo no futuro de A; os eventos na regiáo 
sombreada inferior estáo no passado de A. Os pares de eventos cujos intervalos sao do tipo espacial, como A e C, podem ocorrer em 
ordens diferentes, dependendo do referencial. Assim, C ocorre depois de A em S , mas antes de A em S f . 


Exercício 

9. Em 1987 chegou á Terra a luz resultante da explosáo de urna estrela (urna superno va) na Grande Nuvem de Magalháes, urna 
pequeña galáxia satélite da Via Láctea situada a cerca de 170.000 anos-luz de distancia da Terra. Dé exemplos de eventos 
que estejam separados da explosáo de estrela por um intervalo do tipo (a) espacial; ( b ) luminoso; (c) temporal. 




EXEMPLO 1-11 


_Classificaqáo de Intervalos no Espago-Tempo A Figura 1-33 é um diagrama espacio-tempo que mostra 

tres eventos, a emissáo de luz por parte de tres átomos diferentes. 

1. Determine a natureza dos intervalos entre os tres pares possíveis de eventos. 

2. Em algum ou alguns dos pares de eventos um deles poderia ter sido causado pelo outro? 



x(m) 


FIGURA 1-33 Diagrama espado-tempo de tres eventos cuja separagáo é discutida no Exemplo 1-11. 

SOLUQÁO 

1. As coordenadas dos tres eventos no espado-tempo sáo as seguintes: 
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e para os tres pares possíveis, le 2, 2 e 3 e 1 e 3, temos: 


par 

cAí 

Ax 

(cAf) 2 

(Ax) 2 


1 & 2 

5-2 

9-1 

9 

64 

espacial 

2 & 3 

8-5 

6-9 

9 

9 

luminoso 

1 & 3 

8-2 

6-1 

36 

25 

temporal 


2. Sim, o evento 3 poderia ter sido causado pelo evento 1, já que 3 está no futuro absoluto de 1, ou pelo evento 2, já que o intervalo 
entre 2 e 3 é nulo. 


1-5 O Efeito Doppler 

No caso das ondas sonoras, a variaqáo de frequéncia com a velocidade (efeito Doppler) depende de se é a fonte ou o observador 
que está se movendo com essa velocidade. Tal distinqáo é possível porque existe um meio (o ar) em relaqáo ao qual podemos 
medir os movimentos da fonte e do observador. No caso da luz e outras ondas eletromagnéticas, porém, que podem se propagar 
no espaqo vazio, essa distinqáo nao existe. Isso significa que a expressáo clássica usada para calcular o efeito Doppler nao pode 
estar correta no caso da luz. Vamos agora determinar a expressáo correta do efeito Doppler para a luz. 

Considere urna fonte luminosa que esteja se movendo em direqáo a um observador A com velocidade v (Figura 1-34 a). A 
fonte está emitindo urna série de ondas em direqáo aos observadores A qB enquanto se aproxima de A e se afasta de B. A Figura 
1-346 mostra o diagrama espaqo-tempo do sistema em S , o referencial no qual A e B estáo em repouso. A fonte está localizada 
emi' = 0 (o eixo V nao aparece na figura) e, naturalmente, sua linha do universo é o eixo ct f . Suponha que a fonte emita urna 
série de N ondas eletromagnéticas ñas duas direqóes a partir do instante em que as origens de S e S' coincidem. Considere 
primeiro a série de ondas emitidas em direqáo a A. Durante o intervalo de tempo A t no qual a fonte emite N ondas, a primeira 
onda a ser emitida percorre urna distancia cAt e a fonte percorre urna distancia vA t em S. Do ponto de vista do observador em A, 
as N ondas ocupam urna extensáo cAt - vAt e, portanto, o comprimento de onda X é dado por 
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FIGURA 1-34 No caso da luz, como no do som, o efeito Doppler é causado pelo movimento relativo entre a fonte e o receptor; 
entretanto, o fato de que a velocidade da luz nao depende do movimento faz com que as expressoes do desvio de frequéncia sejam 
diferentes nos dois casos, (a) Urna fonte se aproxima do observador A e se afasta do observador B. O diagrama espago-tempo para o 
referencial S , no qual A e B estáo em repouso e a fonte se move com velocidade v, ilustra as duas situagoes. ( b ) A fonte situada em x' = 0 
(o eixo x' foi omitido) se move ao longo de sua linha do universo, o eixo ct'. As N ondas emitidas em diregáo a A no intervalo de tempo A t 
ocupam a regiáo Ax = cAt - vA t, enquanto as que se dirigem a B ocupam a regiáo Ax = cAt + vAt. Em tres dimensoes, o observador em S 
pode ver a luz emitida fazendo um ángulo 0 em relagáo ao eixo x (c). Nesse caso, é observado o chamado efeito Doppler transversal. ( d) 
Método usado por Kündig para medir o efeito Doppler transversal. 


k = 


cAi — vAt 


N 


e a frequéncia/= c/X é dada por 


_ c_ _ cív i y 

f ~ k ~ (c - v)At ~ I - p ií 

A frequéncia da fonte em S\ denominada frequéncia própria , é dada por f 0 = c!V = N/Af, na qual A t' é medido em S\ o 
referencial no qual a fonte se encontra em repouso. O intervalo de tempo A f é o tempo próprio, já que as ondas luminosas, em 

particular a primeira e a enésima, sao todas emitidas em x' = 0; assim, Ax' = 0 entre a primeira e a enésima onda em S \ A 

relaqáo entre A t e A f é dada pela equaqáo de dilataqáo dos tempos, Equaqáo 1-26: A t = yA ?. Assim, a frequéncia medida pelo 
observador A em S é dada por 
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ou 



(apro ximando-se) 1-36 
























A única diferenga entre a Equagáo 1-35 e a equagáo clássica é a presenta do fator de dilatagáo dos tempos, y. Note que se a 
distancia entre a fonte e o observador estiver diminuindo,/> />. Como no caso da luz visível, isto corresponde a um desvio em 
diregáo á parte azul do espectro; o fenómeno é conhecido como desvio para o azul. 

Suponha que a distancia entre a fonte e o observador esteja aumentando, como acontece com o observador B da Figura 1- 
34¿. Para o observador B , também estacionário em relagáo a as N ondas ocupam urna extensáo cAt + vA t, e urna análise 
semelhante á anterior mostra que a frequéncia medida pelo observador B é dada por 


Vi-p- f /1 - (i _ 
i + p " V i + tr“ 


(afastando-se) 


1-37 


O uso do radar Doppler para observar fenómenos atmosféricos é urna aplicagáo direta da relatividade restrita. 


Observe que se a distancia entre a fonte e o observador está aumentando,/< f 0 . Como no caso da luz visível, isto corresponde a 
um desvio em diregáo á parte vermelha do espectro; o fenómeno é conhecido como desvio para o vermelho. Fica a cargo do 
leitor mostrar que os mesmos resultados sao obtidos quando a análise é executada no referencial em que a fonte está em 
repouso. 


Algumas Aproximagóes Úteis 

Se v « c (ou seja, p « 1), urna situagáo muito comum na prática, as Equagóes 1-36 e 1-37 podem ser substituidas por 
aproximagóes bem mais fáceis de memorizar. A Equagáo 1-36, por exemplo, pode ser escrita na forma 

/=/o (1 + |3) 1/2 (1 - p)- 1/2 

Substituindo os fatores entre parénteses por suas expansóes binomiais, temos: 

M 1 + í p -F 2+ ')( l + h + f p2 + -) 

Multiplicando termo a termo e desprezando os termos de ordem mais elevada que p, temos: 

flfo ~ 1 + p (aproximando-se) 

No caso da Equagáo 1-37, um cálculo semelhante leva á seguinte expressáo: 

flfo~ 1 _ P (afastando-se) 


em ambos os casos, \Af/f 0 \ ~ p, sendo Af=f 0 —f 


EXEMPLO 1-12 


_| Rotagáo do Sol O equador do Sol completa urna rotagáo em aproximadamente 25,4 dias. O raio do Sol é 7,0 

x 10 8 m. Calcule o efeito Doppler observado ñas bordas do Sol, perto do equador, para urna luz cujo comprimento de onda é A = 550 
nm = 550 x 10 9 m (luz amarela). Trata-se de um desvio para o vermelho ou para o azul? 


SOLUQÁO 

A velocidade v das bordas do Sol é dada pelo comprimento do equador dividido pelo período de rotagáo, ou seja, 

2snR _ 2tt(7,0 X 10 8 ) m 
~ T ~ 25,4 d * 3600 s/h *24 h/d 

Como v « c, podemos usar as equagóes aproximadas. Usando a relagáo |A//| ~ p, temos A/~ p/ = pc/Ao = v/Aq ou A/~ 2.000/(550 x 
10“ 9 ) = 3,64 x 10 9 Hz. Como f 0 = c/ A 0 = (3 x 10 8 )/(550 x 10 -9 ) = 5,45 x 10 14 Hz, A/representa urna variagáo relativa de (3,64 x 
10 _9 /(5,45 x 10 14 ) = 0,67 x 10 -5 ou aproximadamente urna parte em cem mil. O desvio é para o vermelho na borda que está se 
afastando do observador e para o azul na borda que está se aproximando. 


2000 m/s 


O Efeito Doppler e a Luz das Estrelas 

Em 1929, o astrónomo americano E. P. Hubble langou a teoría de que o universo está se expandindo. 18 Hubble propós urna 








equagáo simples (a Equagáo 13-28) para descrever essa expansáo com base ñas medidas do efeito Doppler sobre a luz das 
galáxias. As frequéncias presentes na luz das galáxias distantes sao menores do que as frequéncias presentes na luz emitida por 
fontes semelhantes situadas ñas nossas vizinhangas. Como a expressáo geral que relaciona a frequéncia / ao comprimento de 
onda A da luz é c=JX, esse desvio é no sentido de comprimentos de onda maiores. Como já dissemos, a cor vermelha está na 
extremidade do espectro da luz visível correspondente a grandes comprimentos de onda (veja o Capítulo 4) e, por isso, esse tipo 
de desvio, observado quando a distancia entre a fonte e o observador está aumentando, é conhecido como desvio para o 
vermelho. Análogamente, o termo desvio para o azul é usado para descrever o desvio experimentado pela luz de algumas 
estrelas, quase todas situadas em nossa galáxia, na diregáo de frequéncias mais altas ou comprimentos de onda menores. A 
existencia desse desvio para o azul é interpretada como urna indicagáo de que a estrela está se aproximando da Terra. 

Como será visto no Capítulo 13, o desvio para o vermelho observado para a maioria dos objetos celestes se deve á expansáo 
geral do espago, e nao, como supunha Hubble, ao efeito Doppler. Acontece que no caso de galáxias pequeñas, relativamente 
próximas da Terra, como as que foram observadas por Hubble, a diferenga entre o desvio para o vermelho causado pelo efeito 
Doppler e o desvio causado pela expansáo do espago é relativamente pequeña, da ordem de uns poucos por cento. Os 
astrónomos definem o desvio para o vermelho da luz produzida por corpos celestes por meio da expressáo z = (f 0 ~f)!f na qual 
/o é a frequéncia medida no referencial da estrela ou galáxia e/éa frequéncia medida no referencial da Terra. Isso permite 
escrever p = v/c na forma 


(* + i ) 3 - i 




U + l) a + 1 


1-38 


Nesse tipo de cálculo deve ser usada a equagáo exata, Equagáo 1-37, e náo urna aproximagáo, já que as velocidades de 
afastamento das galáxias podem ser consideráveis. Assim, por exemplo, o quasar 2000-330 apresenta um desvio para o 
vermelho z = 3,78, o que indica, segundo a Equagáo 1-38, que está se afastando da Terra a urna velocidade de 0,91c devido á 
expansáo do espago. 




EXEMPLO 1-13 


_| O Desvio para o Vermelho da Luz das Estrelas O maior comprimento de onda emitido pelo átomo de 

hidrogénio na série de Balmer (veja o Capítulo 4) é Ao = 656 nm. Na luz de urna galáxia distante, o comprimento de onda da mesma 
linha espectral éX = 1.458 nm. Determine a velocidade com a qual a galáxia está se afastando da Terra, supondo que o desvio se deve 
ao efeito Doppler. 


SOLUQÁO 

1. A velocidade de afastamento é igual a pe. Como X > Xq, trata-se de um desvio para o vermelho e, portanto, deve ser usada a 
Equagáo 1-37: 


2. A Equagáo 1-37 pode ser escrita em termos dos comprimentos de onda: 


/i - P _ / X. 

V I + p /o X 

3. Elevando os dois membros ao quadrado e substituindo Xo qX por seus valores, temos: 

1 - 0 /XoY 


+ (3 \K J 
í 656 nm ^ 2 
V 1458 nm. 


= 0,202 


1 - 0 = (0.202J (J + 0) 
1,2020 = I - 0.202 - 0,798 
0,798 

3 - —— - 0.664 

1.202 


4. Explicitando P, temos: 











5. A velocidade de afastamento da galáxia é, portanto, 


v = cp = 0,664c 


SEQÁO EXPLORATÓRIA 
O Efeito Doppler Transversal 

Nossa discussáo do efeito Doppler na Segáo 1-5 envolveu apenas urna dimensáo espacial, já que supusemos que a 
fonte e o observador estavam no eixo x e o movimento relativo se dava ao longo desse mesmo eixo. No caso tridimensional, urna 
análise mais completa, que nao será reproduzida aqui, revela que a Equagáo 1-35 continua a ser válida, com urna pequeña 
modificagáo. Se a fonte está se movendo no sentido positivo do eixo x mas o observador detecta a luz emitida em urna diregáo que faz 
um ángulo 0 com o eixo x, como na Figura l-34c, a Equagáo 1-35 se toma 



/ = 



j_ 

[Seos fi 


l-35a 


Para 0 = 0, esta equa^áo é equivalente á Equa£áo 1-36; para 0 = ti, é equivalente á Equa£áo 1-37. A Equagáo 1-35 a também revela, 
surpreendentemente, que existe um desvio de frequéncia / = /o/y, mesmo quando o observador detecta a luz emitida na diregáo 
perpendicular ao movimento (0 = te/ 2); é o chamado efeito Doppler transversal. Como y > 1 ,f <fo- Esse efeito, também conhecido 
como efeito Doppler de segunda ordem, é urna consequéncia da dilatagáo dos tempos para urna fonte em movimento. [A 
demonstrado da Equa<do 1-35 a pode ser encontrada em French (1968), Resnick (1992) e Ohanian (2001); as referencias completas 
estáo no final do capítulo.] 

Aproveitando urna ideia proposta por Einstein em 1907, Kündig fez em 1962 urna excelente verificado quantitativa do efeito 
Doppler transversal. 19 Como fonte luminosa, Kündig usou raios gama de 14,4 keV emitidos por um isótopo de Fe (veja o Capítulo 
11). A fonte estava em repouso no laboratorio, no eixo de urna ultracentrífuga, e o receptor (urna placa fina de ferro) foi montado na 
borda da ultracentrífuga, como mostra a Figura 1-34 d. Usando urna técnica de medida extremamente sensível denominada efeito 
Móssbauer (veja o Capítulo 11), Kündig observou um efeito Doppler transversal que estava de acordo com as previsóes relativísticas 
dentro de urna margem de erro de ±1% para velocidades relativas até 400 m/s. 


1-6 O Paradoxo dos Gémeos e Outras Surpresas 

As consequéncias dos postulados de Einstein (a transformado de Lorentz, a adiqáo relativística de velocidades, a dilatado dos 
tempos, a contrado das distancias e a relatividade da simultaneidade) levam a muitas previsóes inesperadas ou mesmo 
surpreendentes quando comparadas com nossas experiencias em um mundo macroscópico onde P ~ 0 e a geometría é 
aproximadamente euclidiana. Outras previsóes chegam a parecer absurdas, como a de que dois observadores diferentes podem 
obter resultados igualmente válidos mas aparentemente incompatíveis. Vamos encerrar este capítulo com a discussáo de alguns 
desses exemplos, o que ajudará a familiarizar os leitores com as sutilezas da relatividade restrita. 

O Paradoxo dos Gémeos 

Talvez o mais famoso paradoxo da relatividade restrita seja o paradoxo dos gémeos, também conhecido como paradoxo do 
relógio, que está ligado ao fenómeno da dilatado dos tempos (Equaqáo 1-26). Homero e Ulisses sao irmáos gémeos. Ulisses 
viaja com velocidade constante até urna estrela distante e volta á Terra, enquanto Homero permanece o tempo todo em nosso 
planeta. Quando Ulisses chega em casa, descobre que o irmáo envelheceu muito mais do que ele, o que está de acordo, como 
veremos em seguida, com as previsóes da teoría de relatividade restrita. O paradoxo resulta da ideia de que todo movimento é 
relativo. Sendo esse o caso, cada um dos gémeos poderia ter a impressáo de que foi o outro que viajou e, portanto, observaría 
que o outro voltou mais jovem. Isso levaría a urna contradiqáo lógica, ou seja, a um paradoxo. Vamos ilustrar esse paradoxo 
com um exemplo específico. Suponha que a Terra e a estrela de destino estejam estacionárias em um mesmo referencial inercial 
S. Dois outros referenciais, S' e S ", estáo em movimento em relaqáo a S com velocidades v = +0,8c e v = -0,8c, respectivamente. 
Assim, y = 5/3 em ambos os casos. A espaqonave de Ulisses acelera rápidamente de S para S\ permanece em S r até chegar á 
estrela, acelera rápidamente de S f para S ", permanece em S” até chegar á Terra, e freia até parar ao lado de Homero no 
referencial S. 

É fácil analisar o problema do ponto de vista de Homero, que permaneceu na Terra. Suponha que, de acordo com o relógio 
de Homero, Ulisses permaneqa em S' por um intervalo de tempo A t = 5 anos e permaneqa em S" pelo mesmo intervalo de 
tempo. Nesse caso, Homero estará 10 anos mais velho quando Ulisses voltar. O intervalo de tempo em S’ entre a partida de 





Ulisses da Terra e sua chegada á estrela é menor porque se trata de tempo próprio. O tempo necessário para chegar á estrela, do 
ponto de vista de Ulisses, é dado por 


5 anos 

Ar* = — = - — = 3 anos 

7 5/3 

Como o mesmo tempo é gasto na viagem de volta, o tempo total de viagem do ponto de vista de Ulisses é 6 anos e, portanto, ele 
estará 4 anos mais novo que Homero quando os dois se reencontrarem. 

O problema com esse raciocinio parece estar no fato de que se aplicaría igualmente bem ao outro gémeo. Se imaginamos 
que Ulisses permaneceu o tempo todo em repouso e foi Homero que viajou, o tempo total de viagem, do ponto de vista de 
Homero, será apenas 6/y = 3,6 anos e, portanto, ele estará 2,4 anos mais novo que Ulisses quando os dois se reencontrarem. 
Esse, naturalmente, é o paradoxo. As duas previsóes nao podem estar simultáneamente corretas. Entretanto, tal raciocinio se 
baseia na premissa incorreta de que as situagoes dos gémeos sao simétricas e intercambiáveis. Isso nao é verdade. Homero 
permanece o tempo todo no mesmo referencial inercial, enquanto Ulisses muda de referencial, como se pode ver na Figura 1- 
35 a, que mostra o diagrama espago-tempo da viagem do ponto de vista dos dois irmáos. Mesmo que o tempo necessário para a 
mudanga de referencial seja apenas urna pequeña fragáo do tempo total da viagem, essa mudanga é essencial para que as idades 
de Homero e Ulisses possam ser comparadas no final do experimento. 


(a) 



Linha do universo 
de Ulisses na volta 
p = -0,8 (referencial S Éf } 

Ponto de retomo 
(estrela) 

. Linha de universo 
^ de Ulisses na ida 
(3 = 0,8 (referencial S f ) 

lili 



FIGURA 1 -35 ( a ) Diagrama espago-tempo da viagem de Ulisses a urna estrela distante no referencial inercial em que Homero e a estrela 
estáo em repouso. ( b ) As divisoes do eixo ct corresponderá a anos no relógio de Homero. As retas tracejadas mostram as linhas do 
universo de sinais luminosos transmitidos pelos gémeos com urna frequéncia de um sinal por ano, de acordo com seus relógios. Observe 
que as frequéncias dos sinais recebidos pelos dois gémeos sao muito diferentes. 


A análise correta da situagáo se baseia no intervalo invariante As da Equagáo 1-31, que pode ser escrito na forma: 



em que o membro da esquerda é constante e igual a (x) 2 , o quadrado do intervalo de tempo próprio, enquanto os intervalos At e 







Ax do membro da direita podem ser medidos em qualquer referencial inercial. Assim, ao longo de toda a linha do universo de 
Ulisses (Figura 1-3 5a), Ax = 0eA¿ = x = 3 anos para a viagem de ida, ou seja, 6 anos para a viagem completa. Do ponto de vista 
de Homero, porém, o intervalo de tempo é dado por 


(¿ 0 2 = + 

e como (A x/c) 2 é sempre positivo, Homero sempre observa um intervalo de tempo A t > x. Neste exemplo, Ax = 0,8c A t e, 
portanto, 


(A/) 2 = (3 anos) 2 + (0,8cAf/c) 2 

ou (Aí) 2 (0,36) = (3) 2 
4 3 

At = -= 5 amos 

0,6 

ou 10 anos para a viagem completa, como vimos anteriormente. O motivo pelo qual a situagáo dos gémeos nao pode ser tratada 
de forma simétrica é que a teoría da relatividade restrita so prevé corretamente o comportamento de sistemas acelerados, como o 
da espagonave de Ulisses durante as mudangas de referencial, se na formulagáo das leis da física assumirmos o ponto de vista de 
um observador inercial, ou seja, nao acelerado. Assim, no contexto da relatividade restrita, o problema pode ser analisado do 
ponto de vista de Homero, mas nao do ponto de vista da espagonave de Ulisses, já que ela nao permaneceu em um referencial 
inercial durante todo o experimento. Assim, o estudo do problema do ponto de vista de Ulisses foge ao ámbito da relatividade 
restrita e o paradoxo deixa de existir. Quando as leis da física sao reformuladas de modo a se tomarem invariantes em relagáo a 
observadores acelerados, como na teoría da relatividade geral (veja o Capítulo 2), o resultado é confirmado: Ulisses volta 
realmente mais jovem do que Homero e a diferenga de idades é exatamente a prevista pela relatividade restrita. 


EXEMPLO 1-14 


_| O Paradoxo dos Gémeos e o Efeito Doppler Este exemplo, proposto por C. G. Darwin, 20 pode ajudar o 

leitor a compreender o que se passa com os dois gémeos durante a viagem de Ulisses. Homero e Ulisses combinam que todo ano, no 
aniversário do langamento da espagonave de Ulisses (momento em que os relógios dos gémeos foram sincronizados), cada irmáo 
enviará um sinal luminoso ao outro. A Figura 1-356 mostra as linhas do universo desses sinais. Durante a viagem, Homero envía 10 
sinais (o eixo ct, que coincide com a linha do universo de Homero, pode ser dividido em 10 intervalos iguais, correspondentes aos 10 
anos de viagem, do ponto de vista de Homero) e Ulisses envía 6 sinais (as linhas do universo correspondentes á viagem de ida e á 
viagem de volta de Ulisses podem ser divididas em 3 intervalos iguais, cada um correspondente aos 3 anos de viagem, do ponto de 
vista de Ulisses). Observe que o último sinal é transmitido no momento em que os gémeos voltam a se encontrar no ponto B. Embora 
ambos transmitam os sinais com urna frequéncia de um por ano, obviamente os sinais nao sao recebidos com a mesma frequéncia. 
Assim, por exemplo, Ulisses nao recebe nenhum sinal de Homero durante os primeiros 3 anos de viagem! Como podemos explicar a 
diferenga entre as frequéncias observadas? 


SOLUQÁO 

A explicagáo para as frequéncias observadas está no efeito Doppler. Enquanto a distancia entre os gémeos está aumentando, a 
frequéncia dos sinais é reduzida de acordo com a Equagáo 1-37: 

/ _ Ú ~ _ /l -0,8 _ I 
/o V 1 + [i V 1 + 0,8 3 

Isto é exatamente o que os gémeos observam (Figura 1-356): Homero recebe 3 sinais nos primeiros 9 anos, e Ulisses, apenas um sinal 
nos primeiros 3 anos, ou seja,/=/ 0 /3 em ambos os casos. 

Depois que Ulisses inicia a viagem de volta, a distancia entre os gémeos comega a diminuir e devemos empregar a Equagáo 1-38: 

/ _ fT+J! _ • I +0.8 _ 

/o Vi - p Vi-o, 8 ' 

Mais urna vez, o resultado está de acordo com as observagoes dos gémeos: Homero recebe 3 sinais durante o último ano (o décimo) e 
Ulisses recebe 9 sinais durante os últimos 3 anos, ou seja,/= 3/ 0 em ambos os casos. 


Exercício 












10. A diferenga entre as idades dos gémeos é um exemplo da relatividade da simultaneidade que foi discutida anteriormente. 
Explique a relagáo entre esse efeito e o fato de que os relógios biológicos dos dois gémeos nao estáo mais sincronizados 
após a viagem. 



Leitura Suplementar 

É a relatividade da simultaneidade, e nao a diferenga entre as aceleragoes dos dois gémeos, que faz com 
que envelhegam em ritmos diferentes. Esse fato está ilustrado em O Caso dos Gémeos Idénticamente 
Acelerados , disponível no site da LTC Editora, onde também se encontra a Figura 1-36. 


O Paradoxo da Vara e do Celeiro 

Um problema interessante, relacionado á contragáo das distancias, foi proposto por W. Rindler em 1961 e é mencionado em 
vários livros sobre relatividade. Na versáo de E.F. Taylor e J.A. Wheeler, 22 um corredor entra em um celeiro de 5 m de 
profundidade com urna barra de 10 m de comprimento. Um fazendeiro está do lado de fora do celeiro em urna posigáo tal que 
pode ver a porta da frente, que está aberta, e a porta dos fundos, que está fechada (Figura 1-37 a). O corredor, que está se 
movendo com velocidade v, entra no celeiro; pouco depois, o fazendeiro observa que a vara está totalmente dentro do celeiro e 
fecha a porta da frente, guardando assim urna vara de 10 m de comprimento no interior de um celeiro de 5 m. Para calcular a 
menor velocidade v necessária para que isso acontega, basta usar a Equagáo 1-28, tomando o comprimento próprio L p como o 
comprimento da vara (10 m) e o comprimento da vara L = L p /y medido pelo fazendeiro como igual á profundidade do celeiro (5 
m). O cálculo é o seguinte: 


1 _ A _ 10 

y ~ Vi - »V ~ l~ 5 
] - v 2 /c 2 = (5/10) 2 
v 2 /c 2 = I - (5/10) 2 = 0,75 
^ = 0.866c ou p = 0.866 

O paradoxo parece surgir quando a situagáo é analisada do ponto de vista do corredor. Para ele, a vara, que se encontra em 
repouso no mesmo referencial inercial, tem o comprimento próprio, 10 m. Por outro lado, a profundidade do celeiro, do ponto 
de vista do corredor, é 


L = L p /y = 5Vi - p 2 

L = 23 m 

Como é possível que urna vara de 10 m caiba em um celeiro com apenas 2,5 m de profundidade? A resposta, naturalmente, é 
que isso nao é possível, mas, nesse caso, qual é a explicagáo? Para encontrar a resposta, precisamos analisar dois eventos (as 
coincidéncias das extremidades anterior e posterior da vara com as portas traseira e dianteira do celeiro, respectivamente) no 
referencial do fazendeiro e no referencial do corredor. 

A situagáo pode ser descrita por diagramas espago-tempo no referencial S do fazendeiro e do celeiro (Figura 1-376) e no 
referencial S' do corredor (Figura l-37c). Os dois diagramas foram desenhados partindo da hipótese de que a extremidade 
anterior da vara coincide com a porta dianteira do celeiro no instante em que os relógios sao ligados. Na Figura 1-376, as linhas 
do universo das portas do celeiro sao verdeáis e as linhas associadas as extremidades da vara fazem um ángulo 0 = tan _1 (l/p) = 
49,1° com o eixo x. Observe que, em S , a extremidade anterior da vara atinge a porta traseira do celeiro no instante ct = 5/0,866 
= 5,8 m, simultáneamente com a chegada da extremidade posterior da vara á porta dianteira. Assim, para um observador em S , 
nesse instante a vara está inteiramente contida no celeiro. 

No referencial S' do corredor, as linhas do universo das extremidades da vara que sáo verdeáis, enquanto as portas do celeiro 
fazem um ángulo de 49,1° com o eixo -x f (neste referencial, o celeiro está se movendo com velocidade v no sentido negativo do 
eixo x'). Agora podemos ver que a porta traseira do celeiro passa pela extremidade anterior da vara em ct' = 2,5/0,866 = 2,9 m, 
mas a porta dianteira do celeiro náo atinge a extremidade posterior da barra até o instante ct' = 10/0,866 = 11,5 m. Assim, o 
primeiro desses dois eventos ocorre antes do segundo e o corredor nunca vé a vara inteiramente no interior do celeiro. Mais urna 
vez, a explicagáo está na relatividade da simultaneidade: eventos que sáo simultáneos em um certo referencial inercial deixam 
de ser simultáneos quando observados em outro referencial inercial. 







Vamos agora considerar urna versáo diferente desse paradoxo, a que foi originalmente proposta por W. Rindler. Suponha 
que a parede dos fundos do celeiro fosse feita de ago e nao houvesse urna porta. O que veriam o fazendeiro e o corredor nesse 
caso? Mais urna vez, no referencial de repouso do fazendeiro (e do celeiro), a extremidade anterior da vara atinge a parede 
traseira do celeiro simultáneamente com a chegada da extremidade posterior da vara á porta dianteira, de modo que, nesse 
instante, a vara de 10 m está realmente contida no celeiro de 5 m. No instante seguinte , porém, a vara se choca com a parede dos 
fundos e se quebra ou se dobra (ou seja, sofre urna rotagáo no espago-tempo). De acordo com os postulados da relatividade, o 
corredor deve chegar á mesma conclusáo no seu referencial de repouso quando o celeiro de 2,5 m de profundidade se aproxima 
dele a urna velocidade v = 0,866c. Agora, porém, quando a parede dos fundos se choca com a extremidade anterior da vara, o 
celeiro continua a se mover, arrastando a vara com ele e deixando, nesse instante, 7,5 m da vara ainda do lado de fora do 
celeiro. Entretanto, como o fazendeiro, o corredor deve ver a vara de 10 m inteiramente contida no celeiro de 2,5 m. Como isso 
é possível? Da seguinte forma: no instante em que a ponta da vara se choca com a parede dos fundos do celeiro, essa 
informagáo (urna onda de choque) comega a se propagar ao longo da vara. Mesmo que a onda de choque se propagasse á 
velocidade da luz, c, levaría 10 m/3,0 x 10 8 m/s = 3,33 x 10~ 8 s para chegar á outra extremidade da vara. Nesse intervalo de 
tempo, a porta do celeiro deve percorrer apenas 7,5 m para chegar ao local onde se encontra a extremidade posterior da vara e 
cobre essa distancia em apenas 7,5 m/(0,866 x 3,0 x 10 8 m/s) = 2,89 x 1(T 8 s. Assim, o corredor, da mesma forma que o 
fazendeiro, ve a vara de 10 m inteiramente contida no celeiro de 2,5 m, pelo menos por alguns instantes! 



FIGURA 1 -37 (i a ) Um corredor com urna vara de 10 m se move táo depressa que o fazendeiro ve a vara totalmente no interior do celeiro, 
que tem apenas 5 m de profundidade. Diagramas espago-tempo do ponto de vista do fazendeiro ( b ) e do corredor (c). A explicagáo do 
aparente paradoxo está no fato de que os eventos de interesse, indicados por pontos nos diagramas, sao simultáneos em S , mas nao em S'. 


Exercício 

11. Na situagáo em que nao existe urna porta na parede dos fundos do celeiro, tanto o fazendeiro como o corredor veem a vara 
inteiramente contida no celeiro, qualquer que seja a velocidade relativa entre eles? Justifique sua resposta. 










Efeito Farol 


Já nos referimos várias vezes ao segundo postulado de Einstein, segundo o qual a velocidade da luz nao depende do movimento 
da fonte; entretanto, nao se pode dizer o mesmo da diregáo da luz. Considere urna fonte luminosa em S' que emite luz 
uniformemente em todas as diregóes. A Figura 1-38 a mostra um raio de luz emitido por essa fonte que faz um ángulo 0' com o 
eixo x'. Durante um intervalo de tempo A t\ o raio percorre urna distancia Ax' e podemos escrever: 


¿y 

cáí' 


A,v J 

A(e/') 


cose' 


l-.VJ 


Da mesma forma, a rela?ao entre o ángulo 0 e os intervalos Ai e Ax em S é dada por 


¿.y 
A (a) 


eos 0= 


1-40 


Aplicando a transformasáo de Lorentz inversa á Equa 9 áo 1-40, temos: 


,, Ax ->(A*'+vAO 

eos 0 = -— :-—— 

cAí C7( Ar' +- vAjc'/c") 

Dividindo o numerador e o denominador por A f e depois por c, obtemos: 


eos 0 


(Ax'/Ai' + vj 
i - -^Ajc'/Af'^ 


Combinando esse resultado com a Equagáo 1-39, temos: 

COS 0' + |3 

eos e =-- 

1 H- (1 eos 0 


Ax t /A(ct f ) H- v/c 

i 

+ c 


1-41 


Considerando apenas os raios emitidos pela fonte em S' no hemisfério dianteiro, ou seja, os raios para os quais —tt/ 2 < 0' < 
7i/2, vemos que a Equagáo 1-41 restringe os ángulos 0 medidos em S para esses raios (50% de toda a luz) ao intervalo -eos -1 p < 
0 < eos -1 p. Assim, por exemplo, para p = 0,5, o observador em S veri a metade da luz emitida pela fonte no intervalo -60° < 0 < 
60°, ou seja, em um cone com 120° de abertura e eixo coincidente com a diregáo da velocidade da fonte. Para valores de p 
próximos da unidade, 0 é muito pequeño; para P = 0,99, 0 = 8,1°. Isso significa que o observador em S ve metade de toda a luz 
emitida pela fonte concentrada em um cone com apenas 16,2° de abertura (Figura 1-386). Observe também que os outros 50% 
da luz emitida estáo distribuidos pelos 343,8° restantes do espago bidimensional. 23 Em consequéncia do efeito farol, a luz 
proveniente de urna fonte que se aproxima rápidamente parece muito mais intensa do que a luz da mesma fonte em repouso. 
Pela mesma razáo, a luz de urna fonte que se afasta rápidamente parece muito menos intensa que a da mesma fonte em repouso. 
Esse resultado tem importantes implicagóes para a astrofísica e a física das partículas elementares. 



FIGURA 1-38 (a) A fonte em repouso em S' está se movendo com urna velocidade P = 0,7 em relagáo a S. (6) Um pulso luminoso que se 
propaga uniformemente em S\ quando observado do ponto de vista de S , parece concentrar-se em um cone. O ángulo entre os raios 
mostrados em (a) é 18°. O ángulo entre os raios mostrados em (6) pode ser calculado com o auxilio da Equagáo 1-41. As linhas mais 
grossas sao raios correspondentes nos dois referenciais. 

Ñas estimativas do brilho intrínseco de estrelas e galáxias, um parámetro importante para os estudos de astrofísica, os 
astrónomos precisam levar em conta o efeito farol, especialmente se o objeto está se movendo muito depressa em 















relagáo á Terra. 


Exercício 

Equagáo 1-41 que parte da luz emitida por urna fonte em movimento no hemisfério traseiro é vista pelo 
em S como se tivesse sido emitida no hemisfério dianteiro. Explique como isso pode acontecer, usando 
qualitativos. 


SEQÁO EXPLORATORIA 
Velocidades Superluminares 

Concluimos este capítulo com alguns comentários a respeito de corpos que se movem mais depressa que a 
luz. As transformagóes de Lorentz (Equagóes 1-18 e 1-19) nao se aplicam quando a velocidade relativa de dois referenciais 
inerciais é maior que a velocidade da luz, já que o fator y se tornaría imaginário. Esse fato em geral é interpretado como urna 
indicagáo de que nenhum tipo de massa, energía ou informagáo pode viajar mais depressa que a luz. Entretanto, é possível 
que certos processos ocorram com velocidades maiores que c sem contrariar a teoría da relatividade. Um exemplo simples é 
o movimento do ponto em que as láminas de urna tesoura se interceptam quando a tesoura é fechada rápidamente, um 
fenómeno conhecido como paradoxo da tesoura (Figura 1-39). Urna das láminas faz um ángulo 0 com o eixo v (a segunda 
lámina) e se move na diregáo —y com urna velocidade constante v y = Ay/At. Durante o intervalo de tempo A t, o ponto P de 
intersegáo das láminas se desloca de urna distáncia Ax. Como podemos ver na figura, Ay/Ax = tan 0. A velocidade com a 
qual P se desloca para a direita é dada por 
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observador 
argumentos 


WV7 
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FIGURA 1-39 Quando a barra inclinada se move verticalmente para baixo, a intersegáo das “láminas”, ponto P, se move para a direita com urna 
velocidade vp = Ax/At. Em termos de v y e 0, vp = v y !tan 0. 


v p = Ajt/Ar 


A.v _ 'V 
Av/vy A a tan 0 


1-42 


OU 


tanO 

Como tan 0 —> 0 quando 0 —> 0, é sempre possível encontrar um valor de 0 suficientemente próximo de zero para que v P > c, seja qual 
for o valor v y . Quando urna tesoura de verdade é fechada, o ángulo diminuí progressivamente, de modo que, em principio, tudo que é 
preciso para que v P > c é que as láminas sejam suficientemente compridas para que a condigáo seja satisfeita antes que a tesoura 
esteja totalmente fechada. 

Exercício 

13. Use um diagrama como o da Figura 1-32 para explicar por que o movimento do ponto P náo pode ser usado para transmitir 
informagóes a observadores situados ao longo das láminas. 

Naturalmente, o ponto P do paradoxo da tesoura é um ponto geométrico, e náo um objeto físico e, portanto, nada impede que se 
mova mais depressa que a luz. Como exemplo de um objeto com massa que parece se mover mais depressa que a luz, considere um 
pequeño meteorito aproximando-se da Terra com velocidade v. Quando o meteorito entra na atmosfera, a cerca de 9 km de altitude, o 
atrito com o ar o toma luminoso e a primeira luz comega a viajar em diregáo a um observador situado na superficie do planeta. Depois 
de um intervalo de tempo At , o meteorito é totalmente consumido, deixa de brilhar e a última luz inicia sua viagem em diregáo ao 










observador (Figura 1-40). No intervalo de tempo entre a primeira e a última luz, o meteorito percorre urna distancia vA t. Durante esse 
mesmo intervalo, a primeira luz percorre urna distancia cAt. Assim, o intervalo espacial entre a primeira e a última luz é dado por 
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FIGURA 1-40 Um meteorito se move na diregáo do observador com velocidade v. A distancia espacial entre as frentes de onda associadas á 
primeira e á última luz, que se movem com velocidade c, é (c - v)A t. Assim, o intervalo de tempo entre as duas frentes de onda ao atingirem o 
olho do observador nao é At , e sim A¿ 0 ih 0 , que é dado por (c - v)A tic = (1 - P)A¿. A velocidade aparente de aproximagáo do meteorito é v a = 
vAí/A¿ 0 i h0 = pc/(l - P). 


Ay = cAt - vAt = At(c - v) 

e o intervalo temporal do ponto de vista do observador A¿ 0 iho entre a chegada da primeira luz e a chegada da segunda luz é dado por 

, Ar(e - v) 

Af olho = A y/c “ ——-= Af( I - P) 

V 

Finalmente, a velocidade aparente v a do meteorito é dada por: 

vát _ vár _ pe 

M"i~ 

De acordo com a Equagáo 1-43, v a > c para P > 0,5. Para v = 0,8c, por exemplo, a velocidade aparente do meteorito é v a = 4c. 
Certas estruturas galácticas também parecem se mover com velocidades superluminares, como na sequéncia de imagens do jato da 
galáxia M87 que aparece na Figura 1-41. 

Como exemplo final de objetos que se movem mais depressa que a luz, alguns cientistas levantaram a possibilidade de que 
existam partículas cuja velocidade é sempre maior que a da luz. Urna das razoes para essa sugestáo é urna atraente simetría: como v < 
c para as partículas comuns e v = c para os fótons e outras partículas sem massa de repouso, a presenga de partículas com v > c 
tornaría simétrica a classificagáo das partículas elementares. A existencia dessas partículas, denominadas táquions , traria alguns 
problemas sérios, mas nao insuperáveis, para a teoría da relatividade, entre eles a existencia de energías de repouso infinitas e 
paradoxos de causalidade como a possibilidade de alterar o passado (veja o exemplo a seguir). Nao existe nenhum argumento teórico 
que impega a existencia dos táquions; entretanto, até o momento todas as tentativas experimentáis de observar um táquion 
fracassaram 24 e os limites estabelecidos por esses experimentos indicam que é altamente improvável que os táquions existam. 





















Movimento Superluminar do Jato da Galáxia M37 



FIGURA 1-41 Movimentos superluminares foram observados em vários objetos astronómicos. Essa sequéncia de imagens obtidas pelo 
Telescopio Espacial Hubble mostra um movimento aparente seis vezes mais rápido que a velocidade da luz na galáxia M87. O jato emitido pelo 
núcleo da galáxia (a regiáo arredondada na extremidade esquerda da primeira foto) tem cerca de 5.000 anos-luz de comprimento. A regiáo 
assinalada por um quadrado aparece ampliada ñas outras fotos. As retas inclinadas mostram as posigóes sucessivas de diferentes regióes do jato e 
indicam as velocidades aparentes dessas regióes. [John Biretta, Space Telescope Science Institute.\ 


EXEMPLO 1-15 


Mudando o Passado com Táquions Imagine que os táquions existam e use um diagrama espaqo-tempo 
para mostrar que essas partículas poderiam ser usadas para mudar o passado e, assim, alterar o presente, criando um paradoxo. 


SOLUQÁO 

Em um diagrama espaqo-tempo no referencial do laboratorio, S , a linha do universo de urna partícula com urna velocidade v > c, 
criada na origem e viajando no sentido positivo dos x, faz um ángulo menor que 45° com o eixo x, ou seja, está abaixo da linha do 
universo de um raio luminoso (Figura 1-42). Depois de algum tempo, a partícula atinge um detector de táquions instalado a bordo de 
urna espaqonave que está se movendo com velocidade v < c no sentido positivo do eixo x. A figura mostra o referencial S f da 
espaqonave, cuja origem está no ponto P. O detector cria mediatamente um novo táquion e o envía no sentido negativo do eixo x e, 
naturalmente, no sentido do futuro de S\ isto é, no sentido positivo do eixo ct'. O segundo táquion chega ao laboratorio (x = 0) no 
ponto M, ou seja, em um instante anterior áquele no qual o primeiro táquion foi emitido (ponto O). Tendo enviado urna partícula para 
o passado do laboratorio, poderíamos modificar os eventos ocorridos no intervalo de tempo entre MeO, o que levaría a contradices 
causáis. Assim, por exemplo, o detector de táquions do laboratorio poderia ser ligado ao equipamento usado para criar o primeiro 
táquion por meio de um computador programado para cancelar a emissáo do primeiro táquion, caso o segundo táquion fosse 
detectado. (Isso nao faz lembrar O Exterminador do Futuro ?) Contradices lógicas como essa, combinadas com a ausencia de 
indicios experimentáis, levam a maioria dos cientistas a concluir que nao existem partículas capazes de se mover mais depressa que a 
luz. 





Linha do universo da luz 



FIGURA 1-42 Um táquion emitido na origem O de S, o referencial do laboratorio, alcanga urna espagonave no ponto P. Sua detecgáo 
provoca a emissáo de um segundo táquion. Este chega ao laboratorio (x = 0) em ct < 0, isto é, antes da emissáo do primeiro táquion. 


Como foi dito, um atrativo (ou estigma) da existencia de objetos capazes de se mover mais depressa que a luz é a 
possibilidade de mudar a historia viajando para o passado. Encerramos este capítulo sobre a relatividade ilustrando um paradoxo 
desse tipo na Figura 1-43. 
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I a de janeiro de 1906: Aristóteles 
parte para o passado. 

Aristóteles l§ o artigo de Einstein. 

I a de margo de 1 905: Aristóteles 
tem acesso ao artigo "Sobre a 
Eletrodinámica dos Corpos em 
Movimiento", de Albert Einstein, 
publicado na revista Anais de 
Física em 1905. 

I a de fevereiro de 1905: 
Aristóteles chega ao futuro. 

I a de janeiro de 1905: 

Einstein publica o artigo. 

I a de margo de 1904: Aristóteles 
explica o artigo a Einstein e eles 
comegam a discutir física. 

I a de fevereiro de 1904: Aristóteles 
se encontra com Einstein. 

I a de janeiro de 1904: Aristóteles 
chega ao passado antes da 
publicagáo do artigo. 

I a de janeiro de 350 a.G.: 
Aristóteles parte para o futuro. 


FIGURA 1-43 O paradoxo da criagáo de conhecimento ilustra um problema de causalidade associado a viagens para o passado, urna 
possível consequéncia da existencia de objetos capazes de se mover mais depressa que a luz. [Os autores agradecem a Costas Efthimiou 
por este exemplo.] 


Resumo 


TÓPICO 


EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1. Relatividade clássica 


x' = x - vt y* = y z r = Z t f = t 1-2 


Transformagáo de Galileu 


As leis de Newton sao invariantes em todos os sistemas ligados por urna transformagáo 
de Galileu 















Relatividade de Newton 


2. Postulados de Einstein As leis da física sao as mesmas em todos os referenciais inerciais. A velocidade da luz é 

C, independentemente do movimento da fonte. 


3. Relatividade da 

simultaneidade 

Eventos que sao simultáneos em um referencial inercial podem nao ser simultáneos em 
outro referencial inercial. 

4. Transformagáo de Lorentz 

x' = y(x - vi) / = 3 ? í' = Z 1-1* 

t’ - y{t - vjc/c 3 ) em que y - (1 - v z /tr l ) _I/2 

5. Dilatagáo dos tempos 

Intervalo de tempo próprio é o intervalo de tempo entre dois eventos que ocorrem no 
mesmo ponto do espado. Se esse intervalo é Af' = x no referencial S', o intervalo no 
referencial S é dado por 


At = yAs' = yr em que y = (1 — v 2 /^) -1 ^ 1-26 

6. Contragáo das distancias 

Comprimento próprio de um objeto é o comprimento medido no sistema no qual o objeto 
se encontra em repouso. Se esse comprimento é L p no referencial S', o comprimento no 
referencial S é dado por 


L = Ljy 1 - 2 * 


7. Intervalo do espago-tempo Todos os observadores situados em referenciais inerciais medem o mesmo intervalo As 

entre pares de eventos no espago-tempo, dado por 

(&sf = (cAtf - (Ají) 3 1-31 


8. Efeito Doppler 


Fonte e observador se 

/_ V 


1-36 

aproximando 



1-37 


i + 


Fonte e observador se 
afastando 
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1. Astrónomo polonés, 1473-1543. O livro que propóe órbitas heliocéntricas (isto é, com centro no Sol) para os planetas foi 
publicado algumas semanas após sua morte. Copémico adiou a publicagáo do livro durante vários anos, temendo que fosse 
considerado herético. Nao se sabe se chegou a vé-lo impresso. 

2. Os eventos sao descritos através de medidas executadas em um sistema de coordenadas que define um referencial. A questao 
era a seguinte: Qual é o referencial no qual a lei da inércia é válida? Newton sabia que nenhum sistema com um movimento de 
rotagáo, como a Terra ou o Sol, seria apropriado e propós o uso das “estrelas fixas”, muito distantes, como referencial inercial. 

3. A velocidade da luz é exatamente 299.792.458 m/s. Esse valor é estabelecido pela definigáo do metro como a distancia que a 
luz percorre em 1/299.792.458 s. 

4. Com o tempo, todo um espectro continuo de ondas eletromagnéticas foi descoberto, desde as ondas de rádio, de frequéncia 
extremamente baixa, até os raios gama, de frequéncia extremamente alta. Todas essas ondas se propagam com velocidade c. 

5. Albert A. Michelson (1852-1931), físico experimental americano que recebeu o Prémio Nobel em 1907 pelo projeto e 
utilizagáo de instrumentos óticos para medir com precisáo a velocidade da luz e o comprimento do metro-padráo. Edward W. 
Morley (1838-1923), químico e físico americano e professor do Western Reserve College na época em que Michelson ensinava 
da Case School of Apllied Science. As duas instituigóes de ensino ficavam em Cleveland, Ohio, Estados Unidos, a poucas 
quadras de distancia. 

6. Albert A. Michelson e Edward W. Morley, American Journal of Science , XXXIV, n- 203 (November 1887). 

7. Observe que a largura depende do pequeño ángulo entre M 2 e M x . Um ángulo muito pequeño resulta em franjas 
relativamente largas e muito espagadas; um ángulo maior, em muitas franjas estreitas. 

8. Como a fonte responsável pelas ondas, urna lámpada de sodio, estava em repouso em relagáo ao interferómetro, a frequéncia 
se manteria constante. 

9. T. S. Jaseja, A. Javan, J. Murray e C. H. Townes, Physical Review , 133, A1221 (1964). 

10. A. Brillet e J. Hall, Physical Review Letters , 42, 549 (1979). 

11. Annalen der Physik , 17, 841 (1905). Para urna tradugáo para o inglés do artigo original, escrito em alemáo, veja Lorentz, 
H.A., A. Einstein, H. Minkowski e W. Weyl, The Principie of Relativity: A Collection of Original Memoirs on the Special and 
General Theory of Relativity (tradugáo para o inglés de W. Perrett e G.B. Jeffery), Dover, New York, 1923. 

12. Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), físico teórico holandés, descobriu empiricamente a transformagáo de Lorentz quando 
investigava o fato de que as equagóes de Maxwell nao sao invariantes em relagáo á transformagáo de Galileu, embora na época 
náo se tenha dado conta da importáncia da descoberta. Um especialista em teoría eletromagnética, foi um dos primeiros a 
sugerir que os átomos que compóem a matéria poderiam ser constituidos por partículas carregadas cujas oscilagóes seriam 
responsáveis pela emissáo de luz. Lorentz usou essa hipótese para explicar o desdobramento das linhas espectroscópicas 
produzido por um campo magnético, um efeito descoberto por seu discípulo Pieter Zeeman, com quem dividiu o Prémio Nobel 
de 1902. 

13. Um metro percorrido pela luz é usado em lugar do tempo que a luz leva para percorrer um metro. Tomando ct= 1 m, temos 
U 1/3 x 10 8 = 3,3 x 10“ 9 s. Da mesma forma, 1 cm percorrido pela luz equivale a l(T 2 /3 x 10 8 = 3,3 x 1CT 11 s, e assim por 
diante. 

14. Este exemplo foi adaptado de um problema que aparece em H. Ohanian, Modern Physics , Prentice Hall, Englewood Cliffs, 
N.J., 1987. 

15. Qualquer partícula com massa. 

16. O uso da Equagáo 1-31 resulta em valores imaginários de As para intervalos do tipo espacial, o que, aparentemente, náo faz 
sentido. Entretanto, a geometría do espago-tempo náo é euclidiana, e sim lorentziana. Embora o estudo da geometría lorentziana 
esteja fora do ámbito deste capítulo, o fato é que, nessa geometría, é possível escrever a expressáo de (As) 2 para intervalos do 
tipo espacial na forma da Equagáo 1-33. 

17. Sáo conhecidas apenas duas entidades desse tipo: os fótons (entre eles os da luz visível), que seráo discutidos no Capítulo 3, 
e os grávitons, que sáo as partículas portadoras da forga gravitacional. 

18. Edwin P. Hubble, Proceedings of the National Academy of Sciences , 15, 168 (1929). 


19. Walter Kündig, Physical Review, 129, 2371 (1963). 

20. C. G. Darwin, Nature , 180, 976 (1957). 

21. S. P. Boughn, American Journal ofPhysics , 57, 791 (1989). 

22. E. F. Taylor e J. A. Wheeler, Spacetime Physics , 2nd ed. (New York: W. H. Freeman and Co., 1992). 

23. Em tres dimensóes, do ponto de vista do observador em *S, 50% da luz está concentrada em 0,06 esferorradianos do ángulo 
sólido total de Atí esferorradianos que envolve a fonte em movimento. 

24. T. Alváger e M. N. Kreisler, “Quest for Faster-Than-Eight Particles”, Physical Review , 171, 1357 (1968). 

25. Paul Ehrenfest (1880-1933), físico austríaco e professor da Universidade de Leiden (Holanda), amigo e correspondente de 
Einstein, a respeito de quem Einstein escreveu, logo após sua morte: “[Ele foi] o melhor professor em nossa profissáo que 
conheci”. 

26. Este experimento está descrito em J. C. Hafele e R. E. Keating, Science , 177, 166 (1972). Embora nao seja táo preciso 
quanto os experimentos mencionados na Segáo 1-4, os resultados estáo de acordo com as previsóes da relatividade. 

27. R. Shaw, American Journal ofPhysics , 30, 72 (1962). 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 1-1 Provas Experimentáis da Relatividade 

1-1. No episodio 5 de Guerra ñas Estrelas, as espagonaves do Império langam sondas nao tripuladas cuja missáo é descobrir a 
base da Alianga Rebelde. Suponha que urna espagonave que está se movendo a urna velocidade de 2,3 x 10 8 m/s em diregáo a 
Hoth (onde fica a base rebelde) lance urna sonda na diregáo de Hoth com urna velocidade de 2,1 x 10 8 m/s em relagáo á 
espagonave. Se a transformagáo de Galileu fosse válida para altas velocidades, (a) qual seria a velocidade da sonda em relagáo a 
Hoth? ( b ) Se as sentinelas dos rebeldes estivessem observando a espagonave do Império através de um telescopio, veriam a 
sonda antes que ela pousasse em Hoth? 

1-2. Em urna série de medidas da velocidade da luz, Michelson usou urna distáncia L de 27,4 km. (a) Qual o tempo necessário 
para a luz fazer a viagem de ida e volta, percorrendo urna distáncia 2L1 ( b ) Qual é o valor da corregáo clássica, em segundos 
(Equagáo 1-5), supondo que a velocidade da Terra é v = 1CT 4 el (c) Depois de cerca de 1.600 medigóes, Michelson chegou a um 
valor de 299.796 ± 4 km/s para a velocidade da luz. Esse valor experimental é suficientemente preciso para que o termo de 
corregáo dado pela Equagáo 1-5 faga alguma diferenga? 

1-3. Um deslocamento de urna franja no experimento de Michelson-Morley seria causado por urna diferenga de um 
comprimento de onda ou urna mudanga de um período de oscilagáo no percurso da luz quando o interferómetro fosse girado de 
90°. Que velocidade Michelson teria calculado para o movimento da Terra em relagáo ao éter se o experimento tivesse 
detectado um deslocamento de urna franja? 

1-4. Nos “velhos tempos” (por volta de 1935), os pilotos usavam pequeños avióes, com motores relativamente possantes, para 
disputar corridas em pistas marcadas por postes. Suponha que dois desses pilotos estejam voando a 210 km/s. (Lembre-se de 
que isso foi há muito tempo!) Os dois aviadores completam o percurso de ida e volta de 40 km, mas suas pistas sáo 
perpendiculares e existe um vento constante de 32 km/h soprando paralelamente á pista do primeiro piloto, {a) Qual dos avióes 
ganha a corrida? Quantos segundos chega na frente do outro? ( b ) Quais devem ser os cursos adotados pelos dois pilotos em 
relagáo aos eixos das respectivas pistas? 

1-5. Paul Ehrenfest 25 sugeriu o seguinte experimento imaginário para ilustrar a diferenga entre as observagóes que seriam feitas 
caso a luz se movesse em relagáo a um éter estacionário e as observagóes que sáo feitas de acordo com o segundo postulado de 
Einstein: 

Suponha que vocé estivesse sentado no centro de urna grande esfera opaca com 3 x 10 8 m de raio cuja superficie interna 
fosse espelhada. Urna fonte situada no centro da esfera emite um pulso luminoso que se propaga na forma de urna onda 
esférica de raio crescente. 

O que vocé vería nos primeiros 3 segundos após a emissáo do pulso (< a ) se a esfera estivesse se deslocando em relagáo ao éter 
com urna velocidade constante de 30 km/s; ( b ) supondo que o segundo postulado de Einstein esteja correto? 

1-6. Einstein contou que na infáncia havia se interessado pelo seguinte problema: se vocé segura um espelho com o brago 
estendido e observa o próprio reflexo, o que acontece quando comega a correr? Suponha, que sua velocidade é v = 0,99c. Vocé 
ainda será capaz de observar o próprio reflexo? Nesse caso, qual será o aspecto da sua imagem e por qué? 

1-7. Verifique, através de cálculos matemáticos, que o resultado do experimento de Michelson-Morley estabelece um limite 


superior para a velocidade da Terra em relagáo ao éter de aproximadamente 5 km/s. 

1-8. Considere dois referenciais inerciais. Quando observadores situados nos dois referenciais medem as grandezas abaixo, 
quais sao as medidas que devem fomecer os mesmos resultados numéricos? Explique o motivo em cada caso. 

(a) A distancia entre dois eventos 
(tí) O valor da massa de um próton 

(c) A velocidade da luz 

(d) O intervalo de tempo entre dois eventos 

(e) A primeira lei de Newton 

(/) A ordem dos elementos na tabela periódica 
(g) O valor da carga do elétron 

Segáo 1-2 Os Postulados de Einstein 

1-9. Suponha que o trem que aparece na Figura 1-14 tenha 1,0 km de comprimento do ponto de vista do observador em C e 
esteja se movendo com urna velocidade de 150 km/h. Qual é o intervalo entre a chegada das duas frentes de onda em C do 
ponto de vista de um observador C em SI 

1-10. Suponha que A\ B ' e C estejam em repouso no referencial S ', que se move em relagáo a S com velocidade v no sentido 
positivo do eixo dos v. O ponto B' está exatamente a meio caminho entre A f e C', cuja distancia é L f . Em t f = 0, um pulso 
luminoso é emitido em B r e se propaga em todas as diregóes como urna onda esférica, (a) As frentes de onda chegam 
simultáneamente em A r e C de acordo com um observador em S r 7 (tí) As frentes de onda chegam simultáneamente emA'eC' 
de acordo com um observador em S7 (c) Se a resposta ao item (a) ou (tí) foi negativa, qual é a diferenga entre os tempos de 
chegada? Em que ponto a frente de onda chega primeiro? 

Segáo 1-3 A Transformagáo de Lorentz 

1-11. Faga um gráfico do fator relativístico y = 1/(1 - v 2 /c 2 )“ 1/2 em fungáo de P = v/c. Use pelo menos 10 valores de p entre 0 e 
0,995. 

1-12. Dois eventos ocorrem no mesmo ponto x' 0 do referencial S' nos instantes t\ e f(a) Use as Equagóes 1-19 para mostrar 
que, no referencial S , o intervalo entre os eventos é igual a y (t' 2 ~ t\). Por que, neste tipo de problema, as Equagóes 1-18 sao 
menos convenientes que as Equagóes 1-19? 

1-13. Suponha que um evento ocorra no referencial inercial S no ponto de coordenadas x = 75 mj= 18m,z = 4,0me/ = 2,0 x 
10 -5 s. O referencial inercial S ' está se movendo no sentido positivo do eixo dos v com urna velocidade v = 0,85c. As origens de 
S e S' coincidem emí = /' = 0. (a) Quais sao as coordenadas do evento em S'7 (tí) Use a transformagáo inversa dos resultados do 
item (a) para obter as coordenadas origináis. 

1-14. Mostré que o resultado negativo do experimento de Michelson-Morley pode ser explicado se o brago do interferó-metro 
paralelo á diregáo do movimento sofrer urna contragáo de (1 - v 2 /c 2 ) m . 

1-15. Duas espagonaves estáo em rota de colisáo. (a) Se a velocidade das duas espagonaves é 0,9c em relagáo á Terra, qual é a 
velocidade de urna em relagáo á outra? (tí) Se a velocidade das duas espagonaves em relagáo á Terra é 30.000 m/s (cerca de 100 
vezes a velocidade do som), qual é a velocidade de urna em relagáo á outra? 

1-16. Determine a transformagáo de Lorentz das componentes da aceleragáo de um corpo a partir da transformagáo de Lorentz 
das componentes da velocidade (Equagóes 1-23). 

1-17. Considere um relógio em repouso no referencial do laboratorio, (a) Desenhe um diagrama espago-tempo que mostré que o 
relógio adianta do ponto de vista de um foguete que se move com urna velocidade v = 0,8c em relagáo ao laboratorio, (tí) Um 
intervalo de tempo de 10 s pelo relógio do foguete corresponde a um intervalo de quantos segundos pelo relógio do laboratorio? 

1-18. Um raio luminoso se propaga ao longo do eixo / com velocidade c no referencial S\ que está se movendo para a direita 
com velocidade v em relagáo ao referencial S. (a) Determine os valores de u x e u y , as componentes x e y da velocidade do raio 
luminoso no referencial S. (tí) Mostré que o módulo da velocidade do raio luminoso no referencial S é igual a c. 

1-19. Urna partícula está se movendo com velocidade 0,9c ao longo do eixo x" do referencial S ", que está se movendo com 
velocidade 0,9c no sentido positivo do eixo v' do referencial S'. O referencial S' está se movendo com velocidade 0,9c no 
sentido positivo do eixo v do referencial S. (a) Determine a velocidade da partícula em relagáo ao referencial S'. (tí) Determine a 
velocidade da partícula em relagáo ao referencial S. 

Segáo 1-4 Dilatagáo dos Tempos e Contragáo das Distancias 

1-20. Use a expansáo binomial para demonstrar os seguintes resultados, válidos para v « c, e aplique-os, se necessário, aos 
problemas a seguir. 
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1 - 21 . Qual deve ser a velocidade relativa de dois observadores para que a diferenga entre suas medidas de intervalos de tempo 
seja de 1 %? (Veja o Problema 1-20.) 

1 - 22 . Urna nova é urna estrela cujo brilho aumenta bruscamente (veja o Capítulo 13). Suponha que os astrónomos terrestres 
observem simultáneamente o aparecimento de duas novas, urna na constelagáo de Orion e outra na constelagáo da Lira. As duas 
novas estáo á mesma distancia da Terra, 2,5 x 10 3 anos-luz, em diregóes diametralmente opostas. Observadores a bordo de um 
aviáo que viaja a 1.000 km/h ao longo da reta que liga Orion a Lira, no sentido de Orion para Lira, observam o aparecimento 
das mesmas novas, mas ele nao é simultáneo. ( a ) Qual é o intervalo de tempo entre o aparecimento das duas novas para os 
ocupantes do aviáo? ( b ) Qual das novas aparece primeiro? (Suponha que a Terra é um referencial inercial.) 

1-23. Urna régua de um metro está se movendo paralelamente a sua maior dimensáo com urna velocidade v = 0,6c em relagáo a 
um certo observador, (a) Determine o comprimento da régua do ponto de vista do observador. ( b ) Quanto tempo a régua leva 
para passar pelo observador? (c) Desenlie um diagrama espago-tempo, do ponto de vista do observador, supondo que a 
extremidade dianteira da régua passa pelo ponto i = 0no instante t = 0. Mostré que as respostas dos itens ( a ) e ( b ) podem ser 
obtidas a partir do diagrama. 

1 - 24 . O tempo de vida próprio de um méson tí (pión) é 2,6 x 10 -8 s. Se um feixe dessas partículas se move com velocidade 0,9c, 
(a) qual a vida média das partículas no referencial do laboratorio? (tí) Qual a distáncia que as partículas percorrem, em média, 
antes de se desintegrarem? (c) Qual seria a resposta do item (tí) se o efeito da dilatagáo dos tempos fosse desprezado? (d) Qual é 
o intervalo no espago-tempo entre a criagáo de um pión típico e sua desintegragáo? 

1 - 25 . Vocé foi escalado para controlar o tráfego em urna regiáo remota do espago. Quando um tumo sem novidades está prestes 
a terminar, urna espagonave passa por vocé em alta velocidade. De acordo com o seu sensor a láser, a espagonave tem 85 m de 
comprimento. O transponder da nave a identifica como um NCXXB-12 , um cargueiro espacial com um comprimento próprio de 
100 m. Ao transmitir seu relatório para o centro de controle, que velocidade vocé deve atribuir á espagonave? 

1 - 26 . O relógio de luz da espagonave da Figura 1-25 usa um pulso luminoso na diregáo do eixo y que é refletido por um espelho 
enquanto a espagonave se move na diregáo do eixo v. Suponha que, em vez disso, o pulso luminoso se propague na diregáo do 
eixo x r entre x' = 0e um espelho situado emi' = L (a) Qual é o tempo necessário para que um pulso faga um percurso de ida e 
volta no referencial da espagonave? (tí) Qual é esse tempo no referencial do laboratorio? (c) O resultado do item (tí) está de 
acordo com o fenómeno da dilatagáo dos tempos? Justifique sua resposta. 

1-27. Duas espagonaves passam urna pela outra viajando em diregóes opostas. Para um passageiro da nave A, a nave A tem 100 
m de comprimento e a nave B , que está se movendo com urna velocidade de 0,92c em relagáo a A, tem 36 m de comprimento. 
Quais sao os comprimentos das duas naves de acordo com um passageiro da nave B1 

1 - 28 . Urna régua de um metro está em repouso no referencial S' fazendo um ángulo de 30° com o eixo x\ Se S f está se movendo 
com P = 0,8 em relagáo a S , qual o comprimento da régua em S e que ángulo faz com o eixo dos xl 

1 - 29 . Urna caixa retangular em repouso no referencial S' tem lados a' = 2 m, tí = 2 m e d = 4 m e está orientada como na Figura 
1-44. O referencial S está de movendo com p = 0,65 em relagáo ao referencial S. (a) Determine o volume da caixa em S f e em 
S. (b) Faga um desenho da caixa do modo como é vista por um observador em S. 



Segáo 1-5 0 Efeito Doppler 

1 - 30 . Com que velocidade um observador deve se mover em diregáo a urna luz vermelha (X = 650 nm) para que parega amarela 
(X = 590 nm), verde (X = 525 nm) e azul (X = 460 nm)? 




1-31. Urna galáxia distante está se afastando da Terra com urna velocidade de 1,85 x 10 7 m/s. Calcule o desvio para o vermellio 
(V - Ao)/A 0 da galáxia. 

1-32. A luz de urna estrela próxima apresenta um desvio para o azul de 2%, isto é,/, bs = 1,02 \f 0 . A estrela está se aproximando 
ou se afastando da Terra? Qual é a velocidade da estrela? (Suponha que a diregáo do movimento é a da reta que liga a estrela á 
Terra.) 

1-33. As estrelas emitem urna luz vermelha com um comprimento de onda de 656,3 nm, denominada linha Efi, produzida por 
átomos de hidrogénio. Calcule o comprimento de onda dessa luz para um observador terrestre, supondo que a estrela está se 
afastando da Terra em linha reta com urna velocidade de {a) 10 ~ 3 c; ( b ) 10“ 2 c; (c) 10 -1 c. 


Segáo 1-6 0 Paradoxo dos Gémeos e Outras Surpresas 

1-34. Paulo Cesar embarca em urna espagonave e se afasta da Terra a urna velocidade constante de 0,45c em diregáo a 
Betelgeuse (urna estrela gigante vermelha da constelagáo de Orion). Um ano depois, de acordo com os relógios terrestres, o 
irmáo gémeo de Paulo Cesar, Paulo Roberto, embarca em outra espagonave e se dirige para Betelgeuse a urna velocidade 
constante de 0,95c. (< a ) Quando Paulo Roberto alcanga Paulo Cesar, qual é a diferenga de idade entre os dois irmáos? ( b) Qual 
dos dois está mais velho? 

1-35. Vocé aponía urna lantema láser para a Lúa, produzindo um ponto luminoso na superficie lunar. Qual a velocidade angular 
mínima com a qual deve mover a lantema para que o ponto luminoso percorra a superficie da Lúa com urna velocidade v > c? 
Por que nao é possível transmitir informagóes de urna base lunar para outra usando esse ponto luminoso? 

1-36. Um relógio é instalado a bordo de um satélite que gira em tomo da Terra com um período de 108 minutos, (a) Qual é a 
diferenga entre a hora indicada por este relógio e a hora indicada por um relógio terrestre após 1 ano? {tí) Quanto tempo terá 
passado na Terra quando a diferenga entre os dois relógios for de 1 segundo? (Use as equagóes da relatividade restrita e ignore 
os efeitos da relatividade geral.) 

1-37. Einstein usou os trens em muitos experimentos imaginários porque eram o meio de transporte mais veloz de sua época. 
Suponha que um trem está viajando á noite em um trecho retilíneo com urna velocidade de 0,65c. A luz dos faróis produz um 
cone com 60° de abertura, do ponto de vista do maquinista. Se o trem se aproxima de um observador parado junto aos trilhos (a 
distancia entre os trilhos é 1,5 m), a que distancia está o trem quando o observador deixa de ver a luz dos faróis? 


NÍVEL II 

1-38. Em 1971, quatro relógios atómicos portáteis foram colocados a bordo de avióes comerciáis a jato, dois em voos para leste 
e dois em voos para oeste, com o objetivo de testar as previsóes da relatividade. 26 {á) Se o aviáo que voou para oeste mantivesse 
urna velocidade média de 1.500 km/h em relagáo á superficie, quanto tempo teria que voar para que os relógios a bordo 
perdessem 1 s em relagáo ao relógio-padráo do U.S. Naval Observatory? {tí) No experimento, os avióes deram urna volta 
completa em tomo da Terra e a diferenga observada entre os relógios foi 273 ns. Qual foi a velocidade média dos avióes? 

1-39. O “arrasto do éter” foi urna das possibilidades aventadas para explicar o resultado negativo do experimento de Michelson- 
Morley (veja a Leitura Suplementar). O fenómeno da aberragáo estelar refuta esta hipótese. Suponha que a Terra se mova em 
relagáo ao éter com velocidade v e que um raio luminoso (proveniente, por exemplo, de urna estrela) se aproxime da Terra 
fazendo um ángulo 0 com v. {a) Mostré que o ángulo de aproximagáo no referencial da Terra, 0", é dado por: 


tan 0' 


sén 0 

eos 6 + v/c 


{tí) 0” é o ángulo da aberragáo estelar. Se 0 = 90°, qual é a diferenga entre 0’e 90 o ? 

1-40. Urna régua de comprimento próprio L p passa por vocé a urna velocidade v. Vocé estende a máo e segura a extremidade 
traseira da régua, fazendo esse ponto parar instantáneamente no seu referencial. Supondo que essa informagáo, de que a 
extremidade traseira da régua parou, propaga-se ao longo da régua á velocidade da luz (na verdade, ela se propaga á velocidade 
do som), (a) mostré que, para qualquer velocidade v > 0, a régua assume um comprimento maior que o comprimento próprio L p 
antes que a extremidade dianteira pare e a régua volte a ter o comprimento próprio. ( b ) Definindo um “coeficiente de 
alongamento” A como a diferenga entre o comprimento máximo e o comprimento próprio dividida pelo comprimento próprio, 
desenhe um gráfico de A em fungáo de v/c para os seguintes valores de v/c : 0; 0,10; 0,25; 0,40; 0,50; 0,65; 0,80; 0,85; 0,90; 
0,95; 0,98. (c) Qual é o comprimento máximo da régua quando v —► el 

1-41. Um amigo da sua idade viaja para Alfa do Centauro, a 4 anos-luz de distáncia, e volta imediatamente. Ele afirma que a 
viagem durou apenas 6 anos, (a) Com que velocidade seu amigo viajou? {tí) Qual é a diferenga de idade entre vocés dois 
quando voltam a se encontrar? (c) Desenhe um diagrama espago-tempo para confirmar as respostas dos itens {a) e {tí). 

1-42. Um relógio é colocado a bordo de um satélite que dá urna volta em tomo da Terra a cada 90 minutos. Qual é a diferenga 
entre o relógio de bordo e um relógio terrestre após 1 ano? (Ignore todos os efeitos que náo sejam os da relatividade restrita.) 



1 - 43 . No referencial S , o evento B ocorre 2 jas depois do evento A e a urna distancia Ax = 1,5 km deste evento, (a) Qual deve ser 
a velocidade de um observador no sentido positivo do eixo x para que os dois eventos ocorram simultáneamente? ( b ) É possível 
que o evento B preceda o evento A para algum observador? (c) Desenhe um diagrama espago-tempo que ilustre as respostas aos 
itens (a) e ( b ). ( d) Determine o valor do intervalo no espago-tempo e a distancia própria entre os eventos. 

1 - 44 . Um feixe de mésons y + (píons) viaja em um tubo de um acelerador de partículas a urna velocidade P = 0,92 em relagáo ao 
laboratorio. ( a ) Determine o valor de y para esses píons. (b) O tempo de vida próprio dos píons é 2,6 x 10 -8 s. Qual é o tempo de 
vida no referencial no laboratorio? (c) Se o feixe contém inicialmente 50.000 píons, quantas partículas restam 50 m adiante? (d) 
Qual é a resposta do item (c) se a dilatagáo dos tempos for ignorada? 

1 - 45 . H.A. Lorentz sugeriu, 15 anos antes que o artigo de Einstein sobre a relatividade restrita fosse publicado em 1905, que o 
resultado nulo do experimento de Michelson-Morley podia ser explicado por urna contragáo do brago do interferómetro, na 
diregáo paralela ao movimento relativo entre a Terra e o éter, que reduzisse o comprimento desse brago para L = L p { 1 - 
i^/c 2 ) -172 . Lorentz considerou este efeito, incorretamente, como urna deformagáo real da matéria. De quantos diámetros atómicos 
a substancia de que era feito o brago do interferómetro teria que encolher para que a ausencia do deslocamento esperado de 0,4 
largura de franja pudesse ser explicada? (Suponha que o diámetro atómico é da ordem de 10~ 10 m.) 

1 - 46 . Os observadores estacionários em relagáo a um certo referencial S observam urna explosáo em x\ = 480 m. Urna segunda 
explosáo acontece 5 Xs mais tarde em x 2 = 1.200 m. No referencial S\ que está se movendo com velocidade v no sentido 
positivo do eixo x, as explosóes ocorrem no mesmo local, (a) Desenhe um diagrama espago-tempo que ilustre a situagáo. ( b ) 
Determine a velocidade v a partir do diagrama, (c) Calibre o eixo cf e determine o intervalo de tempo em Xs entre as duas 
explosóes do ponto de vista de um observador em S r . (d) Verifique os resultados através de cálculos matemáticos. 

1 - 47 . Duas espagonaves com 100 m de comprimento quando medidas em repouso viajam urna em diregáo á outra com urna 
velocidade de 0,85c em relagáo á Terra, (a) Qual é o comprimento das espagonaves para um observador terrestre? ( b ) Qual é a 
velocidade de urna das espagonaves do ponto de vista de um observador situado na outra? (c) Qual é o comprimento de urna das 
espagonaves do ponto de vista de um observador situado na outra? ( d) No instante t = 0, no referencial da Terra, as 
extremidades dianteiras das espagonaves passam urna pela outra. Em que instante as extremidades traseiras passam urna pela 
outra? (c) Desenhe um diagrama espago-tempo no referencial de urna das espagonaves mostrando a passagem da outra. 

1 - 48 . Para v « c, o desvio Doppler é dado aproximadamente por Af/f 0 = ±p, tanto na teoría clássica como na relativística. Um 
transmissor-receptor de radar envía um pulso em diregáo a urna espagonave e recebe o sinal refletido com um desvio positivo 
A///o = 8 x 10“ 7 . Qual é a velocidade da aeronave? (Suponha que a aeronave está se movendo na diregáo do transmissor.) 

1 - 49 . O resultado negativo do experimento de Michelson-Morley poderia ser explicado se a velocidade da luz dependesse do 
movimento da fonte em relagáo ao observador. Considere um sistema estelar binário eclipsante, isto é, um par de estrelas em 
órbita em tomo do centro de massa comum no qual o plano da órbita passa pela Terra, como é praticamente o caso do sistema 
Algol (veja a Leitura Suplementar). Suponha que as estrelas do sistema descrevem órbitas circulares com um período de 115 
dias e que a velocidade orbital de urna das estrelas é 32 km/s (a velocidade orbital da Terra). Se a hipótese proposta fosse 
verdadeira, os astrónomos veriam simultáneamente duas imagens da estrela em oposigáo, ou seja, em lados opostos da órbita. 
Qual seria a distáncia mínima L entre a Terra e o sistema binário para que esse fenómeno ocorresse? 

1 - 50 . Os referenciais S q S' estáo se movendo com os eixos x e x f paralelos. Seus relógios sao ajustados para t = f = 0 no 
momento em que as origens dos dois referenciais coincidem. No referencial S , o evento 1 ocorre em x\ = 1 ano-luz e t\ = 1 ano e 
o evento 2 ocorre em x 2 = 2 anos-luz e ¿ 2 = 0,5 ano. Os eventos ocorrem simultáneamente no referencial S f . (a) Determine o 
módulo e a diregáo da velocidade de S' em relagáo a S. ( b ) Em que instante os eventos ocorrem no referencial S’l (c) Calcule o 
intervalo no espago-tempo, As, entre os eventos, (d) O intervalo é do tipo espacial, temporal ou luminoso? (e) Qual é a distáncia 
própria L p entre os eventos? 

1 - 51 . Repita os itens (a) e ( b ) do Problema 1-50 usando um diagrama espago-tempo. 

1 - 52 . Um observador no referencial S, situado na origem, observa dois pulsos de luz colorida cuja distáncia espacial é Ax = 
2.400 m. Um pulso azul ocorre primeiro, seguido por um pulso vermelho 5 Xs mais tarde. Um observador em S\ que está se 
movendo no sentido positivo do eixo dos x com urna velocidade v em relagáo a S, também observa que os pulsos ocorrem com 
um intervalo de 5 ps e urna separagáo de 2.400 m, mas o pulso vermelho é observado primeiro. Determine o módulo e a diregáo 
de v. 

1 - 53 . Um próton vindo do espago chega a um laboratorio com urna velocidade de 0,85c e fazendo um ángulo de 50° com o 
semieixo positivo dos x (no plano xy do laboratorio). Determine o módulo e a diregáo do próton do ponto de vista de um 
referencial S' que esteja se movendo com urna velocidade P = 0,72. 

NÍVEL III 

1 - 54 . Urna régua de um metro de comprimento em S está se movendo com velocidade constante v y no sentido positivo do eixo 
y , com a maior dimensáo paralela ao eixo x. Use um diagrama espago-tempo em S para mostrar que a régua parece fazer um 


ángulo 0' com o eixo x' de um referencial S' que está se movendo com velocidade p = 0,65 no sentido positivo do eixo v. 
Determine o valor do ángulo 0'. 

1 - 55 . A equagáo da frente de onda esférica de um pulso luminoso que parte da origem no instante t = 0 é x 2 + y 2 + z 2 - (« ct ) 2 = 0. 
Use a transformagáo de Lorentz para mostrar que a frente de onda do pulso em qualquer referencial S' que esteja se movendo 
com velocidade constante em relagáo a S também é esférica. [Sugestáo: Mostré que a equagáo de onda em S' é x a + y' 2 + z' 2 - 

(O 2 * 0-] 

1 - 56 . Este problema é inspirado em um interessante paradoxo proposto por R. Shaw. 27 Urna placa muito fina de metal, com um 
furo circular de 1 m de diámetro e centro no eixo y , é mantida paralela ao plano vz e se move no sentido positivo do eixo y com 
urna velocidade constante v y (Figura 1-45). Urna régua de um metro de comprimento, com a maior dimensáo paralela ao eixo x, 
se move no sentido positivo do eixo v com p = v/c. A placa chega ao plano y = 0 no mesmo instante em que o centro da régua 
chega á origem de S. Como o comprimento da régua é menor do que o comprimento de repouso do ponto de vista dos 
observadores em S, ela consegue passar pelo furo de 1 m sem nenhum problema. Um paradoxo parece surgir quando nos 
lembramos de que, para o observador em S\ o referencial da régua, o diámetro do furo é menor que o diámetro de repouso e, 
portanto, menor que o comprimento da régua, caso em que a régua nao poderia passar pelo furo. Resolva o paradoxo. A régua 
consegue passar pelo furo? 



1 - 57 . Dois eventos em S sao separados por urna distáncia D = x 2 ~ x\ e um intervalo de tempo T = t 2 ~ t\. ( a ) Use a 
transformagáo de Lorentz para mostrar que no referencial S\ que está se movendo com velocidade v em relagáo a S, o intervalo 
de tempo é dado por f 2 ~ t\ = y (T- vD/c 2 ). ( b ) Mostré que os eventos podem ser simultáneos no referencial S' apenas s eD> 
cT. (c) Se um dos eventos é a causa do outro, a distáncia D deve ser menor que cT , já que Dlc é o menor tempo que um sinal 
pode levar para ir de x\ a x 2 no referencial S. Mostré que, para D < cT, t' 2 > t\ em qualquer referencial. (d) Suponha que seja 
possível enviar um sinal com velocidade d > c, de modo que, no referencial S, a causa preceda o efeito por um intervalo de 
tempo T = D/d. Mostré que, nesse caso, existe um referencial com velocidade v < c em relagáo a S no qual o efeito precede a 
causa. 

1 - 58 . Dois observadores resolvem testar o efeito de dilatagáo dos tempos. Estáo equipados com relógios iguais, e um deles, em 
repouso no referencial S\ está se movendo com velocidade v = 0,6c em relagáo ao outro, que está em repouso no referencial S. 
Os dois relógios sao ligados no momento em que as origens dos dois sistemas coincidem. Os observadores combinaram enviar 
um sinal quando os relógios indicarem 60 min e um segundo sinal quando receberem o sinal do companheiro. (< a ) Em que 
instante o observador em S recebe o sinal do observador em S f l {b) Em que instante o observador em S recebe o segundo sinal? 
(c) Faga urna tabela mostrando os instantes em que o observador em S envia o primeiro sinal, recebe o primeiro sinal e recebe o 
segundo sinal. Como essa tabela se compara com urna tabela idéntica preparada pelo observador em 5'? 

1 - 59 . Um disco horizontal está girando com velocidade angular L Existe um relógio no centro do disco e outro a urna distáncia 
r do centro. Em um referencial inercial em relagáo ao qual o centro do disco está em repouso, o relógio fora do centro está se 
movendo com velocidade u = reo. Mostré que, de acordo com o fenómeno da dilatagáo dos tempos da relatividade restrita, a 
relagáo entre o intervalo de tempo medido pelo relógio em repouso, A¿ 0 , e o intervalo de tempo medido pelo relógio em 
movimento, At , é dada por: 


A f r ~ A f 0 r 2 ü> 2 
A t 0 “ "2?" 


se m c 







1 - 60 . Dois foguetes A q B deixam urna estagáo espacial com vetores velocidade v A e \ B em relagáo ao referencial da estagáo, S, 
mutuamente perpendiculares, (a) Determine a velocidade de A em relagáo a B , \ BA . (b) Determine a velocidade de B em relagáo 
a A, \ AB . (c) Explique por que \ AB e \ BA nao apontam em diregoes opostas. 

1 - 61 . Suponha que um sistema S , constituido por urna rede cúbica de réguas e relógios sincronizados como a que aparece na 
Figura 1-13, esteja se movendo em alta velocidade no sentido positivo do eixo x. Como as réguas paralelas ao eixo x sofrem 
urna contragáo, o cubo assume a forma de um paralelepípedo, com o lado paralelo a x mais curto que os outros dois, quando é 
medido por um observador em S'. Lembrando, porém, que o cérebro constrói as imagens a partir das ondas luminosas que 
atingem o olho simultáneamente, e nao a partir das ondas que deixam a fonte simultáneamente, faga um desenho do aspecto que 
o cubo teria nesse caso. Procure representar os ángulos e distancias envolvidos com a maior precisáo possível. (Suponha que o 
cubo em movimento está a urna distáncia, do olho, maior que 10 m). 

1 - 62 . A Figura 1-11¿> da Leitura Suplementar a respeito do experimento de Michelson-Morley mostra um sistema binário 
eclipsante. Suponha que o período do movimento é T e que o sistema binário se encontra a urna distáncia L da Terra, na qual L é 
suficientemente grande para que os pontos A e B da Figura 1-1 Ib estejam em pontos diametralmente opostos da órbita. 
Considere o movimento de urna das estrelas e ( a ) mostré que a estrela parecería levar um tempo 772 + 2 Lv/(c 2 - v 2 ) para se 
deslocar de A até B e um tempo 772 - 2 Lv/(c 2 - v 2 ) para se deslocar de B até A, supondo que a adigáo clássica das velocidades 
pudesse ser aplicada á luz, ou seja, que a teoría balística da luz estivesse correta. ( b ) Para qual período orbital a estrela parecería 
estar simultáneamente nos pontos AqBI 

1 - 63 . Mostré que, se urna partícula se move em um referencial S com velocidade escalar u em urna trajetória retilínea que faz 
um ángulo 0 com o eixo x, o ángulo 0' da trajetória da partícula com o eixo x' de um referencial S' que se move com velocidade 
escalar v paralelamente ao eixo x é dado por 


Ean 0' 


sen 0 

y (eos O — v/u) 


1 - 64 . Como os jatos emitidos por algumas galáxias (veja a Figura 1-41), alguns objetos astronómicos distantes parecem se 
mover com urna velocidade maior que a da luz. Suponha que a galáxia distante AB15, que está se mo vendo com urna 
velocidade v que faz um ángulo 0 com a diregáo da Terra, emite dois claróes luminosos separados por um intervalo de tempo A t 
no referencial da galáxia. ( a ) Mostré que o intervalo de tempo no referencial da Terra, Aberra? é dado por Aberra = A¿(1 - p eos 

Axi- erra |3 sen 0 , 

t - |i eos 0 


0). ( b ) Mostré que a velocidade aparente da galáxia, medida por observadores terrestres, éy^ 
Supondo que P = 0,75, calcule o valor de 0 para o qual v ap = c. 





*Aqui está implícita a suposi^áo de que as equa?5es que regem a 
propagado da luz sao invariantes em rela^áo á transformado 
de Galileu, o que, como já foi dito, nao é verdade. (N.T.) 


Relatividade 


2-1 Momento Relativístico 
2-2 Energía Relativística 

2-3 Conversóes Massa/Energia e Energía de Ligagáo 
2-4 Massa Invariante 
2-5 Relatividade Geral 


N a segáo de abertura do Capítulo 1, discutimos a observagáo clássica de que, se a segunda lei de Newton F = ma é válida em 
um referencial, também é válida em qualquer outro referencial que esteja se movendo com velocidade constante em 
relagáo ao primeiro, isto é, em qualquer referencial inercial. Como vimos na Segáo 1-1, a transformagáo de Galileu (Equagáo 1- 
2) leva á mesma aceleragáo a' x = a x nos dois referenciais; forgas como as produzidas por molas distendidas também sao as 
mesmas nos dois referenciais. Entretanto, de acordo com a transformagáo de Lorentz, as aceleragóes náo sáo iguais em dois 
desses referenciais. Se urna partícula tem urna aceleragáo a x e urna velocidade u x no referencial S , a aceleragáo da partícula em 
S\ obtida calculando o valor de du' x /dt\ na qual u' x é dado pela Equagáo 1-22, é 

t _ J | 

&X 3 y , i 

y (l - vujc y 

Assim, para que a segunda lei de Newton F = ma seja válida no segundo referencial, o valor de F /m também náo pode ser o 
mesmo nos dois referenciais e, portanto, a forga F náo é invariante em relagáo á transformagáo de Lorentz. 

Na verdade, é razoável esperar que forga F náo se mantenha constante para altas velocidades, já que, se a forga se 
mantivesse constante, de acordo com a equagáo a = F/m, a aceleragáo seria constante e, portanto, a velocidade de urna partícula 
poderia aumentar sem limite. Entretanto, se a velocidade de urna partícula fosse maior do que c em algum referencial náo 
poderíamos passar de S para o referencial de repouso da partícula, já que y se toma imaginário para v > c. É possível 
demonstrar, a partir da transformagáo de velocidades, que se a velocidade de urna partícula é menor que c em um referencial S , 
é menor que c em qualquer referencial que esteja se movendo em relagáo a S com velocidade v < c. Este resultado nos leva a 
supor que as partículas jamais atinjam velocidades maiores do que c. Assim, esperamos que a segunda lei de Newton, F = ma, 
náo seja invariante em relagáo á transformagáo de Lorentz. Nesse caso, precisamos de urna nova lei de movimento, mas urna lei 
que seja equivalente á versáo clássica de Newton para P (= v/c) — ► 0, já que, quando P « 1, a lei F = ma está de acordo com as 
observagóes experimentáis. 

Neste capítulo, vamos discutir as mudangas introduzidas na dinámica clássica pela teoría da relatividade, com atengáo 
especial para as tres grandezas que serviram de base para a mecánica clássica: massa, momento e energía. Vamos ver que entre 
essas mudangas, táo radicáis quanto as que encontramos no Capítulo 1, estáo urna transformagáo de Lorentz para o momento e a 
energia e urna nova grandeza invariante para fazer companhia ao intervalo no espago-tempo Ay. No final do capítulo, 
examinaremos brevemente os referenciais náo inerciais ou acelerados de que trata a teoría da relatividade geral, a teoría da 
gravitagáo de Einstein que serve de base para os estudos contemporáneos da origem e evolugáo do universo. 




2-1 Momento Relativístico 

Entre os principios mais importantes da física clássica estáo as leis de conservagáo do momento e de conservado da energía 
total. Como vamos ver no Capítulo 12, essas leis fundamentáis estáo ligadas a certas simetrías que existem ñas leis da física. 
Assim, por exemplo, a conservagáo da energia total na física clássica é urna consequéncia da simetría, ou invariáncia, das leis da 
física com relagáo a translagóes no tempo. Isso faz com que as leis de Newton se apliquem hoje em dia exatamente do mesmo 
modo como se aplicavam na época em que foram formuladas. A conservagáo do momento resulta da invariáncia das leis da 
física em relagáo a translagdes no espago. Na verdade, o primeiro postulado de Lorentz e a transformagáo de Lorentz resultante 
(Equagóes 1-18 e 1-19) asseguram que esta última invariáncia seja mantida em todos os referenciais inerciais. 

A simplicidade e universalidade dessas leis de conservagáo nos levam a buscar equagóes para a mecánica relativística, 
análogas á Equagáo 1-1 e outras, que sejam compatíveis com a conservagáo do momento e da energia e ao mesmo tempo 
invariantes em relagáo á transformagáo de Lorentz. É fácil provar que o momento da mecánica clássica náo é conservado na 
mecánica relativística. Para mostrar que isso é verdade, vamos examinar urna colisáo isolada entre dois corpos em um exemplo 
no qual evitamos a questáo de como transformar forgas supondo que a resultante das forgas externas seja nula. Na mecánica 
clássica, o momento total p = é conservado. Vamos ver que na mecánica relativística a conservagáo da grandeza J/w/U/ é 
urna aproximagáo válida apenas em baixas velocidades. 

Considere um observador no referencial S com urna bola A e outro em S' com urna bola B. As bolas tém massa m e sáo 
iguais quando medidas em repouso. Os dois observadores arremessam as bolas ao longo dos respectivos eixos y com 
velocidades u 0 (medidas nos respectivos referenciais), urna em diregáo á outra. 1 Supondo que as bolas sejam perfeitamente 
elásticas, cada observador observa que sua bola adquire urna velocidade ~u 0 após a colisáo. Para que o momento total seja 
conservado, é preciso que a componente y seja nula, já que o momento de cada bola troca de sinal após a colisáo, mas o valor 
absoluto permanece o mesmo.* Entretanto, ao usarmos a transformagáo relativística das velocidades, constatamos que a 
grandeza mu y náo tem o mesmo valor para as duas bolas, seja do ponto de vista do observador em seja do ponto de vista do 
observador em S'. 

Considere a colisáo do ponto de vista do observador em S (Figura 2-1 a). Neste referencial, a bola A está se movendo ao 
longo do eixo y com velocidade u yA = u 0 . A velocidade da bola B tem urna componente v dada por u xB = ve urna componente y 
dada por 

«vfl = Uysh = ”«oV 1 - V 2 jc 2 2-2 

Para chegar á Equagáo 2-2, usamos as equagóes de transformagáo das velocidades (Equagáo 1-22) e o fato de que u' yB = ~u 0 , 
u' xB = 0. Vemos que a componente y da velocidade da bola B é menor em valor absoluto que a componente y da bola A. A 
presenga do fator (1 - v 2 /c 2 ) 112 é urna consequéncia da dilatagáo dos tempos. O tempo que a bola B leva para percorrer urna certa 
distáncia ao longo do eixo y em S é maior que o tempo medido em S ' para a mesma distáncia. Assim, em S , a componente y 
total do momento clássico náo é nula. Como as componentes y das velocidades mudam apenas de sinal em urna colisáo elástica, 
o momento definido pela equagáo p = u náo é conservado em S. A análise do problema do ponto de vista de S ' leva á mesma 
conclusáo (Figura 2-1 ¿), já que os papéis d qAqB sáo simplesmente intercambiados. 2 No limite clássico v « c, naturalmente, o 
momento é conservado, já que neste limite y-le^g - u 0 . 

O motivo para definimos o momento como na mecánica clássica é que esta grandeza é conservada quando náo 
existem forgas externas, como em nosso exemplo. Vemos agora que esta grandeza é conservada apenas na aproximagáo v « c. 
É possível, porém, definir um momento relativístico p de urna partícula que apresente as seguintes propriedades: 


1. p é conservado ñas colisóes. 

2. p tende a mu quando u/c tende a zero. 



x 


FIGURA 2-1 ( a ) Colisáo elástica de duas bolas iguais, do ponto de vista do observador S. Se a componente vertical da velocidade B for 












uo para o observador S\ será uq/j para o observador S. ( b ) A mesma colisáo, do ponto de vista do observador S'. Para este observador, a 
componente vertical da bola A é uq/j. 


Vamos aplicar a primeira dessas condigoes á colisáo de duas bolas que acabamos de discutir, observando dois pontos 
importantes. Em primeiro lugar, para cada um dos dois observadores da Figura 2-1, a velocidade das bolas (em valor absoluto) 
nao é alterada pela colisáo elástica: tanto antes como depois da colisáo, é u 0 para a bola langada pelo observador q u = ( u 2 y + 
v 2 ) 172 para a outra bola. Em segundo lugar, a falta de conservagáo de momento que descrevemos náo pode se dever ás 
velocidades, porque usamos a transformagáo de Lorentz para calcular as componentes y. Nesse caso, deve ter algo a ver com a 
massa! Vamos escrever a lei de conservagáo da componente;; do momento do ponto de vista do observador em chamando a 
massa da bola arremessada pelo observador S de m(u 0 ) e a massa da bola arremessada pelo observador S r de m(u)\ 


m(H 0 )« 0 + m(u)u yB = -w(fí 0 )ü 0 - m(u)u y[} 


(antes da colisáo) 


(depois da colisáo) 


A Equa?ao 2-3 pode ser colocada na forma 

ftt {ti ) 

m(Urj) 
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2-4 


2-3 


De acordo com a Equagáo 2-2, se u 0 « v, temos também u yB « v e, portanto, u ~ v. 

Vamos agora considerar o caso limite em que u 0 —► 0, isto é, em que as duas bolas estáo em repouso no respectivo 
referencial “local” e a colisáo é “de raspáo”, com a bola B passando pela bola A com velocidade v. Nesse caso, levando em 
conta as Equagóes 2-2 e 2-4 e supondo que a Equagáo 2-3 é respeitada, isto é, que o momento é conservado, temos: 


m(u = v) ü 0 

*?(«() = ü ) a. G V 1 - v 2 /c 2 


ou 


y , _ r/l 

m(tt) = — , = 2-r» 

VI — u 2 jc 2 

No projeto e operagáo dos grandes aceleradores de partículas, como o LHC do CERN, os engenheiros e cientistas usam 
rotineiramente as expressoes relativísticas do momento e da energía. 


De acordo com a Equagáo 2-5, o observador em S mede a massa da bola B , que se move em relagáo a ele com velocidade u , 
como igual a 1/(1 - u 2 lc 2 ) m vezes a massa de repouso da bola, ou seja, a massa da bola B no referencial em que esta bola se 
encontra em repouso. Observe que a massa medida por um observador em relagáo ao qual a bola está em movimento é sempre 
maior do que a massa medida por um observador em relagáo ao qual a bola está em repouso. 

Vemos, portanto, que a lei de conservagáo do momento continua a ser válida na teoría da relatividade, contanto que o 
momento p de um corpo de massa m que esteja se movendo com velocidade u em relagáo a um referencial inercial S seja dado 
por 


mu 

Vi - a 2 ¡A 


2-6 


em que u é o vetor velocidade da partícula. Tomamos, portanto, a Equagáo 2-6 como a defínigáo do momento relativístico. É 
evidente que o momento definido desta forma apresenta a segunda propriedade, já que o denominador tende a 1 quando u/c 
tende a zero. De acordo com esta defínigáo, os momentos das duas bolas A e B da Figura 2-1 do ponto de vista de um 
observador em S sáo dados por 


mu# JNtíy E 

VI - ul/c 2 { ' Vi - («ií + «ye)/c 2 

sendo u yB = w 0 ( 1 - v 2 /c 2 ) 172 e u xB = v. Também é fácil mostrar que p yB = ~p yA . Por causa da semelhanga entre o fator 1/(1 - 
u 2 lc 2 ) m e a constante A da transformagáo de Lorentz, a Equagáo 2-6 ás vezes é escrita na forma 
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2-7 


p = ymu com y = — . = 

V I - u 2 fc 2 

O uso do símbolo y para representar duas grandezas conceitualmente diferentes pode causar alguma confusáo; a notagáo, 
porém, já está consagrada e simplifica muitas das equagóes relativísticas. Usaremos também esta notagáo, a nao ser quando 
estivermos estudando transformagóes entre referenciais. Nesse caso, para evitar confusáo, escreveremos por extenso o fator 1/(1 
- u 2 lc 2 ) m e reservaremos o símbolo y para o fator 1/(1 - v 2 /c 2 ) 172 , no qual véa velocidade relativa dos referenciais. A Figura 2-2 
mostra um gráfico do módulo de p em fungáo de ule. A grandeza m(u) da Equagáo 2-5 é ás vezes chamada de massa 
relativística ; entretanto, evitaremos usar esse termo ou qualquer símbolo para a massa relativística; neste livro, m sempre indica 
a massa medida no referencial em que o corpo se encontra em repouso. Ao fazermos isto, estamos adotando o ponto de vista de 
Einstein. Em urna carta escrita a um colega em 1948, ele afirma: 3 

Nao é aconselhável introduzir o conceito de urna massa M = m/( 1 - v 2 /c 2 ) 1/2 para a qual nao se pode oferecer nenhuma definigáo 
clara. É melhor nao introduzir nenhuma massa além da “massa de repouso” m. Em vez de introduzir M, é melhor mencionar as 
expressóes para o momento e energía de um corpo em movimento. 
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FIGURA 2-2 Momento relativístico, dado pela Equagáo 2-6, em fungáo de ule , em que u é a velocidade do objeto em relagáo a um 
observador. O módulo do momento, p, é expresso em unidades de me. A reta tracejada mostra a variagáo do momento clássico com ule. 


EXEMPLO 2-1 


_| Valores Medidos da Massa de um Corpo em Movimento Para que valor de ule a massa experimental de 

um corpo, ym, excede a massa de repouso de urna dada fragáo/? 


SOLUQÁO 

De acordo com a Equagáo 2-5, temos: 
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Esta última relagáo permite obter o valor de ule para qualquer valor de/, incluindo os que aparecem na tabela a seguir. Observe que o 














valor de u necessário para que o aumento de massa corresponda a um certo valor de / é independente de m. Em outras palavras, o 
valor de/é o mesmo para urna locomotiva e um próton que estejam se movendo com a mesma velocidade. 


f 
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Exemplo 

10- 12 

1,4 x icr 6 

Caga supersónico 

5 x 1 (T 9 

0,0001 

Velocidade orbital da Terra 

0,0001 

0,014 

Elétron de 50 eV 

0,01 (1%) 

0,14 

Quasar 3C273 

1,0(100%) 

0,87 

Quasar 0Q172 

10 

0,996 

Múons cósmicos 

100 

0,99995 

Alguns prótons cósmicos 




EXEMPLO 2-2 


Momento de um Foguete Urna sonda interplanetária de massa m = 50.000 kg foi lanzada em diregáo a Plutáo 
com urna velocidade u = 0,8c. Qual é o momento da nave no referencial da base de lasamente? Se a velocidade da sonda é reduzida 
para 0,4c ao se aproximar de Plutáo, qual é o novo valor do momento? 


SOLUQÁO 

1. Supondo que a sonda esteja viajando em linha reta rumo a Plutáo, o momento nessa diregáo é dado pela Equa 9 áo 2-6: 

_ mu = { 50 . 001 ) kg) ( 0 . 8 c) 

Vi - u 2 ¡c 2 Vi - (0,8c) 2 A 2 

— 6,7 x ] 0 V • kg — 2,0 X lO^kg'in/s 

2. Quando a velocidade da sonda é reduzida, o momento também diminui (Figura 2-2). O novo valor pode ser calculado a partir da 
seguinte rela 9 áo: 


Po* = «(0,40/Vi - (U.4) a 
Po&- m ( 0.8c ) / V1 - (0,8) 2 

, 1 Vi - (0,8 p 

2 Vi - (o.4) 2 

= 033 

3. O novo momento, 4 c, é dado por 

Poac ~ 033p^. 

= (0,33) (6,7 X 10 4 c * kg) 

= 2,2 X lDVkg 
= 6,6 x 10 12 kg* m/s 

Observagáo: Observe na Figura 2-2 que, de acordo com a mecánica clássica, o valor de po,8c seria 50.000 x 0,8c = 1,2 x 10 13 kg 
m/s, ou seja, 60% do valor correto. Note também que, quando a velocidade da sonda diminui para metade do valor inicial, o 
momento é reduzido para um tergo do valor inicial. 



















Exercício 


1. Em nossa discussáo da colisáo inelástica de duas bolas AqB , supusemos urna colisáo “de raspáo” no caso limite. Imagine, 
em vez disso, que o caso limite seja urna colisáo “frontal”, com as duas bolas se movendo na diregáo do eixo v. Se a 
velocidade do referencial S (ou seja, da bola B ) é pequeña, v = 0,1c, digamos, que aspecto terá o diagrama espago-tempo 
da colisáo? 


2-2 Energía Relativística 

Como foi observado na segáo anterior, o caráter fundamental do principio de conservagáo da energia total nos leva a procurar 
urna defínigáo de energia total na teoría da relatividade que preserve a invariáncia dessa lei de conservagáo ñas transformagóes 
entre sistemas inerciais. Como no caso da defínigáo de momento relativístico, Equagáo 2-6, vamos exigir que a energia 
relativística total E apresente duas propriedades: 



Vista aérea da Continuous Electron Beam Accelerator Facility (CEBAF) do Jefferson Laboratory, no estado americano da Virginia. A 
linha tracejada mostra a localizagáo do acelerador subterráneo, onde os elétrons sáo acelerados até adquirirem urna energia de 6 GeV e 
urna velocidade de mais de 99,99% da velocidade da luz. [Thomas Jefferson National Accelerator Facility/U.S. Department of Energy.~\ 

1. A energia total E de qualquer sistema isolado é conservada. 

2. E tende ao valor clássico quando ule tende a zero. 

Nossa estratégia consistirá em procurar urna expressáo para E que apresente a segunda propriedade e verificar se essa 
expressáo apresenta também a primeira. Vimos que a grandeza mu (o momento clássico) náo é conservada em colisdes 
relativísticas, devendo ser substituida pela expressáo ymu, na qual y = 1/(1 - u 2 /c 2 ) 112 . Também sabemos que a segunda lei de 
Newton, na forma F = mu, náo pode estar relativisticamente correta, já que, entre outras coisas, leva á conservagáo de mu. Para 
encontrar a forma relativisticamente correta da segunda lei, é preciso escrevé-la na forma F = d\>/dt. Esta equagáo é 
relativisticamente correta, contanto que seja usada a expressáo relativística para o momento p. Podemos, portanto, definir a 
forga na teoría da relatividade através da relagáo 

p _ ¿P _ d[ym u) 2 g 

di dt 

Observe que, como na mecánica clássica, podemos definir a energia cinética E k como o trabalho realizado por urna forga para 
acelerar urna partícula desde o repouso até urna certa velocidade u. Considerando o movimento em apenas urna dimensáo, 




podemos escrever: 


Ek 



í 


(I (ymu) 
dt 


dx = 



já que u = dxldt. O cálculo da integral que aparece nesta última equagáo nao é difícil mas requer algumas manipulagdes 
matemáticas. Deixamos a cargo do leitor (Problema 2-2) mostrar que 


d(yntu) — m 



-3/2 


du 


Substituindo esta relagáo no integrando da equagáo de E k , obtemos: 
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2-9 


A Equagáo 2-9 é a equagáo de definigáo da energía cinética relativística. Observe que E k náo é dada por mu 2 /2 (a expressáo 
clássica) nem, como se poderia supor á primeira vista, por ymu 2 /2. A Figura 2-3 deixa isso evidente. Por outro lado, a Equagáo 
2-9 tende ao valor clássico mu 2 !2 para u « c e apresenta, portanto, a segunda propriedade. Podemos provar esta afirmagáo 
calculando a expansáo binomial de y. O resultado é o seguinte: 


Assim, para ule « 1, temos: 
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FIGURA 2-3 Comprovagáo experimental da validade da Equagáo 2-9, usada para calcular a energia cinética relativística. Elétrons foram 
























































acelerados por intensos campos elétricos até atingirem energías da ordem de MeV e suas velocidades determinadas medindo o tempo que 
levavam para percorrer urna distancia de 8,4 m. Observe que, para u « c , as equagoes relativística e clássica levam aos mesmos 
resultados. [W. Bertozzi, American Journal ofPhysics , 32, 551 (1964).] 


A expressao da energia cinética relativística, Equagao 2-9, contém dois termos. O primeiro, y me 2 , depende da velocidade u 
da partícula (já que y varia com u ), enquanto o outro termo, me 2 , é independente da velocidade. A grandeza me 2 é a energia de 
repouso da partícula, ou seja, a energia associada á massa de repouso m. A energia relativística total E é definida como a soma 
da energia cinética com a energia de repouso: 

^ ^ , 2 2 mC ^ 

E — El h- me — ymc — — . = 2-10 

V[-u 2 /c 2 

Assim, o trabalho realizado por urna forga aumenta a energia do sistema da energia de repouso me 2 para ymc 2 (ou aumenta a 
massa de m para y m). 

Para urna partícula em repouso em relagao a um observador, E k = 0 e a Equagao 2-10 se toma a que é, provavelmente, a 
mais famosa de todas as equagdes da física, E = me 2 . Para u « c, a Equagao 2-10 pode ser escrita na forma 


E 


_ 1 2 , 2 
*= — mu + me 
2 


Antes do aparecimento da teoría da relatividade, imaginava-se que a massa fosse urna grandeza conservada; 4 em 
consequéncia, m teria o mesmo valor antes e depois de qualquer interagao ou evento e me 2 seria constante. Como o zero de 
energia é arbitrário, estamos livres para incluir urna constante aditiva; assim, nossa definigao de energia relativística total se 
reduz á energia cinética clássica para u«c e, portanto, a expressao para E apresenta também a segunda propriedade. 5 

É preciso tomar cuidado para interpretar corretamente a Equagao 2-10. Esta equagao é usada para definir a energia total E , 
que é conservada em todos os sistemas isolados. Em particular, as grandezas E k (energia cinética) e me 2 (energia de repouso) 
nao sao necessariamente conservadas em todos os sistemas isolados. Convém lembrar também que existe urna diferenga entre 
grandezas conservadas e grandezas invariantes. As primeiras tém o mesmo valor em um determinado referencial antes e depois 
de urna interagao; as segundas tém o mesmo valor em qualquer referencial. Assim, nao estamos afirmando que o valor de E 
medido por observadores em diferentes referenciais inerciais é necessariamente o mesmo, e sim que o valor de E permanece 
constante com o tempo em um dado referencial. Para mostrar que a energia E definida pela Equagao 2-10 é conservada em 
sistemas isolados, vamos examinar de que modo E q p se transforman! quando mudamos de referencial. 


As Transformagoes de Lorentz para Ee p 

Considere urna partícula de massa de repouso m que esteja se movendo com velocidade u em relagao a um certo referencial S 
(Figura 2-4). O sistema S' é um segundo referencial inercial que está se movendo com velocidade v em relagao a S no sentido 
positivo do eixo dos x. O momento e a energia nos sistemas S e S' sao dados pelas seguintes equagdes: 

Em S: 


E = ymc 2 

Px — l f,m < 

p, = y mu, 
p. = ymu t 





FIGURA 2-4 Urna partícula de massa m se move com velocidade u em um referencial S. O referencial S' se move com velocidade v em 
relagáo a S no sentido positivo do eixo dos x. A transformagáo de velocidades de Lorentz permite determinar a energía e as tres 
componentes do momento em um dos referenciais em fungáo das mesmas grandezas no outro referencial. 


na qual 


Em 5": 


na qual 



E' = Y me 2 
Px = y' mu x 
Py = Ymu r y 
pz = 


2-12 


Y - \/V\ - wyY 

Para determinar as transformagóes de Lorentz de E e p, precisamos expressar y' em termos de grandezas medidas em S. 
(Poderíamos também expressar y em termos de grandezas medidas em S o resultado seria o mesmo.) O resultado é o seguinte: 


Vi - 


= y 


1 = 


(1 ~ w r /c 3 ) 

V I — U 2 fc 2 

I 

V'l - v 2 /c 2 


na qual agora 


2-13 


Substituindo y' por seu valor, dado pela Equagáo 2-13, na expressáo para E' que aparece ñas Equagóes 2-12, temos: 


_ _ me 2 _ rnrvujc^ 

V1 - u^/c 2 ^ - Vi - u 2 /c 2 Vi - ir fe 2 - 

O primeiro termo da soma entre colchetes é simplesmente a energia total E ; o segundo, de acordo com a expressáo para p x que 
aparece ñas Equagóes 2-11, é igual a vp x . Assim, temos: 

E* =7 (E - vp x ) 2-14 

Da mesma forma, substituindo y' por seu valor, dado pela Equagáo 2-13, na expressáo para p\ que aparece ñas Equagóes 2-12, 
temos: 




mu M 


mu v 


mv 


Vi - u’ 2 /c 2 Vi - u 2 /c 2 Vi - u 2 /c 2 . 


De acordo com as Equagóes 2-11, o primeiro termo da soma entre colchetes é igual a p x \ como m( 1 - u 2 /c 2 ) 1/2 = Ele 1 , o segundo 
2 






























termo é igual a vE/c . Assim, temos: 


Px - l(Px - vEjc-) 2-15 

Usando a mesma abordagem, é possível mostrar (Problema 2-48) que 

Py = Py e p[ = p. 

Juntas, essas relagóes constituem as transformagdes de Lorentz para momento e energía : 

Px = y(Px - vE/c 2 ) 

E' = 7 [E - vp x ) 

A transformagao inversa é 

P, = l(p’, + v£7c 2 ) 

E = y{E' + vrt) 


7 Vi - i > 2 /c 2 Vi - 

Observe a notável semelhan 9 a que existe entre as Equa 9 oes 2-16 e 2-17 e a transformaqao de Lorentz das coordenadas espaciáis 
e temporais, Equaqdes 1-18 e 1-19. Na teoría da relatividade, a transformaqao do momento p (p x , p y , Pz) tem exatamente a 
mesma forma que a transformaqao de r(x, y, :)ea transformaqao da energía E tem a mesma forma que a transformacao de t. 
Daqui a pouco voltaremos a discutir este resultado e questoes correlatas, mas primeiro vamos apresentar alguns exemplos e em 
seguida, como foi prometido, mostraremos que a energía definida pela Equa 9 ao 2-10 é conservada na teoría da relatividade. 


Py = P v 

Pz = Pz 


2-16 


Py 

Pz 


Py 

P'z 


2-17 


EXEMPLO 2-3 


Transformacao da Energía e do Momento Suponha que um micrometeorito de massa 10“ 9 kg esteja 
passando pela Terra com urna velocidade igual a 0,01c. Quais seráo a energia e o momento da partícula do ponto de vista de um 
observador situado em um sistema S r que esteja se movendo em relagáo á Terra com urna velocidade igual a 0,5c na mesma diregáo e 
sentido que o meteorito? 


SOLUQÁO 

Tomando a diregáo do movimento do micrometeorito como eixo x e usando as aproximagoes apropriadas para u«c ñas Equagoes 2- 
10 e 2-11, temos: 


1 

E - -mu 2 + me 2 = I0^kg[ (0,01 c) 2 /2 + c 2 _ 
E ~ 1,00005 x JO - Vi 

e 

p x = mu x = (JO^ 9 kg) (0,01c) = I0” ll ckg , m/s 

Neste caso, y = 1,1547 e, portanto, os valores de energia e momento medidos em S f sao 

E' — y(E — vp x ) = (1,1547) 

[ 1,00005 X !0“V - (0,5c) (10~"c) ] 

E' = (1,1547) (1,00005 X I0“* - 0,5 X 10 _,J )c 2 

E* = 1,14898 X 10~VJ 


e 







P\ = l(P'-vE/c 2 ) = (1,1547) 

[10r"c - (0,5cJ (1,00005 x KTV)/c 2 ] 

j?; = (1,1547) (lo - " 1 - 5,00025 X 

p[. = —5,66 X 10 _,c c kg * nn/s = —56,6 X 10 _l l c kg * m/s 

Assim, o observador em S r mede urna energía total aproximadamente 15% maior e um momento mais de 50 vezes menor (e na 
diregáo -x) que um observador estacionário em relagáo á Terra. 




EXEMPLO 2-4 


Urna Transformagáo Mais Difícil da Energía Urna partícula de massa m e energía E se move em diregáo á 
origem de um sistema S com a velocidade u da partícula fazendo um ángulo a com o eixo dos y (Figura 2-5). Usando as 
transformagoes de Lorentz da energía e do momento, determine a energía E' da partícula do ponto de vista de um observador em um 
referencial S' que está se movendo em relagáo a S de tal forma que a partícula se move na diregáo do eixo y'. 



SOLUQÁO 

Para que u' x = 0, como é pedido no problema, é preciso que o sistema S' esteja se movendo na diregáo —x com velocidade u sen a. 
Assim, v = ~u sen a. Temos também: 

E = mc 2 j\f 1 — u 2 /c 2 p = mu/y/ 1 — ir fe 1 

e, portanto, 


p x = — (mu/Vi — ir/c 2 )sena 


No sistema S\ a energía é dada por 


E'=y{E - vp x ) 

1 


Vi - 


[E - («sen a)(—mu /'Vi - v 2 /c 2 )sena 


[E — (m/ V1 - t( 2 ¡c' 1 )u 1 sen 2 a 

- h 2 sen 2 a/c 2 

Multiplicando o segundo termo da soma entre colchetes por c 2 /c 2 e colocando E em evidencia, temos: 

E' — E\f I - (ir/c^sen 2 a 

Como u< c e sen 2 a < 1, vemos que E' < E, exceto para a = 0, caso em que E’ = E, o que é natural, já que, para a = 0, nao existe 
diferenga entre S e S Observe também que, para a > 0, quando u —> c, E' —> E eos a. Como veremos adiante, este último resultado é 
válido para a luz. 


VT 


Exercício 

















2. Discuta os resultados das medidas de energía e momento á luz dos resultados das medidas de intervalos de tempo e espago 
por observadores em movimento em relagáo aos relógios e réguas. 


Conservagáo da Energía 

Como em nossa discussáo da conservagáo do momento relativístico, vamos considerar a colisáo de duas partículas iguais cuja 
massa de repouso é m. Desta vez, para variar um pouco, vamos supor que a colisáo é totalmente inelástica; em outras palavras, 
as partículas permanecen! juntas após a colisáo. Existe um sistema S\ denominado referencial de momento zero , no qual as 
partículas se aproximam urna da outra viajando ao longo do eixo x' com velocidades escalares iguais u e, portanto, com 
momentos de mesmo módulo e sentidos opostos (Figura 2 -6a). Neste referencial, a colisáo resulta na formagáo de urna partícula 
composta de massa M que está em repouso no referencial S'. Se S' está se movendo em relagáo a um segundo referencial S com 
velocidade v = u na diregáo x, a partícula que se encontra á direita antes da colisáo está em repouso em S e a partícula que se 
forma após a colisáo se move para a direita com velocidade u no mesmo referencial. Esta situagáo está ilustrada na Figura 2 -6b. 
Usando a definigáo da Equagáo 2-10 para a energía total, temos em S r : 

Antes da colisáo: 


J?' 


fJK 


me* 


V I - trje 1 V'l — tr je 2 


2 mc ¿ 


V I - ir je 1 
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Depois da colisáo: 


^"depois 


A energía será conservada em S' se izantes = £'depois? isto é, se 


ímc~ 


Vi - u 2 /c 2 


= Me 2 


2-19 


2-20 


Esta igualdade é assegurada pela conservagáo do momento (veja a Equagáo 2-5) e, portanto, a energia é conservada em S r . (A 
validade da Equagáo 2-20 é importante e náo trivial. Vamos voltar a discuti-la no Exemplo 2-7.) Para verificar se a energia que 
definimos também é conservada em S, vamos transformála para o referencial S , antes e depois da colisáo, usando a expressáo da 
transformagáo inversa, Equagáo 2-17. O resultado é o seguinte: 
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FIGURA 2-6 Colisáo inelástica de duas partículas com a mesma massa de repouso m. (a) No referencial de momento zero S\ as 
partículas tém velocidades de mesmo módulo e sentidos opostos e, portanto, momentos de mesmo módulo e sentidos opostos. Depois da 
colisáo, a partícula composta de massa M está em repouso em S\ O gráfico da extremidade direita é a linha do universo da colisáo no 
referencial S f . ( b ) Do ponto de vista do referencial S, o referencial S f está se movendo para a direita com velocidade escalar u , de modo 
que a partícula da direita está em repouso e a partícula da esquerda está se movendo para a direita com velocidade escalar 2 u. Depois da 
colisáo, a partícula composta se move para a direita com velocidade escalar u. O gráfico da extremidade direita é a linha do universo da 
colisáo no referencial S. Todos os gráficos foram desenhados com a colisáo ocorrendo na origem. 


Antes da colisáo: 


_ / 2mc} 

= 7 


Cantes — 


Vl — u 2 /c 2 
2 me 2 \ 

Vi - ir/c 2 / 




pois = O 2-21 


Depois da colisáo: 

J E , L ie po ¡ s = "y (Air 2 + up* x ) = y Me 2 pois, nava mente /?' = 0 

2-22 


A energia será conservada em S e, portanto, a lei de conservaqáo da energía será válida em todos os referenciais inerciais se 

^antes — ^depois? IStO e, Se 



— y Me 2 
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A igualdade acima, como a Equaqáo 2-20, é assegurada pela Equaqáo 2-5. Assim, concluimos que a energia definida pela 
Equaqáo 2-10 é compatível com urna lei relativística de conservaqáo da energia, apresentando portanto a primeira das 
propriedades exigidas no inicio desta seqáo. Embora este fato tenha sido demonstrado apenas para um caso particular, já que a 
demonstraqáo para o caso geral seria excessivamente trabalhosa, asseguramos ao leitor que a conclusáo permanece válida em 
































todos os casos. 


Exercício 

3. Explique por que o resultado do Exemplo 2-4 nao representa urna violagáo da lei de conservagáo da energía. 


EXEMPLO 2-5 


Massa dos Múons Produzidos por Raios Cósmicos No Capítulo 1, os múons produzidos pelos raios 
cósmicos foram usados para ilustrar a contragáo das distancias e a dilatagáo dos tempos que ocorrem quando um corpo está se 
movendo com grande velocidade em relagáo a um observador terrestre. No caso dos múons, a velocidade é da ordem de 0,998c. Se a 
energía de repouso de um múon é 105,7 MeV, qual é a energía total desse múon do ponto de vista de um observador terrestre? Qual é 
a massa medida pelo mesmo observador? 


SOLUQÁO 

Como o leitor provavelmente já sabe, o elétron-volt (eV), a quantidade de energía adquirida por um elétron ao ser submetido a urna 
diferenga de potencial de 1 volt, é urna unidade de energía muito conveniente para os físicos. A relagáo entre o elétron-volt e o joule 
(unidade de energía do SI) é a seguinte: 


1,0 eV = 1,602 X 10- |9 C X 1,0 V = 1,602 X 10" 1 * J 2-24 

Os múltiplos mais usados do eV sao o keV (10 3 eV), o MeV (10 6 eV), o GeV (10 9 eV) e o TeV (10 12 eV). Muitos experimentos de 
física envolvem a medigáo e análise da energía e/ou momento de partículas e sistemas de partículas; a Equagáo 2-10 permite 
expressar as massas das partículas em unidades de energía em lugar da unidade de massa do SI, o quilograma. Este fato e o tamanho 
conveniente do eV facilitam 6 muitos cálculos. Assim, por exemplo, a massa do elétron é 9,11 x 10 -31 kg. A energía de repouso do 
elétron é dada por 


E = me 2 = 9.11 X i O’ 31 kg - c 2 = 8,19 X 10" 14 J 


ou 


ZT— 8.19 X 10" U J X 


1.602 X J0 _,9 I/eV 
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FIGURA 2-7 Algumas das muitas medidas experimentáis da massa do elétron em fungáo da velocidade ule. A curva é urna representagáo 
gráfica da Equagáo 2-5. Os pontos experimentáis foram obtidos por W. Kaufmann (x, 1901), A.H. Bucherer (A, 1908) e W. Bertozzi (•, 1964). 
Note que Kaufmann realizou suas observagóes antes que o artigo de Einstein de 1905 a respeito da relatividade restrita fosse publicado. 
Kaufmann usou um valor incorreto para a massa do elétron e interpretou os resultados como urna confirmagáo da teoría clássica. [Adaptado da 
Figura 3-4 do livro de R. Resnick e D. Halliday, Basic Concepts in Relativity and Early Quantum Theory , 2d ed. (New York: Macmillan, 1992).] 





























ou 


F. = 0,511 McV rest energy of ihe electrón 

A massa da partícula é muitas vezes expressa da seguinte forma: 

E 

m = , = 0,51 I M eV/c“ mass ot i he electrón 

C 

Aplicando o mesmo raciocinio aos múons produzidos por raios cósmicos, vemos que a energía total E é dada por 


E = ymc 2 — 


1 , McV 

, X 105,7 —X 

VI - ( 0,998c ) 2 /c 2 c 


E = 1670 Me V 

e a massa medida (veja a Equagáo 2-5) é 


ym = Eje 1 = 1670 MeV ¡c 2 

A varia 9 áo da massa medida com a velocidade da partícula foi comprovada em numerosos experimentos. A Figura 2-7 ilustra alguns 
desses resultados. 


EXEMPLO 2-6 


_| Perda de Massa do Sol Calcule a perda de massa do Sol por unidade de tempo, sabendo que o raio médio R 

da órbita da Terra é 1,50 x 10 8 km e a intensidade da radia 9 áo solar na Terra (a chamada constante solar) é 1,36 x 10 3 W/m 2 . 


SOLUQÁO 

1. A conversáo de massa em energía, urna consequéncia da lei de conserva 9 áo da energía relativística, está implícita na Equa 9 áo 2-10. 
Para u = 0, a equa 9 áo se reduz a 

E = me 2 

2. Supondo que a radia 9 áo do Sol seja uniforme na superficie de urna esfera de raio R , a potencia total irradiada pelo Sol é dada por: 

P — {área da esfera) (constante solar) 

= (4ir/? 2 ) (1,36 X 10 3 W/m 2 ) 

= 4ir( 1,50 X 10" m) 2 ( 1,36 X lOHv/nf) 

= 3,85 X 10^J/s 

3. Assim, a cada segundo, o Sol emite 3,85 x 10 26 J, que, de acordo com a Equa 9 áo 2-10, resultam da conversáo de urna massa m 
dada por: 


m = Eje 1 

3,85 X 10 26 i 
' (3,00 x 10® m/s) 2 
- 4,3 X 1Ü 9 kg 

ObservagÓes. Os cálculos acima levam á conclusáo de que o Sol está perdendo urna massa de 4,3 x 10 9 kg (mais de 4 milhóes de 
toneladas) por segundo! Se esta perda de massa permanecer constante (o que deverá acontecer pelos próximos bilhoes de anos) e 
com urna eficiencia de conversáo de massa em energía da ordem de 1%, a massa do Sol, que no momento é aproximadamente 2,0 x 
10 3 ° kg, se esgotará em “ apenas ” 10 11 anos\ 



SEQÁO EXPLORATORIA 
Outra Surpresa 


O fato de que a segunda lei de Newton, F 


ma, nao é invariante em rela 9 áo á transforma 9 áo de Lorentz leva a várias 










situagoes curiosas, como o chamado paradoxo da alavanca. Considere urna alavanca de massa m em repouso no referencial S (Figura 
2-8). Como a alavanca está em repouso, o torque resultante x res produzido pelas forgas ¥ x e é zero, ou seja (usando os módulos dos 
vetores envolvidos): 


TV, = t, + t, — ~F t b -i- F,a = 0 

e, portanto, 

F x b = F,a 

r 

Para um observador situado em um referencial S f que se move com (3 = 9,866 (y = 2) no sentido positivo do eixo x em relagáo a S, a 
alavanca está se movendo no sentido negativo do eixo feo torque é dado por 


<» = < + <= -rj>’ + F\a = -F,b + (F,/2)(a¡2) 
= -F,b + -F,b/4 = -( 3 / 4 )F¿ + 0 


em que Fx = F x q Fy = F y /2 (veja o Problema 2-55). Isso significa que a alavanca está girando! 


[») y 


ib) /' 



F x 


0 


X 



A 


F y 


y=2 

p = 0,866 


0' 


FIGURA 2-8 (a) Urna alavanca no plano xy do sistema S está livre para girar em tomo do pino P, mas é mantida em repouso por duas forgas, F x 
e F y . ( b ) A mesma alavanca, vista por um observador de um referencial S'que está se movendo com velocidade instantánea v no sentido positivo 
do eixo x. Para o observador em S\ a alavanca está se movendo no sentido negativo do eixo x. 


A explicagáo para este suposto paradoxo foi encontrada pelo físico alemáo Max von Laue (1879-1960). Por definigáo, o torque 
resultante é igual á taxa de variagáo do momento angular L. Do ponto de vista do observador do referencial S\ os trabalhos 
executados por unidade de tempo pelas duas forgas sao os seguintes: 

Forga F r x: —F’xv: = ~F x v 

Forga F f y: zero, pois F y é perpendicular ao deslocamento 
A variagáo de massa por unidade de tempo da alavanca em movimento é dada por 

_ | _ _ 1 

Ar r “ ¿r J “ c 1 Xf ~ c 2 ^ 

O observador em S' mede urna variagáo do módulo do momento angular por unidade de tempo dada por 

, AL’ , -F t v t r , 3 

C= Af 7 = ^-¿f - = = ~~F x b 

Este resultado mostra que, em consequéncia do movimento de alavanca em relagáo a S\ do ponto de vista de um observador deste 
sistema, a resultante das forgas aplicadas á alavanca executa um trabalho sobre a alavanca que faz o momento angular variar com o 
tempo, náo havendo, portanto, um paradoxo no fato de que a alavanca está parada no referencial S e em movimento no referencial S'. 
(Os autores agradecem a Costas Efthimiou por trazer este paradoxo á nossa atengáo.) 



























2-3 Conversóes Massa/Energia e Energía de Ligagáo 

A identificagáo do termo me 2 com a massa de repouso nao é apenas um artificio matemático; sempre que urna energía adicional 
A E é fomecida a um corpo, a massa do corpo aumenta de A Ele 2 . Este aumento de massa é particularmente importante quando 
comparamos a massa de um corpo que pode ser dividido em várias partes com a massa total das partes (como é o caso, por 
exemplo, de um átomo formado por um núcleo e vários elétrons ou de um núcleo formado por prótons e néutrons). No caso do 
átomo, as variagóes de massa sao quase sempre insignificantes (veja o Exemplo 2-8). Por outro lado, a diferenga entre a massa 
de um núcleo e a soma das massas das partículas componentes (prótons e néutrons) pode ser considerável. 

Considere, por exemplo, o sistema da Figura 2-9 a, no qual dois corpos com massa de repouso m estáo se aproximando com 
velocidade u. Os corpos colidem com urna mola que se comprime e fica travada na posigáo comprimida. (A mola é apenas um 
artificio para visualizar o armazenamento de energía.) Na descrigáo da mecánica newtoniana, a energia cinética inicial E k = 
2{mu 2 /2) = mu 2 é convertida na energia potencial da mola, U. Quando a mola é destravada, a energia potencial reaparece como 
energia cinética dos corpos. Na teoría da relatividade, a energia interna do sistema, E k = U , aparece como um aumento da massa 
de repouso do sistema. Em outras palavras, a massa de repouso do sistema, M, é igual a 2m + E k /c 2 . (Vamos demonstrar esta 
relagáo no próximo exemplo.) Esta variagáo da massa de repouso é pequeña demais para ser medida no caso de massas e molas 
comuns, mas pode ser observada ñas reagóes nucleares. Na fissáo de um núcleo de 235 U, por exemplo, a energia liberada na 
forma de energia cinética dos produtos de fissáo representa urna fragáo apreciável da energia de repouso do núcleo original 
(veja o Exemplo 11-19). Esta energia pode ser determinada medindo a diferenga entre a massa do sistema original e a massa 
total dos fragmentos. Einstein foi o primeiro a propor este tipo de medida, antes mesmo que o núcleo atómico fosse descoberto. 
Em 1905, no final de um pequeño artigo 7 que se seguiu ao famoso trabalho no qual formulou a teoría da relatividade especial, 
escreveu, depois de determinar teóricamente a equivaléncia entre massa e energia: 

(a) m m 

O-TT -■■© 
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FIGURA 2-9 Dois corpos colidindo com urna mola de massa insignificante que permanece travada após a colisáo. A diferenga entre a 
massa de repouso total do sistema, M, e a soma das massas dos corpos, 2 m, é igual a E k /c 2 , em que E k é a energia intema, que no caso é 
igual á energia cinética total dos corpos antes da colisáo. (a) O evento do ponto de vista de um referencial S no qual a massa final M se 
encontra em repouso. (b) O mesmo evento do ponto de vista de um referencial S' que está se movendo para a direita com velocidade u em 
relagáo a S ; um dos corpos está inicialmente em repouso neste referencial. 


O funcionamento dos reatores nucleares que produzem eletricidade em mais de 30 países e movimentam navios de guerra e 
submarinos baseia-se na conversáo relativística de matéria em energia. 

Nao é impossível que, no caso de corpos cujo conteúdo de energia é altamente variável (como, por exemplo, os sais 
de rádio), a teoría venha a ser testada com sucesso. 


EXEMPLO 2-7 


_| Variagáo da Massa de Repouso do Sistema de Duas Partículas e Urna Mola da Figura 2-9 Calcule 

o aumento da massa de repouso de um sistema de duas partículas iguais em urna colisáo totalmente inelástica. 


SOLUQÁO 

Seja m a massa de repouso de urna das partículas, caso em que a massa total do sistema é 2 m quando as partículas estáo em repouso e 
a grande distancia urna da outra; seja M a massa de repouso do sistema quando possui urna energia interna E k . A energia cinética 
inicial no referencial S da Figura 2-9 a, no qual as partículas se movem urna em diregáo á outra com velocidade escalar u , é dada por 




2-25 


A m = —j = 2m('Y — 1) 

f* 

Em urna colisáo perfeitamente inelástica, a lei de conservagáo do momento exige que as duas partículas estejam em repouso após a 
colisáo no referencial S , que é o referencial do centro de massa. A energía cinética total é, portanto, nula depois da colisáo. Queremos 
mostrar que a conservado do momento em um referencial que esteja se movendo com velocidade constante em relagáo a S exige que 
a massa total do sistema sofra um acréscimo y m dado por 

£(. 

Aíji = — = 2— I) 2-26 

c 

Queremos, portanto, mostrar que a massa total do sistema, M, é dada por 

M = 2 m 4 - Im = 2 y/n 2-27 


Para simplificar os cálculos, escolhemos um segundo referencial, S', que está se movendo para a direita com velocidade v = nem 
rela 9 áo ao referencial S; neste referencial, urna das partículas se encontra inicialmente em repouso (Figura 2-9 b). A velocidade inicial 
da outra partícula neste referencial é dada por 


u — v _ —2u 

1 — livjc 1 1 + u 2 /c 2 


2-28 


Depois da colisáo, as partículas se movem juntas, da direita para a esquerda, com velocidade u (já que estáo em repouso em S). O 
momento inicial no referencial S f é dado por 


mu 


p> = 


vi - tt ,2 /c 2 


para a esquerda 


O momento final é 


Pf 


Mu 


- para a esquerda 


V1 — (í 2 /V 

A partir da Equa 9 áo 2-28, é possível obter, após algumas manipula 9 oes matemáticas, a seguinte relagáo: 

■' 2 4 u 2 /c 2 (1 -u 2 /c 2 ) 2 


U 


I-;r = 1 - 


Nesse caso, 


Pi = 


(1 + u 2 /c 2 ) z (í + u 2 /c 2 ) 2 

m[ 2«/(l + ir/c 1 )] 


2 mu 


{l - uyc 2 )/( \ + uVc 2 ) (I -u 2 /c 2 ) 

Para que o momento seja conservado no referencial S\ é preciso que p , f=p , i , ou seja, que 

M u 2niu 


V ; 1 - u 2 /c 2 1 - “Ve 1 

2m 


Explicitando M, temos: 


M = 


V'l - Upe 


— = 2ym 

i í .i 1 


que é a Equa 9 áo 2-27. Assim, o valor medido de Mé 2ym. 


Se a mola da Figura 2-9 b for destravada, as duas partículas se afastaráo com momentos iguais, transformando novamente a 
massa de repouso A m em energía cinética. A demonstra 9 áo é semelhante á do Exemplo 2-7. 


Massa e Energía de Ligagáo 


















Quando um sistema de partículas é mantido coeso por forgas atrativas, é necessário fornecer energia ao sistema para separar as 
partículas. Essa energia, E h é denominada energia de ligagáo do sistema. Um resultado importante da teoría da relatividade 
restrita, que será ilustrado a seguir por meio de um exemplo, é o seguinte: 


A massa de um sistema estável é igual á soma das massas das partículas que o compoem menos Eje 2 , na qual E/é a energia de 
ligagáo. 

Na física atómica e nuclear, as massas e energías sao normalmente expressas em unidades de massa atómica ( u ) e em 
elétrons-volts (eV), respectivamente, e nao em quilogramas e joules, as unidades do SI. A unidade de massa atómica é definida 
por meio das relagóes 

1 u = 1,66054 X 1CT 27 kg = 931,494 MeV/c 2 2-29 

(A relagáo entre elétrons-volts e joules aparece na Equagáo 2-24.) A Tabela 2-1 mostra as energías de repouso de alguns 
núcleos leves e partículas elementares; comparando as somas das massas das partículas componentes com as massas dos 
núcleos que aparecem na tabela, é fácil constatar que a massa de um núcleo nao é igual á soma das massas das partículas que o 
compoem. 

Tabela 2-1 Energías de repouso de alguns núcleos leves e partículas elementares 


Partícula Símbolo Energia de repouso (MeV) 


Fóton 

Y 

0 

Neutrino (antineutrino) 

v(v) 

<1 X 10 - 6 

Elétron (positrón) 

e ou e~ (e + ) 

0,5110 

Múon 

M M + 

105,7 

Pión 

7l~ (71°) 7t + 

139,6 (135) 139,6 

Próton 

P 

938,272 

Neutrón 

n 

939,565 

Déuteron 

2 H ou d 

1875,613 

Hélion 

3 He ou h 

2808,391 

Alfa 

4 He ou a 

3727,379 


Energía de Ligagáo do Déuteron 

O exemplo mais simples de energia de ligagáo nuclear é o do déuteron, 2 H, formado por um neutrón e um próton, cuja energia 
de repouso é 1.875,63 MeV. A soma das energías de repouso do próton e do neutrón é 938,28 + 939,57 = 1.877,85 MeV. Como 
este valor é maior do que a energia de repouso do déuteron, o déuteron náo pode se decompor espontáneamente em um próton e 
um neutrón sem violar a lei de conservagáo da energia. A energia de ligagáo do déuteron é 1.877,85 - 1.875,63 = 2,22 MeV. 
Para decompor o déuteron em um próton e um neutrón, é preciso fornecer ao sistema pelo menos 2,22 MeV de energia. Isso 
pode ser feito bombardeando o déuteron com outras partículas ou com ondas eletromagnéticas. Quando um déuteron é formado 
a partir de um neutrón e um próton, urna quantidade igual de energia (2,22 MeV) é liberada. 





EXEMPLO 2-8 


Energía de Ligagáo do Átomo de Hidrogénio As energías de ligagáo dos elétrons de um átomo sao 
aproximadamente um milháo de vezes menores do que as energías de ligagáo das partículas que compoem o núcleo; em 
consequéncia, as diferengas de massa também sao muito menores. A energía de ligagáo do átomo de hidrogénio (energía necessária 
para remover o elétron do átomo) é 13,6 eV. Qual é a perda de massa quando um elétron e um próton se unem para formar um átomo 
de hidrogénio? 


SOLUQÁO 

Usando a Equagáo 2-29 para expressar a energía de ligagáo em unidades de massa atómica, obtemos: 


13,6 eV 
931,5 MeV/u 


= 1.46 X ICT 3 u 


Esta perda de massa é táo pequeña que pode ser desprezada na maioria dos cálculos. 


2-4 Massa Invariante 

Como vimos no Capítulo 1, de acordo com os postulados da teoría da relatividade de Einstein, as coordenadas espaciáis e 
temporais sao mutuamente dependentes na transformaqáo de Lorentz que relaciona medidas realizadas em diferentes 
referenciais. Isso significa que no “mundo” relativístico quadridimensional que chamamos de espaqo-tempo, o tempo t passa a 
ser urna quarta coordenada, em pé de igualdade com as coordenadas espaciáis jc, y e z. Observamos de passagem que a 
geometría do espaqo-tempo nao era a geometría euclidiana do mundo tridimensional a que estamos habituados, mas urna 
geometría lorentziana quadridimensional. A diferenqa se toma evidente quando comparamos a distancia r entre dois pontos do 
espaqo com o intervalo entre dois eventos no espaqo-tempo. O primeiro, naturalmente, é um vetor r cujo módulo é dado por r 2 = 
x 2 + y 2 + z 2 . O vetor r é invariante em relaqáo a urna transformaqáo de Galileu e todas as grandezas que se transformam como r 
também sao vetores. O segundo, como vimos na Seqáo 1-4, é um quadrivetor A s, cujo módulo é dado pela expressáo 

(A sf = (c&tf - [(A*) 2 + (Ay) 2 + (A zft 2-30 

O intervalo Ax é o análogo quadridimensional de r e é por essa razáo que é chamado de quadrivetor. Assim como as 
componentes do vetor r saox,_yez, as componentes do quadrivetor Aa sao Ax, Ay, Az e cAt. Vimos também que As é invariante 
em relaqáo a urna transformaqáo de Lorentz; todas as grandezas que se transformam como As, ou seja, que sao invariantes em 
relaqáo a urna transformaqáo de Lorentz, também sao quadrivetores. O intervalo As tem um significado físico importante: no 
caso de intervalos do tipo temporal, A s/c = x, o intervalo de tempo próprio; no caso de intervalos do tipo espacial, As = L p , o 
comprimento próprio. Os intervalos próprios podem ser calculados a partir de medidas realizadas em qualquer referencial 
inercial. 8 

A energia e o momento relativístico sao componentes de outro quadrivetor. Ñas seqóes precedentes vimos que o momento e 
a energia, definidos pelas Equaqóes 2-6 e 2-10, respectivamente, nao apenas sao conservados na relatividade, mas também 
satisfazem á transformaqáo de Lorentz, Equaqóes 2-16 e 2-17, com as componentes do momento p (p x ,p y e p z ) se transformando 
como as componentes do vetor r(x, _yez)ea energia E se transformando como o tempo t. A esta altura, o leitor talvez esteja se 
perguntando: A energia e o momento relativístico sao as componentes de que quadrivetor? Qual é o significado físico deste 
quadrivetor? As respostas a essas perguntas sao fáceis de descobrir, mas envolvem mais urna surpresa relativística. Elevando ao 
quadrado as Equaqóes 2-6 e 2-10, verificamos que 

E 1 = (pe) 2 + (fwc 2 ) 2 2-31 

Reagrupando os termos, obtemos: 

(me 2 ) 1 = E 2 ~ {pe) z 2-32 

Comparando a Equaqáo 2-32 com a Equaqáo 2-30 e lembrando que E e p obedecem á transformaqáo de Lorentz, chegamos á 
conclusáo de que o módulo invariante do quadrivetor energia/momento é igual á energia de repouso da massa m\ Assim, 
observadores situados em diferentes referenciais inerciais medem o mesmo valor para a energia de repouso de um sistema 
isolado e, como c é constante, o mesmo valor para a massa de repouso. Observe que a energia de repouso é igual á energia total 
apenas no referencial de repouso da massa m , isto é, no referencial para o qual p = 0. Embora tenhamos escrito a Equaqáo 2-31 
para urna única partícula, poderíamos ter escrito as equaqóes para o momento e a energia em termos do momento total e da 
energia total de um conjunto de partículas com velocidades arbitrárias; para isso, bastaría escrever as Equaqóes 2-6 e 2-10 para 
cada partícula e somar as equaqóes membro a membro. Assim, a transformaqáo de Lorentz para o momento e a energia, 
Equaqóes 2-16 e 2-17, é válida para qualquer sistema de partículas, e o mesmo acontece com a invariáncia da energia de 




repouso, expressa pela Equagáo 2-32. 

Podemos expressar este fato de maneira mais formal dizendo que o estado cinemático do sistema é descrito pelo quadrivetor 
intervalo cujo módulo ao quadrado é dado por 

(A sf - (c Af) 2 - [(A4- + (A yf + (Aj) 2 | 

e o estado dinámico é descrito pelo quadrivetor energia-momento cujo módulo ao quadrado é dado por 

(me 2 ) 1 - E 2 - (pe ) 2 

O exemplo a seguir ilustra a aplicagáo desses conceitos. 




EXEMPLO 2-9 


Massa de Repouso de um Corpo em Movimento Um certo corpo está se movendo em alta velocidade no 
referencial do laboratorio. Os valores da energia total e das componentes do momento do corpo sao medidos pelos técnicos. Os 
resultados (em unidades do SI) sao os seguintes: E = 4,5 x 10 17 J ,p x = 3,8 x 10 8 kg-m/s ,p y = 3,0 x 10 8 kg-m/s,/? z = 3,0 x 10 8 kg-m/s. 
Qual é a massa de repouso do corpo? 


SOLUQÁO A 

De acordo com a Equagáo 2-32, temos: 

{me 2 ) 7 = {4,5 x I0 17 } 2 - [(3,8 x JOV) 2 + (3,0 x \tfcf + 
+ (3,0 X lüW] 

- (4.5 X I0 17 ) 1 - [1,4 X m 17 + 9,0 X 10 IS + 

+ 9,0 x I0' ó ]c 2 
= 2,0 X Itf 5 - 2,9 X 10 u 

= 1,74 X Jtí* 

m — (1,74 X ]() :,5 ) , ' /2 /í 2 = 4,6 kg 


SOLUQÁO B 

Outra forma de resolver o problema, que pode ser mais conveniente por nao envolver o uso de grandes expoentes, consiste em dividir 
primeiro a Equagáo 2-32 por c 4 : 


m 1 = 



2-33 


Observe que isso equivale a expressar todos os termos da Equagáo 2-32 em unidades de (massa) 2 , ou seja, em kg 2 , se E ep estiverem 
expressos em unidades do SI: 



+ ^ 3,0 X IQS J + ^ 3.0 X IO s y 

- (5 t O) 2 - [(l,25) 2 + í1,0) 2 + (l,0) 2 ] 

- 25 - 3,56 

nt = (21,4) 1/2 = 4,6 kg 


No Exemplo 2-9, pudemos determinar a energia e a massa de repouso de um corpo em movimento a partir de medidas 
executadas no referencial do laboratorio, ou seja, as medidas nao tiveram que ser executadas no referencial de repouso do 
objeto. Esta possibilidade é de grande interesse para os físicos de partículas elementares, para os físicos nucleares e para os 
astrofísicos, que muitas vezes tém que trabalhar com corpos que estáo se movendo com velocidades próximas da luz. No caso 
de partículas ou corpos cuja massa de repouso é conhecida, podemos usar o módulo invariante do quadrivetor energia/momento 
para determinar os valores de outras variáveis dinámicas, como ilustra o exemplo a seguir. 









EXEMPLO 2-10 


_Velocidade de um Elétron A energía total de um elétron produzido em urna certa reagáo nuclear é 2,40 

MeV. Determine o momento e a velocidade do elétron no referencial do laboratorio. (A massa de repouso do elétron é 9,11 x 1(T 31 kg 
e a energía de repouso é 0,511 MeV.) 


SOLUQÁO 

O módulo do momento é dado pela Equatpáo 2-31: 


pe = Ve - - ( me 1 ) 1 = V{ 2,40MeV ) 2 — (0,511 MeV) 2 
= 2,34 MeV 
p = 2,34MeV/c 

na qual usamos mais urna vez o eV como unidade de energía. A unidade de momento resultante, MeV/c, pode ser convertida para 
unidades do SI convertendo MeV em joules e dividindo o resultado por c : 


1 MeV/t: = 


1,602 X ]0 _IJ J 
2,998 X 10* m/s 


l(r 22 kg * m/s 


Assim, em unidades do SI, o módulo do momento do elétron é 


3,34 x 10“ H kg - m/s 


p = 2,34 MeV/c X 


I MeV í c 


p — 1,25 X I0' ai kg*m/s 


Para calcular a velocidade da partícula, basta observar que, de acordo com a Equagáo 2-32 ou as Equagoes 2-6 e 2-10, 


u = pe = 2,34 MeV 
c E 2,40 MeV 


0,975 


2-34 


e, portanto, 


u = 0,975 c 


É extremamente importante que o leitor compreenda que a energia de repouso invariante da Equaqáo 2-32 é a energía do 
sistema , cujo valor nao é necessariamente igual á soma das energías de repouso das partículas que compóem o sistema. Os 
exemplos numéricos da energia de ligaqao de átomos e núcleos, já apresentados, ilustram este fato mostrando que a massa dos 
átomos e núcleos é menor do que a soma das massas das partículas componentes; a diferenqa, A me 2 , é igual á energia de 
ligaqáo. Nesses exemplos, estávamos estudando sistemas de partículas sujeitas a algum tipo de interaqáo, mas a diferenqa existe, 
mesmo que as partículas envolvidas nao estejam interagindo. Para mostrar que isso é verdade, vamos definir com maior 
precisáo qual é a massa invariante. 

Considere duas partículas iguais e independentes, de massa de repouso m = 4 kg, que estáo se aproximando urna da outra ao 
longo do eixo x do referencial S com um momento p x cujo valor absoluto é 3 ckg (Figura 2-10a). De acordo com a Equaqáo 2- 
33, a energia de cada partícula é dada por 

E = cVwr + (p/í 1 ) 2 = c 2 V (4) 2 + (3) 2 = 5c 2 kg 

A energia total do sistema é 5c 2 kg + 5c 2 kg = 10 c 2 kg, já que a energia é um escalar. O momento total do sistema é 3c kg - 3 c 
kg = 0, já que o momento é um vetor e os momentos das duas partículas tém o mesmo módulo e sentidos opostos. A massa de 
repouso do sistema é, portanto, 

m = V'(E/c 2 ) 2 - {pjc) 2 = V( I0) 2 - O 2 = 10 kg 

Assim, a massa do sistema, 10 kg, é maior que a soma das massas das duas partículas, 8 kg. (No caso de sistemas ligados, como 
os átomos e os núcleos, por outro lado, a massa do sistema é menor que a soma das massas das componentes.) A diferenqa nao 
pode ser considerada urna energia de ligaqáo, já que as partículas sao independentes. Além disso, a “diferenqa de massa” de 2 
kg nao está dividida entre as partículas. Na verdade, nao pode ser associada a um determinado local, pois constituí urna 












propriedade do sistema como um todo. Tudo que podemos afirmar é que a massa do sistema é 10 kg. 

Embora a invariáncia do quadrivetor energia/momento assegure que a massa do sistema continuará a ser 10 kg se as 
medidas forem realizadas em qualquer outro referencial inercial, vamos atender á vontade dos céticos e calcular a energia no 
referencial S' da Figura 2.10c, apenas para ter certeza. Este cálculo será realizado no exemplo a seguir. 





FIGURA 2-10 (a) Duas partículas iguais cuja massa de repouso é 4 kg se aproximam com momentos de mesmo módulo e sentidos 
opostos. A massa de repouso do sistema constituido pelas duas partículas nao é 4 kg + 4 kg = 8 kg porque a massa de repouso do sistema 
deve incluir a massa equivalente ao movimento intemo das partículas que o compóem. O valor correto, 10 kg ( b ), será medido por um 
observador situado em S , para o qual o sistema se encontra em repouso, ou por um observador situado em qualquer outro referencial 
inercial. ( c ) No referencial S\ que está se movendo com urna velocidade v = 0,6c em relagáo a S, o valor medido também é m = 10 kg 
(veja o Exemplo 2-11). 


EXEMPLO 2-11 


_| Transformará© de Lorentz da Massa do Sistema Dado o sistema da Figura 2-10, mostré que para um 

observador em S\ que está se movendo em rela^áo a S com |3 = 0,6, a massa do sistema também é 10 kg. 

SOLUQÁO 

1. A massa m medida em S f é dada pela Equagáo 2-33, que no caso assume a seguinte forma: 

m = \ (E f /c 2 ) 1 ~ 

2. A energia E é dada pela Equagáo 2-16: 

= v(e - vi O 

i 


Vi - (o.6) 2 

= (J,25)(J0í 2 ) 
= 1 %5c 2 * kg 


(10c 2 - 0,6c X 0) 
















3. O momento p' x também é dado pela Equagáo 2-16: 


p'x = l{px - vE/c 2 ) 

= (1,25)10 - (0,6c) (lOc 2 )/^] 

= —7,5c * kg 

4. Substituindo E' e p' x por seus valores na Equac^ao 2-33, obtemos: 

m ~ [(12 ,5c 2 jc 2 ) 2 - ( —7,5c/c) 2 ]'^ 2 
= [(12,5)- - (-7,5 ) 2 ]'/ í 
- 10 kg 

Observagóes: Este resultado está de acordo com o valor medido em S. A velocidade de S' escolhida ueste exemplo, v = 0,6c , é 
conveniente porque urna das partículas que integram o sistema está em repouso em S f ; entretanto, o resultado seria o mesmo para 
qualquer outra velocidade. 


Vemos, portanto, que a energia de repouso de qualquer sistema isolado é invariante, seja o sistema em questao um único 
átomo ou a totalidade do universo. Com base nos exemplos examinados até o momento, sabemos também que a energia de 
repouso do sistema pode ser maior, igual ou menor que a soma das energías de repouso das partículas que o compóem, 
dependendo das velocidades relativas e das interaqóes dessas partículas. 

Exercícios 

4. Dois vagóes carregados, com urna massa m = 50 toneladas cada um, sofrem urna colisáo frontal quando estáo se movendo 
com velocidade u , e permanecem unidos após a colisáo. Determine a massa do sistema antes e depois da colisáo. Qual é a 
influencia do módulo de ul 

5. Em 1787, o Conde Rumford (1753-1814) tentou sem sucesso medir o aumento de peso de um barril com água quando a 
temperatura da água foi aumentada de 29 °F para 61 °F. Explique por que, de acordo com a teoría da relatividade, esse 
aumento deve ocorrer, e descreva um experimento que permita, em principio, observar a mudanqa. Como a teoría da 
relatividade so foi proposta mais de cem anos depois, o que levou Rumford a realizar esse tipo de experimento? 


Partículas sem Massa 


Como no caso do quadrado do intervalo no espaqo-tempo (As) 2 na Equaqáo 1-33, a expressáo (me 2 ) 2 da Equaqáo 2-32 pode 
formalmente assumir valores positivos, negativos ou nulos. Até o momento, supusemos implicitamente que o valor da 
expressáo era positivo; os casos em que a expressáo assume valores negativos seráo discutidos no Capítulo 12. Vamos 
investigar agora as consequéncias da terceira possibilidade, a de que (me 2 ) 2 = 0 e, portanto, m = 0. Observe, antes de mais nada, 
que a ideia de um corpo com massa de repouso nula náo faz sentido na física clássica, já que as expressóes clássicas para a 
energia cinética e o momento, E k = mu 2 /2 e p = mu, respectivamente, se anulam para m = 0. Classicamente, portanto, um 
“corpo” com massa nula náo pode ser distinguido do vazio absoluto, pois náo possui nem energia nem momento. No caso da 
mecánica relativística, porém, fazendo m = 0 na Equaqáo 2-32, obtemos a relaqáo 

E = pe (para m = 0) 2-35 


que, combinada com a Equaqáo 2-34, resulta em u = c. Em outras palavras, todo corpo cuja massa é nula se move com a 
velocidade da luz. Reciprocamente, urna partícula cuja velocidade é c tem necessariamente massa nula e sua energia é dada por 
E = pe. 

Precisamos ser cautelosos, porém, porque a Equaqáo 2-32 foi obtida a partir das defíniqóes relativísticas de E e p, 


E — -ymc 2 — 


me¬ 


ma 


VI - u 2 /c 2 


p = -yííiu — 


Vi - u 2 /c Z 


Quando u —> c, 1/(1 - u 2 /c 2 ) m —> oo; como, ao mesmo tempo, m —> 0, o produto y m tende a 0/0, um valor indeterminado que 
pode permanecer finito enquanto calculamos a razáo 2¿/|p| que conduz á relaqáo E = pe. Na prática, a existencia de partículas 
com m = 0 é amplamente comprovada pelas observaqóes experimentáis. 







As teorías atuais sugerem a existencia de tres dessas partículas. A mais conhecida é o fóton , partícula associada á radiagáo 
eletromagnética (como a luz, por exemplo). Classicamente, a radiagáo eletromagnética é descrita, através das equagóes de 
Maxwell, como um fenómeno ondulatorio, com a energía e o momento distribuidos continuamente ao longo do espago 
percorrido pela onda. Foi descoberto por volta de 1900 que essa visáo clássica deve ser revista em certas circunstancias ñas 
quais a energía e o momento da radiagáo se comportam como se estivessem concentrados em pequeños “pacotes” que 
receberam o nome de fótons. Naturalmente, os fótons se movem com a velocidade da luz, o que, como vimos, significa que sua 
massa deve ser nula. Como o leitor deve se lembrar, o intervalo no espago-tempo As para a luz também é nulo. Na verdade, o 
segundo postulado de Einstein impede que exista urna transformagáo de Lorentz para o referencial de repouso da luz, já que a 
luz se move com velocidade c em relagáo a todos os referenciais inerciais; assim, o termo massa de repouso nao faz sentido no 
caso da luz. 


EXEMPLO 2-12 


Energía de Repouso de um Sistema de Fótons Vimos há pouco que a energía de repouso de um 
sistema de partículas nao é necessariamente igual á soma das energías de repouso das partículas. Isso também se aplica ao caso da 
luz! Suponha que dois fótons, um com urna energía de 5 MeV e outro com urna energía de 2 MeV, estejam se aproximando ao longo 
do eixo x. Qual é a energía de repouso do sistema? 


SOLUQÁO 

De acordo com a Equagáo 2-35, o fóton de 5 MeV tem um momento p x = 5 MeV/c e o fóton de 2 MeV tem um momento p x = -2 
MeV/c. Assim, a energía do sistema é E = 5 MeV + 2 MeV = 7 MeV e o momento é p = 5 MeV/c - 2 MeV/c = 3 MeV/c. De acordo 
com a Equagáo 2-32, a energía de repouso do sistema é, portanto, 


me 2 = V(7MeV) 2 - (3 MeV) 3 = 6.3 MeV!! 


Urna segunda partícula cuja energía de repouso é nula é o glúon. Esta partícula é a portadora da interagáo forte entre os quarks , 
que sáo os “tijolos” de urna classe de partículas conhecidas como hádrons, entre as quais estáo os prótons e os néutrons. Os 
quarks e glúons seráo discutidos no Capítulo 12. Finalmente, existem fortes razóes teóricas para supor que a gravidade é 
transmitida por urna partícula de energía de repouso nula chamada gráviton , que desempenha para o campo gravitacional o 
mesmo papel que o fóton desempenha para o campo eletromagnético. Os instrumentos atuais náo sáo suficientemente sensíveis 
para detectar diretamente os grávitons, mas a observagáo de ondas gravitacionais é objeto de vários experimentos em curso 
(veja a Segáo 2-5). 

Até o inicio deste século, acreditava-se que urna quarta partícula, o neutrino , também possuía energía de repouso nula. 
Entretanto, dados colhidos pelos detectores de neutrinos Super-Kamiokande, no Japáo, e SNO, no Canadá, entre outros, 
mostraram que a energía de repouso dos neutrinos náo é nula. Voltaremos a falar dos neutrinos nos Capítulos 11 e 12. 

Criagáo e Aniquilagáo de Partículas 

A equivalencia relativística entre massa e energia leva á possibilidade de um fenómeno para o qual náo existe analogía clássica: 
Contanto que o momento e a energia sejam conservados no processo, 9 partículas elementares com massa de repouso diferente 
de zero podem se combinar com as antipartículas correspondentes em um processo, denominado aniquilagáo , que as 
transforma em pura energia. Assim, por exemplo, um elétron e sua antipartícula, conhecida como positrón , 10 podem se aniquilar 
mutuamente, produzindo dois ou tres fótons. A versáo do processo em que sáo produzidos dois fótons é mostrada 
esquemáticamente na Figura 2-11. Os pósitrons sáo gerados pelos raios cósmicos ñas camadas superiores da atmosfera e 
também estáo presentes entre os produtos da desintegragáo de alguns núcleos radioativos. Sua existencia foi prevista por P. A. 
M. Dirac em 1928, quando o cientista investigava a invariáncia do quadrivetor energia/momento. 



FIGURA 2-11 (i a ) Um positrón e um elétron giram em tomo do centro de massa do sistema, representado por um ponto. ( b ) Depois de 
um curto intervalo, que é da ordem de 1(T 10 s para o caso mostrado na figura, as duas partículas se aniquilam mutuamente, produzindo 
dois fótons. O par elétron-pósitron, que lembra um átomo de hidrogénio em miniatura, é chamado de positrónio. 

Supondo que as velocidades do elétron e do positrón sáo muito menores que a velocidade da luz (o que náo é indispensável 

para que o processo de aniquilagáo ocorra, mas facilita os cálculos), a energia total de cada partícula é E ~ me 2 = 0,511 MeV e, 

2 






portanto, a energía total do sistema da Figura 2-1 la antes da aniquilagáo é 2 me = 1,022 MeV. Como mostra a figura, os 
momentos das duas partículas tém o mesmo módulo e sentidos opostos, de modo que o momento total do sistema é zero. Sendo 
assim, de acordo com a lei de conservagáo do momento, o momento total dos dois fótons resultantes também deve ser nulo e, 
portanto, os fótons sao emitidos com momentos iguais em módulo e em sentidos opostos. Como para os fótons E = pe, os dois 
fótons também tém energías iguais. Assim, de acordo com a lei de conservagáo da energía, a energía de cada fóton é 0,511 
MeV. (Fótons com urna energía maior do que algumas centenas de keV sao comumente chamados de raios gama.) Observe no 
Exemplo 2-12 que o módulo do quadrivetor energia/momento (energía de repouso) de um sistema nao é nulo, mesmo que a 
massa de repouso de todas as partículas que compóem o sistema seja nula. No caso que estamos discutindo, essa energía é igual 
á energía de repouso do sistema inicial. O caso em que a aniquilagáo produz tres fótons pode ser analisado de forma semelhante, 
embora os cálculos sejam um pouco mais trabalhosos. 

A esta altura, o leitor náo deve ficar surpreso ao ser informado de que o processo inverso, a criagáo de massa a partir de 
energía, também é possível. A energía usada para gerar novas partículas pode ser a energía cinética de partículas já existentes ou 
a energía “pura” de um fóton. Nos dois casos, naturalmente, as leis de conservagáo de energía e momento (e outras leis de 
conservagáo envolvidas) devem ser respeitadas. Como vamos discutir com detalhes no Capítulo 12, isso significa que certos 
tipos de partículas (como elétrons, prótons e néutrons) só podem ser produzidos na forma de pares partícula-antipartícula. 
Assim, por exemplo, a energía contida em um fóton náo pode ser usada para criar um elétron isolado; o elétron deve ser 
acompanhado necessariamente por um positrón. 

(a) S (*>) S 
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FIGURA 2-12 (a) Um fóton de energía E e momento p = Ele encontra um elétron em repouso. O fóton produz um par elétron-pósitron 
( b ) e as tres partículas passam a se mover juntas com velocidade u = 0,8c. 

Para termos urna ideia melhor do processo de criagáo de partículas, vamos considerar um caso especial, o da geragáo de um 
par elétron-pósitron a partir da energía de um fóton. Suponha que um fóton encontré um elétron que está inicialmente em 
repouso no referencial S , como na Figura 2-12a. n Na maioria das vezes, o fóton é simplesmente desviado da trajetória original, 
mas, ocasionalmente, o evento resulta na criagáo de um par elétron-pósitron. A presenga do elétron é importante, já que um 
fóton isolado náo pode se transformar em um par elétron-pósitron sem que a lei de conservagáo do momento seja violada (veja 
o Problema 2-47). É preciso que exista outra partícula ñas proximidades, náo para fomecer a energía necessária ao processo de 
criagáo, mas para absorver parte do momento do fóton. No exemplo que estamos examinando, supusemos que a partícula que 
interage com o fóton é um elétron, mas o processo também pode ocorrer com outros tipos de partículas (veja o Exemplo 2-13). 

Ao se aproximar do elétron, o fóton desaparece e é substituido por um par elétron-pósitron. O processo ocorre com extrema 
rapidez, já que o fóton, que está se movendo á velocidade da luz, percorre urna distáncia equivalente ao diámetro de um átomo 
em cerca de 1(T 19 s. Suponha que os detalhes da interagáo que produziu o par sejam tais que as tres partículas resultantes se 
movam para a direita na Figura 2-12& com a mesma velocidade u , isto é, que estejam todas em repouso no referencial S\ que 
está se mo vendo para a direita com velocidade u em relagáo a S. n Qual deve ser a energia E y do fóton para que este par elétron- 
pósitron seja criado? Para responder á pergunta, vamos aplicar as leis de conservagáo de energia e de momento: 





Decaimento de urna partícula Z em um par elétron-pósitron, registrado pelo detector UA1 do CERN. Esta é a imagem, em computador, da 
primeira partícula Z observada experimentalmente, em 30 de abril de 1983. O elétron e o positrón deixam a regiáo central do detector 
movendo-se em diregoes opostas com urna velocidade quase igual á da luz. [ CERN] 


Antes da cria^áo do par Depois da criando do par 

= E y + mc z Ef = E¡ = Ey + me 2 

Ey Ey 

P> = ~ Pf = Pi = ~ 

na qual me 2 é a energía de repouso do elétron. No sistema final, ou seja, após a criaqáo do par, a energía de repouso total deve 
ser igual a 3 me 2 , já que, como as tres partículas estáo em repouso no referencial 5", a energia de repouso total neste referencial 
(e, portanto, em qualquer referencial) é igual á soma das energías de repouso das partículas individuáis (o elétron original e o 
par elétron-pósitron). Assim, após a criaqáo do par, devemos ter em S ': 

(3fwc“)' = E 2 - {pe) 2 

9(me 2 ) 2 = (E, + me 2 ) 1 - 

9{me 1 ) 1 = E 1 4 - 2 E y mc 2 + ( me 2 ) 2 — E 1 
Os dois termos E 2 y se cancelam; dividindo os termos restantes por me 2 , obtemos: 

E y = 4mc 2 

Assim, no caso que estamos analisando, o fóton inicial precisa ter urna energia igual á energia de repouso de 4 elétrons para que 
seja criado um par de partículas com urna energia equivalente á energia de repouso de 2 elétrons. Por que é necessária essa 
energia “adicional”? Porque as tres partículas do sistema final dividem entre si o momento E y /c do fóton inicial e, para isso, 
precisam ter urna energia cinética E k dada por 

E k = E - 3 me 2 = {E^ + me s ) - 3me 5 

= 4 me 2 4 - me 2 — 3 me 2 = 2mc 2 

Em outras palavras, o fóton inicial deve fomecer os 2 me 2 necessários para criar um par elétron-pósitron e os 2 me 2 de energia 
cinética de que os dois elétrons e o positrón necessitam para que o momento seja conservado. Para determinar a velocidade u 
com a qual as tres partículas se movem no referencial 5, basta usar a relaqáo ule =pc!E (Equaqáo 2-34): 




ujc — 



(E 7 + me 2 ) 


4 me 2 
5me 2 


= 0,8 


Quando a partícula inicial tem urna massa maior que a do elétron, a parcela da energía do fóton necessária para fomecer 
energía cinética as partículas do sistema final é reduzida e pode se tomar insignificante, como ilustra o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 2-13 


par elétron-pósitron? 


Energía Mínima para a Produgáo de Pares Qual é a energía mínima que um fóton deve ter para criar um 


SOLUQÁO 

A energía inicial do fóton, E v deve ser 


E y = me 2 + E k - +■ me 1 -V E k+ + 

em que me 2 é a energía de repouso do elétron, e E& sao as energías cinéticas do elétron e do positrón, respectivamente, e E kM é a 
energía cinética da partícula inicial de massa M. Como estamos interessados em determinar a energía mínima, vamos considerar o 
caso limite no qual o par é criado em repouso em S , isto é, vamos supor que E^~ = E^+ = 0 e, portanto, p~= p+ = 0. Nesse caso, de 
acordo com a lei de conservagáo do momento, devemos ter 


EyfC Pfjnal 


Mu 


Vi — tt 7 /e 2 


em que u é a velocidade final da partícula de massa M. Supondo que a massa M da partícula é muito maior que a massa do elétron, a 
velocidade final da partícula é muito menor que a velocidade da luz e a energía cinética E^ M ~ Mu 2 12 da partícula pode ser desprezada 
em comparagáo com a energía de repouso do par elétron-pósitron. Nesse caso, a energía mínima do fóton inicial é 2 me 2 , ou seja, a 
energía necessária para criar as massas de repouso do elétron e do positrón. 


Algumas Equagoes e Aproximagóes Úteis 

E' ¿ ~ {pe) 2 + {me 2 ) 2 2-31 

CaSO Relativístico Extremo O triángulo retángulo da Figura 2-13 é as vezes usado para facilitar a memorizagáo da 
Equagáo 2-31. Se a energía de urna partícula é muito maior do que a massa de repouso me 2 , o segundo termo do lado direito da 
Equagáo 2-31 pode ser desprezado, o que resulta na aproximagáo 

E ~ pe para E » me 2 2-36 

Para E > Smc 2 , o erro cometido é menor que 1%. A Equagáo 2-36 é exata no caso de partículas cuja massa de repouso é nula. 



De acordo com a Equagáo 2-36, o momento de urna partícula de alta energia é simplesmente a energia total 
dividida por c. Assim, urna unidade conveniente para o momento é MeV/c. O momento de partículas dotadas 
de carga elétrica é muitas vezes determinado medindo o raio de curvatura da trajetória da partícula na presenga 
de um campo magnético. Se a carga da partícula é g e a velocidade é u, a forga exercida sobre a partícula por 
um campo magnético B é dada por 


14 


E= ^(pdf + ime 2 ) 2 

pe 

me 2 

FIGURA 2-13 Triángulo usado para facilitar a memorizagáo da relagáo entre energia, momento e massa de repouso na relatividade 
restrita. Atengáo : Nao se esquega de que, das tres grandezas, a única invariante é me 2 , a massa de repouso. 


F = tfu x & 

em que F é perpendicular ao plano formado por u e B e, portanto, perpendicular a u. Como a forga magnética é sempre 











perpendicular á velocidade, o trabalho executado sobre a partícula é nulo (o teorema do trabalho e energía permanece válido na 
mecánica relativística) e, portanto, a energia da partícula é constante. Segundo a Equagáo 2-10, se a energía E é constante, y 
também é constante e, portanto, 


F 


dp 

— qu X B = 

dt 


d ( yn fia) 
di 


ym 


du 

di 


No caso particular em que u ± B, a trajetória da partícula é urna circunferencia de raio Re a acelerando centrípeta da partícula é 
dada por u 2 /R. (Se u nao é perpendicular a B, a trajetória é helicoidal. Como a componente de u paralela a B nao contribuí para 
a forca F, vamos considerar apenas o movimento em duas dimensoes.) Nesse caso, temos: 


quB = my 


du 

dt 



ou 


BqR — myu — p 2-37 

A Equanao 2-37 é igual á expressao clássica, exceto pela presenta do fator y. A Figura 2-14 mostra um gráfico de BqR/mu em 
fungáo de utc. É interessante reescrever a Equanáo 2-37 com o momento p expresso em MeV/c em vez de kg-m/s. O resultado é 
o seguinte: 

P = 300 RR (^) 2-38 

em que p está em MeV/c, B em tesla ei?em metros. 


EXEMPLO 2-14 


Elétron em um Campo Magnético Qual é o raio aproximado da trajetória de um elétron de 30 MeV 
submetido a um campo magnético de 0,05 T (500 gauss)? 


SOLUQÁO 

1. O raio da trajetória pode ser calculado fazendo q = e na Equagáo 2-38: 

r - — 

300 B 

2. Nesta situafáo, a energia total E é muito maior que a energia de repouso me 2 : 


E = 30 MeV » me 2 = 0,511 MeV 

3. Sendo assim, o valor de p pode ser determinado com o auxilio da Equafao 2-36: 

p « E/c = 30 MeV/c 

4. Substituindo este valor de p na Equacao 2-38, obtemos: 

30 MeV/t' 

' (300) (0,05) 

= 2 rn 

Observagáo: Neste caso, o erro cometido usando a aproximando dada pela Equaqáo 2-36 em lugar da soluqáo exata, Equaqáo 2- 
31, é apenas da ordem de 0,01%. 


CaSO NáO Relativístico Como as expressóes nao relativísticas para a energia, o momento e outras grandezas sao bem 
mais simples que as expressóes relativísticas, é importante, entáo, saber reconhecer em que circunstancias essas expressóes sao 
suficientemente precisas. Quando y —> 1, todas as expressóes relativísticas tendem para as expressóes clássicas. Na maioria dos 
casos, conhecemos a energia cinética ou a energia total do sistema; assim, a expressao mais conveniente para calcular o valor de 
y, que pode ser obtida a partir da Equagáo 2-10, é a seguinte: 








FIGURA 2-14 Gráfico de BqR/mu em fungáo de ule para urna partícula de carga q e massa m descreyendo urna órbita circular de raio R 
na presenta de um campo magnético B. A concordancia dos resultados experimentáis com a curva prevista pela teoría da relatividade 
reforga a ideia de que a forga é igual á taxa de variagáo com o tempo do momento relativístico. [Adaptado com permissáo da editora de I. 
Kaplan, Nuclear Physics, 2d ed. (Reading, MA: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1962.)] 
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Quando a energia cinética E k é muito menor que a energía de repouso me 2 , y ~ 1 e as equagóes nao relativísticas podem ser 
usadas. Assim, por exemplo, a aproximagáo clássica E k ~ mu 2 12 =p 2 Hm pode ser empregada em lugar da expressao relativística 
E k = (y - 1 )mc 2 . Podemos ter urna ideia da precisao dessas aproximagóes calculando a expansao binomial de y, como na Segao 
2-2, e examinando o maior termo que é desprezado na aproximagáo clássica. Temos: 


e 



1 u 2 3 « 4 

I + "—t + 7-j + 

2 c- * '' J 


8 c‘ 


4 ► a- 


Assim, 


e í = (y 


I )mc 2 
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ittit 2 + 



2 me 2 
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4 ¥ 4- 
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k 


3 E±_ 
2 me 2 


Se E k /mc 2 = 0,01, por exemplo, o erro cometido ao usarmos a aproximagáo E k ~ mu 2 12 é 1,5%, aproximadamente. 

Quando a energia de urna partícula é muito pequeña, a velocidade pode ser obtida a partir da equagáo clássica para a energia 
cinética, E k = mu 2 / 2. Quando a energia da partícula é muito grande, a velocidade é praticamente igual á da luz e a seguinte 
aproximagáo pode ser usada (veja o Problema 2-28): 


u 

c 



pura 7 » 1 
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Urna expressáo exata para a velocidade de urna partícula em fungáo da energia e momento foi obtida no Exemplo 2-10: 

U _ pe 

e~E 


2-41 













Naturalmente, esta expressáo nao pode ser usada simultáneamente com a aproximagáo E ~ pe. 


EXEMPLO 2-15 


_Partículas Diferentes com a Mesma Energía Cinética Um elétron e um próton sao submetidos a urna 

diferenga de potencial de 10 7 V. Determine o valor de y, do momento e da velocidade para cada partícula. 


SOLUQÁO 

Como o valor absoluto da carga é o mesmo para as duas partículas, e = 1,602 x 1(T 19 C, ambas adquirem urna energía cinética de 10 
MeV (Equagáo 2-24). Este valor é muito maior que o da energía de repouso do elétron, 0,511 MeV, e muito menor que o da energía 
de repouso do próton, 938,3 MeV. Vamos calcular o momento e a velocidade de cada partícula usando a expressáo exata; em seguida, 
usaremos a aproximagáo náo relativística para calcular o momento e a velocidade do próton e a aproximagáo relativística extrema 
para calcular o momento e a velocidade do elétron. 


1. Vamos comegar pelo elétron. De acordo com a Equagáo 2-39, temos: 


1 = 


+ 


Ei 


ít1C‘ 


= I + 


10 MeV 
0,511 MeV 


20,57 


Como a energía total éEk + me 2 = 10,511 MeV, temos, de acordo com a Equagáo 2-31: 


pe = VE 2 - (me 2 ) 2 = V( 10,51 lj 2 - <0,511) 2 
= 10,50 MeV 

O resultado exato é, portanto, p = 10,50 MeV/c. Usando a aproximagáo relativística extrema, válida para altas energías, obtemos 
p ~ Ele = 10,51 MeV, em boa concordancia com o resultado exato. Usando a Equagáo 2-34, obtemos para a velocidade ule = 
pc!E = 10,50/10,511 = 0,999. Por outro lado, usando a solugáo aproximada (Equagáo 2-40), obtemos: 


U 

€ 




i 

20,57 


= 0,999 


2. No caso do próton, a energía total é + me 2 =10 MeV + 938,3 MeV = 948,3 MeV. De acordo com a Equagáo 2-39, y = 1 + 
Ek/mc 2 = 1 + 10/938,3 = 1,01. Nesse caso, de acordo com a Equagáo 2-31, temos: 


r c = \ r E - (mer) 2 = V(918,3) 7 - (938,3)* 

p = l37,4MeV/c 

Usando a aproximagáo náo relativística, obtemos: 

1 2 {muf p l A 2 

E¡ = - mu = — -=* — = -¥ 

2 2 m 2 m 2me 2 


OU 


pe ~ V2 me 2 E k = V(2) (938,3) (10J 
p = 137,0 MeV/c 

A velocidade pode ser determinada exatamente, através da Equagáo 2-34, ou aproximadamente, através da expressáo náo 
relativística p = mu. No primeiro caso, temos: 


u _ pe 

c ~ E 


137,4 

948,3 


0,1449 


u 

c 


pe 

me 1 


137,0 

938,3 


0.1460 


No segundo caso, temos: 

















2-5 Relatividade Geral 

A generalizagáo da teoría da relatividade para referenciais nao inerciais, proposta por Einstein em 1916, ficou conhecida como 
teoría da relatividade geral. Trata-se da teoría que descreve a interagáo gravitacional , urna das quatro interagóes básicas da 
natureza. Assim, é fundamental para os estudos do Big Bang, dos buracos negros, dos quasars, do ciclo de vida das estrelas e da 
evolugáo do universo, tópicos que seráo discutidos no Capítulo 13. A relatividade geral, a ideia de que a gravidade é a 
geometría do nosso espago-tempo quadridimensional , é um das ideias mais elegantes e revolucionárias da física moderna. 
Trata-se de urna teoría muito mais difícil, do ponto de vista matemático, que a teoría da relatividade restrita, e existem muito 
menos situagóes ñas quais pode ser testada. Mesmo assim, sua importancia ñas áreas da astrofísica e da cosmología e a 
necessidade de levá-la em consideragáo no projeto de sistemas como o GPS, os relógios atómicos, as comunicagóes de sondas 
espaciáis e futuros sistemas de precisáo nos levaram a incluí-la nesta obra. Urna descrigáo completa da teoría geral, utilizando 
os métodos sofisticados da análise tensorial, seria impossível neste livro, de modo que nos limitaremos a discussóes qualitativas 
ou, em alguns casos, semiquantitativas. 

Os equipamentos eletrónicos modernos exigem urna precisáo táo grande que os efeitos da relatividade geral tém que ser levados em 
conta no projeto de sistemas como o GPS. 

O que levou Einstein a formular urna teoría da relatividade geral que a relatividade restrita nao foi um resultado 
experimental que necessitasse de explicagáo, mas o desejo de incluir na teoría da relatividade a descrigáo de todos os fenómenos 
naturais. Em 1907, Einstein percebeu que estava em condigóes de atingir este objetivo, com urna única e notável excegáo: os 
fenómenos que envolviam a forga da gravidade. A respeito dessa excegáo, declarou: 13 

Gostaria muito de compreender por que ela [a excegáo] existe. 

A explicagáo lhe ocorreu alguns anos mais tarde, no escritorio de patentes de Berna, na Suíga, onde trabalhava. Ñas palavras do 
próprio Einstein: 14 

Foi entáo que me ocorreu a ideia mais fantástica de minha vida. Da mesma forma que o campo elétrico gerado pela indugáo 
magnética, o campo gravitacional possui urna existencia apenas relativa. Porque para um observador que está caindo do 
telhado de urna casa, nao existe (pelo menos em sua vizinhanga imediata) um campo gravitacional. [Os grifos sáo de 
Einstein] ... O observador tem, portanto, todo o direito de imaginar que se encontra “em repouso”. 

A partir dessa “ideia fantástica”, Einstein chegou ao principio de equivalencia , que viria a se tomar o postulado básico da 
teoría da relatividade geral. 

O Principio de Equivalencia 

A teoría da teoría da relatividade geral se baseia no que podemos chamar de terceiro postulado de Einstein, o principio de 
equivalencia, que pode ser enunciado da seguinte forma: 

Um campo gravitacional homogéneo é equivalente, sob todos os aspectos, a um referencial uniformemente acelerado. 

Este mesmo principio aparece, de forma um pouco diferente, na mecánica newtoniana, gragas á igualdade entre a massa 
gravitacional e a massa inercial. Em um campo gravitacional homogéneo, todos os corpos caem com a mesma aceleragáo g, 
independentemente da massa, já que a forga gravitacional é diretamente proporcional á massa (gravitacional) e a aceleragáo é 
inversamente proporcional á massa (inercial) e, de acordo com todos os experimentos, a massa m em 

F = ma (m inicial ) 

e a massa m em 

GMm A 

F — —r (m gravitacional) 

sáo exatamente iguais na mecánica clássica, embora a teoría clássica náo oferega nenhuma explicagáo para essa igualdade. Perto 
da superficie da Terra, por exemplo, F G = GMm/r 1 = m gYay g = m^^a = F inercia i. Experimentos recentes mostram que a diferenga 
entre m mQ rc i a i e m grav é menor que 1 parte em 10 12 . 

Para compreender melhor o que significa o principio de equivaléncia, imagine urna cápsula isolada no espago, longe de 
qualquer concentragáo de matéria, submetida a urna aceleragáo constante e uniforme a (Figura 2- 15a). Se um astronauta larga 


um objeto no interior da cápsula, o objeto “cai” com urna aceleragáo g = -a. Se o astronauta sobe em urna balanga de mola, a 
balanga indica um “peso” igual a ma. Nenhum experimento mecánico realizado no interior da cápsula é capaz de revelar se a 
cápsula está sendo acelerada na ausencia de um campo gravitacional ou se encontra-se em repouso (ou está se movendo com 
velocidade constante) na presenga de um campo gravitacional g= -a, como na Figura 2-15 b. Como a forga centrípeta e a forga 
de Coriolis, a forga gravitacional é urna pseudoforga ou forga aparente, 15 ou seja, urna forga que pode ser anulada por urna 
mudanga do sistema de coordenadas. 

(a) i a (6) 




FIGURA 2-15 Os resultados de experimentos realizados em um referencial uniformemente acelerado (a) nao podem ser distinguidos dos 
resultados de experimentos realizados na presenga de um campo gravitacional ( b ) se a aceleragáo a e o campo gravitacional g sao iguais 
em módulo e tém sentidos opostos. 

Einstein postulou que o principio de equivalencia é válido, nao so para os experimentos mecánicos, mas para todos os 
experimentos da física. Em outras palavras, Einstein supós que nao é possível determinar, através de experimentos, se um corpo 
está descrevendo um movimento uniformemente acelerado ou se encontra-se na presenga de um campo gravitacional. Urna 
consequéncia direta do principio de equivalencia é o fato de que a igualdade m ine rc i a i = m grav deixa de ser urna simples 
coincidencia para ser inevitável. O principio de equivalencia estende o primeiro postulado de Einstein, o principio da 
relatividade, a todos os referenciais, tanto os inerciais como os nao inerciais (isto é, acelerados). Isso significa que é impossível 
determinar a aceleragáo absoluta de um referencial. A aceleragáo, como a velocidade, é urna grandeza relativa. 

Exercício 

6. No seu 76- (e último) aniversário, Einstein recebeu de presente um brinquedo que se propunha a demonstrar o principio de 
equivalencia (Figura 2-16). O objetivo é colocar a bola no recipiente usando um método que funcione sempre da primeira 
vez (em vez de sacudir o brinquedo ao acaso). O que o leitor faria? (Nota: Quando Einstein recebeu o presente, mostrou-se 
muito satisfeito e encontrou imediatamente a solugáo.) 


Revisáo do Intervalo Invariante 

Na relatividade geral, o intervalo invariante As, definido na Equagáo 1-30, tem um papel mais básico que na relatividade 
especial, o que também acontece com o tempo próprio reo comprimento próprio L p . Depois de escrever a Equagáo 1-30 na 
forma diferencial, 

ds 1 — c~ih~ — (dx~ + dy 2 + dz 2 ) 2-42 


considere um próton dos raios cósmicos que passa pelo referencial inercial S de um laboratorio com velocidade v. Em S r , o 




































referencial de repouso do próton, dx f = dy'= dz' = 0 e df = ¿x, o tempo próprio; assim, ds 2 = c 2 ¿x 2 . Como dx = vdt e dy = dz = 0, a 
Equagáo 2-42 se reduz a 


í/í' 2 = ctí/t 2 = c 2 dr 2 - v 2 dí 2 = (c J — v 2 ) dt 2 

OU 


¿t = 


1 

VI - vVc" 




que é a versáo diferencial da Equagáo 1-26, usada para calcular a dilatagáo dos tempos na relatividade restrita. A contragáo das 
distancias e as equagóes da transformagáo de Lorentz também podem ser obtidas a partir do intervalo invariante. 



Esfera de plástico 
transparente 


Esfera de latáo 


FIGURA 2-16 Brinquedo para demonstrar o principio de equivalencia, oferecido a Einstein por E. M. Rogers. O objetivo é colocar a bola 
no recipiente usando um método que funcione sempre da primeira vez. A mola nao é suficientemente forte para puxar a bola e permanece 
parcialmente distendida, mesmo quando a bola está no recipiente. A esfera transparente, com 10 cm de diámetro, nao pode ser aberta. 
[Fonte : A.P. French, Albert Einstein: A Centenary Volunte , Harvard University Press (Cambridge, MA,1979).] 


Considere agora um CD ou DVD em movimento de rotagáo. A análise desse tipo mais familiar de sistema nao inercial, no 
qual, em vez da gravidade, está presente outra forga aparente, a forga centrípeta, ajudará o leitor a compreender o movimento de 
partículas relativísticas em um campo gravitacional. Para analisar o sistema, é conveniente usar coordenadas cilindricas em vez 
de coordenadas cartesianas (veja a Figura 2-17). Nesse caso, em um referencial inercial S, a Equagáo 2-42 se toma 

ds 2 = c-íH 1 - (dr 2 4- rdtfr + dz 2 } 

Se o disco está girando com velocidade angular constante co em tomo do eixo z do referencial S, um ponto fixo do disco tem 
coordenadas (r, cp, z) no referencial S e coordenadas (r', (p', z') em um referencial S f solidário com o disco, em que r’ = r, z' = z e 
cp f = cp — co t. Portanto, dr’ = dr , dz' = dz e ¿cp' = ¿cp - c údt. Substituindo na Equagáo 2-43, o intervalo invariante se toma (veja o 
Problema 2-32) 













ds 2 = (c 2 — r 2 v> 2 )dt 2 - {dr 2 + r 2 dy >2 + Zrhüdy'dt + dz 

2-44 


O intervalo de tempo entre dois eventos que ocorrem em um ponto (V, cp', z') do disco, medido por um relógio situado no 
mesmo ponto, é, naturalmente, o intervalo de tempo próprio dx. Como, para esse tipo de evento, dr f = dtp' = dz' = 0, a Equagáo 
2-44 se reduz a 


ds 2 = c 2 ih~ = ( c 2 — r 2 ity)dt 2 



x = r eos <p 
y = rsen cp 
z = z 


FIGURA 2-17 Relagoes geométricas entre coordenadas cilindricas e cartesianas (retangulares). 


o que nos dá 


I 

di = — , CÍT 

V 1 - r 2 tú 1 fe 2 

Como reo = v no referencial inercial S , esta relagáo é, mais urna vez, a equagáo de dilatagáo dos tempos; neste caso, porém, v 
(a velocidade tangencial) aumenta quando r aumenta, o que também acontece com a diregáo dos tempos. 

Se montarmos urna rede de réguas no referencial S' com um relógio em cada intersegáo, como fizemos no sistema inercial 
ilustrado na Figura 1-13, os relógios de S ' podem ser sincronizados da forma descrita na Segáo 1-2. Entretanto, o termo misto 
dip'dt da Equagáo 2-44 constituí um problema, já que envolve urna variável espacial e urna variável temporal. Para resolver o 
problema, considere dois relógios com os mesmos valores de r' (= r) e de cp e diferentes valores de z' (= z). Como as velocidades 
tangenciais v dos dois relógios sáo iguais em S , os relógios podem ser sincronizados tanto para observadores em S como para 
observadores em S'. Da mesma forma, relógios com os mesmos valores de cp' e z' e valores ligeiramente diferentes de r' podem 
ser sincronizados para observadores nos dois referenciais. Considere agora dois relógios com os mesmos valores de r' (= r) e z' 
(= z) e diferentes valores de cp', como na Figura 2-18 a. Os relógios em A' e B' estáo sincronizados, já que pulsos luminosos 
emitidos simultáneamente nesses dois pontos atingem simultáneamente o ponto C', equidistante de A' e B '. Do ponto de vista do 
referencial inercial por outro lado, os dois relógios tém velocidades tangenciais diferentes. Podemos compreender melhor o 
que isso significa imaginando que os dois relógios estáo separados por urna distáncia muito pequeña (infinitesimal), como a 
Figura 2-18é, com o ponto C', mais urna vez, equidistante de A' e B'. Assim como o exemplo do trem proposto por Einstein e 
ilustrado na Figura 1-15, o relógio em A' está adiantado em relagáo ao relógio em B' e um observador do referencial S concluí 
que relógios em pontos com diferentes valores de cp' nao estáo sincronizados. Assim, dois relógios sincronizados em S' náo 
estáo sincronizados em S se tiverem valores diferentes de cp. 

Gragas aos resultados obtidos ñas Segóes 1-3 e 1-4, sabemos como calcular a diferenga entre os tempos medidos pelos dois 
relógios. De acordo com a Equagáo 1-18, a diferenga para o observador em S é yvv/c 2 , em que, no caso que estamos discutindo, 
v = reo e a distáncia entre os relógios é yrc/cp'. Isso nos dá 


yvx 'yVoxfy' 
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FIGURA 2-18 ( a ) Olhando no sentido negativo do eixo z, os relógios A' e B' estáo em repouso no referencial S', com diferentes valores 
de cp'. ( b ) Os relógios A' e B' estáo separados por um ángulo infinitesimal. Nos dois casos, o ponto C (que náo aparece na figura) é 
equidistante d q A' q B' q tem o mesmo valor de r. 


Como o valor dado por esta última equaqáo é a diferenqa entre o intervalo de tempo dt' medido pelos relógios sincronizados 
em *S" e o intervalo de tempo dt medido por um observador no referencial inercial S , temos: 


df = dt ~ 


f’-iiXÍip' 

1 2 2 

C ~ r'ur 


2-45 


Substituindo dt, dado pela Equaqáo 2-45, na Equaqáo 2-44, obtemos (veja o Problema 2-36): 


ds 2 — (c 1 — r 


M-)át a - (dr 2 + ’_ d * w + dz^j 2-46 


Depois dessa substituiqáo, o intervalo, como na Equaqáo 1-30, é a soma de urna parcela temporal com urna parcela espacial; náo 
existem termos mistos. (Lembre-se de que, na demonstraqáo acima, r* = r, dr ' = dr, z' = z e dz' = dz .) 

A Equaqáo 2-46 expressa o intervalo invariante em um referencial náo inercial particular, um sistema que gira com 
velocidade angular constante co em relaqáo a um referencial inercial. No caso de um relógio em repouso no referencial S\ ds 2 = 
(c 2 - r 2 ® 2 )^' 2 . Comparando os intervalos de tempo medidos neste relógio com os intervalos de tempo medidos por um relógio 
em repouso no referencial inercial S, ds 2 = c 2 dx 2 , temos: 


c 2 d r 2 = (c 2 — r 2 (tír)df 2 
di = Vi ~ rW/ c 2 dl r 

que descreve a dilataqáo dos tempos no sistema em rotaqáo. Para determinar o que acontece com as medidas das distancias em 
S r , considere urna régua em repouso em S r , situada a urna distancia r do eixo de rotaqáo e orientada paralelamente á velocidade 
tangencial v nesse ponto. Nesse caso, ds 2 = -c^d^tic 2 -rW), em que r¿/cp' = L é o comprimento da régua. No caso de urna 
régua em repouso no referencial S, ds 2 = -rVcp 2 , em que rrfcp =L p é o comprimento próprio da régua. Assim, temos: 


-rW = -cVdvVíc 3 - rW) 
rd< p' L 


rdy = L p = —j. 


VI — rW/c 2 Vi — r 2 u> 2 ¡C 2 

que descreve a contraqáo das distancias no sistema em rotaqáo. 


Algumas Previsóes da Relatividade Geral 

No seu primeiro artigo a respeito da relatividade geral, publicado em 1916, Einstein conseguiu explicar quantitativamente urna 
conhecida discrepancia entre os valores experimental e teórico (calculado classicamente) do avanqo do periélio da órbita de 
Mercúrio, que é de 43 segundos de arco por século. Foi o primeiro sucesso da nova teoría. Urna segunda previsáo, o 
encurvamento da trajetória da luz em um campo gravitacional, parecía mais difícil de testar, por se tratar de um efeito muito 
pequeño. Entretanto, a previsáo foi comprovada menos de cinco anos depois, quando Arthur Eddington mediu a deflexáo 
sofrida pela luz de duas estrelas ao passar ñas proximidades do Sol durante um eclipse total. A teoría também previa que a luz 
se propaga mais devagar e os relógios se atrasam na presenqa de um campo gravitacional, efeitos de considerável importancia 









para a determinagáo das distancias astronómicas e da velocidade de expansáo do universo. O efeito da gravidade sobre os 
relógios, conhecido como desvio gravitacional para o vermelho, foi comprovado por Pound e colaboradores em 1960, usando o 
campo gravitacional da Terra e urna técnica de medigáo de frequéncia extremamente sensível, baseada no efeito Móssbauer 
(veja o Capítulo 11). A redugáo da velocidade da luz foi observada em 1971 por Shapiro e colaboradores, usando sinais de radar 
refletidos em vários planetas. Dois desses testes experimentáis da teoría da relatividade geral, o encurvamento da trajetória da 
luz e o desvio gravitacional para o vermelho, sao discutidos ñas Segóes Exploratorias a seguir. O periélio da órbita de Mercúrio 
e o retardo da luz sao discutidos em Leituras Suplementares disponíveis no site da LTC Editora para este livro na Internet. 
Muitas outras previsóes da relatividade geral estáo sendo investigadas atualmente. Duas délas, os buracos negros e as ondas 
gravitacionais, sao discutidas brevemente nos parágrafos fináis deste capítulo. 

SEQÁO EXPLORATORIA 
Deflexáo da Luz em um Campo Gravitacional 

Este efeito relativístico dá origem a lentes gravitacionais cósmicas que concentram a luz de galáxias 
extremamente distantes, aumentando consideravelmente a sensibilidade dos telescopios terrestres ou em órbita. 

Com o advento da relatividade restrita, vários aspectos da lei da gravitagáo newtoniana, F G = GMm/r 2 , se tomaram questionáveis. De 
acordo com o conceito relativístico de equivalencia entre massa e energía, por exemplo, as partículas com massa de repouso nula 
deveriam exibir propriedades como peso e inércia que, de acordo com a teoría clássica, seriam atributo exclusivo das partículas com 
massa. Segundo o principio de equivalencia, a própria luz estaría sujeita á influencia de forgas gravitacionais. Na verdade, a deflexáo 
sofrida por um raio luminoso ao passar ñas proximidades de um intenso campo gravitacional foi urna das primeiras previsóes da 
teoría da relatividade geral a ser testada experimentalmente. 

Para compreender por que a deflexáo da luz é urna consequéncia natural do principio de equivalencia, considere a Figura 2-19, 
que mostra um raio luminoso atravessando um elevador acelerado. Os desenhos mostram posigoes sucessivas do elevador após 
intervalos de tempo iguais. Como a velocidade do elevador está aumentando, a distancia que o elevador percorre a cada intervalo 
aumenta com o tempo. A trajetória do raio luminoso, do ponto de vista de um observador situado no interior do elevador, é, portanto, 
urna parábola. Segundo o principio de correspondencia, é impossível distinguir um elevador acelerado de um elevador que esteja se 
movendo com velocidade constante em um campo gravitacional constante. A única conclusáo possível é que, da mesma forma que os 
objetos com massa, os raios de luz sáo acelerados por um campo gravitacional. Ñas proximidades da Terra, por exemplo, a luz sofre 
urna aceleragáo de 9,8 m/s 2 . O fenómeno é difícil de observar por causa da enorme velocidade da luz. Em urna distancia de 3.000 km, 
que a luz leva 0,01 s para percorrer, o desvio sofrido por um raio luminoso é de apenas 0,5 mm. Einstein observou que a deflexáo de 
um raio luminoso em um campo gravitacional poderia ser observada se a luz produzida por urna estrela distante passasse ñas 
proximidades do Sol. 16 Para determinar o ángulo de deflexáo, escrevemos o intervalo no espago-tempo (Equagáo 2-42) em 
coordenadas polares: 

¿ir — c 7 dt 2 — (¿ir 2 + r 2 M 2 + r~serrGíAp ! ) 2-47 

Como a deflexáo da luz acontece em um plano, a Equagáo 2-47 se toma 

dr = c 2 dt 2 - (dr 2 + r Jf)-) 2-48 

Einstein mostrou que a Equagáo 2-48 é modificada na presenga de urna massa M (esférica, sem rotagáo), tomando-se 

dr = 7 ir) 2 c 2 dr — dr ¿ / n f[r) 2 — i - 2 rfft 2 2-49 

em que y(r) = (1 - 2 GM/c 2 r) 112 , G é a constante gravitacional universal eré a distancia entre o raio luminoso e o centro da massa M. 

O fator y(r) é análogo ao y da relatividade restrita e pode ser considerado urna corregáo associada á dilatagáo gravitacional dos 
tempos (o primeiro termo do lado direito da Equagáo 2-49) e á contragáo gravitacional das distáncias (o segundo termo). 

Esta situagáo está representada na Figura 2-20, que mostra a luz de urna estrela distante passando ñas proximidades do Sol. A 
deflexáo gravitacional da luz (de massa y m = Ele 2 ) pode ser interpretada como um fenómeno de difragáo. A velocidade da luz é 
reduzida para y(r)c ñas proximidades da massa M, já que y(r) < 1 (veja a Equagáo 2-49); isso faz com que as frentes de onda (e, 
portanto, a trajetória da luz) se desviem em diregáo a M. Trata-se de um fenómeno análogo á deflexáo da luz das estrelas em diregáo á 
superficie da Terra em consequéncia da variagáo da densidade (e, portanto, do índice de refragáo) da atmosfera. Integrando a Equagáo 
2-49 ao longo da trajetória do raio luminoso (lembre-se de que ds = 0 no caso da luz), é possível mostrar que o ángulo de deflexáo é 
dado por 17 
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FIGURA 2-19 (a) Raio luminoso atravessando um elevador uniformemente acelerado. Os desenhos mostram posigoes sucessivas do elevador 
após intervalos de tempo iguais t\, ti, ti e ¿ 4 . (b) No referencial do elevador, a luz descreve urna trajetória parabólica, como a de urna bola 
langada horizontalmente. Tanto em (a) como em (ó), os deslocamentos verticais foram grandemente exagerados. 
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FIGURA 2-20 Deflexao (grandemente exagerada) da luz proveniente de urna estrela devido á atragáo gravitacional do Sol. 

o. = 40M¡c 2 R 2-50 

em que R é a distancia de máxima aproximagáo entre o raio luminoso e o centro de M. Para um raio tangente á superficie do Sol, R = 
R q = 6,96 x 10 8 m (o raio do Sol) e M= 1,99 x 10 30 kg (a massa do Sol). Substituindo esses valores na Equagáo 2-44, obtemos a = 
1,75 segundo de arco . 18 
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FIGURA 2-21 Segundo a teoria da relatividade geral, o ángulo de deflexao a varia com a distancia de máxima aproximagáo R Q de acordo com a 
Equagáo 2-50. A figura mostra urna comparagáo entre a previsáo teórica (linha tracejada) e os dados experimentáis para 7 das 13 estrelas 
investigadas pelas expedigóes de Eddington. A concordancia é evidente. 


Em circunstancias normáis, o brilho do Sol impede que os astrónomos observem as estrelas próximas; assim, as previsóes de 
Einstein só podiam ser testadas durante um eclipse total. O valor de a foi calculado pelo dentista em 1915; em 1919, Eddington 19 
organizou expedigoes a dois locáis que ficavam sobre a linha de totalidade de um eclipse solar. As duas expedigoes conseguiram 
medir o valor de A para várias estrelas e comprovar a previsáo teórica de que o ángulo de deflexao varia inversamente com R . Os 






























valores experimentáis de A para raios tangentes á superficie do Sol foram os seguintes: 


o 


Em Sobral (América do Sul): a = 1,98 ± 0,12 segundo de arco 
Na Ilha do Príncipe (Africa): a = 1,61 ± 0,30 segundo de arco 

A diferenga entre a média dos dois valores acima e o valor previsto por Einstein é menor que 2%. A Figura 2-19 mostra urna 
comparagáo entre a variagáo experimental de a com i? G e a variagáo teórica (Equagáo 2-50). (Einstein ficou sabendo que os 
astrónomos tinham conseguido realizar as observares através de um telegrama enviado por H. A. Lorentz.) Desde entáo, muitas 
medidas de a foram realizadas durante eclipses totais do Sol. Com a invengo dos radiotelescopios, que nao sao ofuscados pela luz 
solar e, portanto, nao dependem de um eclipse total, tomou-se possível realizar um número aínda maior de testes. De acordo com os 
dados mais recentes, a diferenga entre as deflexóes observadas e as previstas pela teoría da relatividade geral é menor que 0,1%. 



FIGURA 2-22 (a) Urna lente comum desvia a luz, fazendo com que muitos raios convirjam para o olho do observador. A origem aparente 
desses raios é a imagem formada pela lente. Note que a imagem nao é do mesmo tamanho que o objeto (no caso, sofre urna ampliagáo) e que, 
embora nao seja mostrado na figura, dependendo do tipo de lente, a forma da imagem pode ser diferente da forma do objeto. ( b ) Urna lente 
gravitacional tem o mesmo efeito que urna lente comum sobre a luz de galáxias distantes observada na Terra. 

A deflexáo gravitacional da luz está sendo usada pelos astrónomos modernos, através do fenómeno das lentes gravitacionais, para 
estudar as galáxias e outras grandes concentrares de matéria. Ao passar por urna galáxia ou aglomerado de galáxias, a luz 
proveniente de estrelas e galáxias mais distantes é refratada, da mesma forma como a luz proveniente de um objeto é refratada por 
urna lente comum. Como no caso das lentes comuns, o resultado é a formagáo de urna imagem, que pode ser urna réplica aumentada 
e/ou distorcida do objeto original. A formagáo de urna imagem por urna lente comum aparece, de forma esquemática, na Figura 2- 
22 a, enquanto a Figura 2-22 b ilustra o fenómeno análogo para urna lente gravitacional. A fotografía que acompanha a ilustragáo 
mostra as imagens de várias galáxias distantes, transformadas em arcos pelo efeito gravitacional do aglomerado central de galáxias. A 
primeira observado comprovada de imagens produzidas por lentes gravitacionais foi realizada em 1979 por D. Walsh e 
colaboradores, que fotografaram urna imagem dupla do quasar QSO 0957. Desde entáo, os astrónomos descobriram muitas imagens 
do mesmo tipo. O estudo das imagens formadas por lentes gravitacionais constituí hoje em dia um campo fértil de pesquisas (veja o 
Capítulo 13). 








As imagens de galáxias distantes sao transformadas em arcos pelo grande aglomerado de galáxias Abell 2218, cujo enorme campo gravitacional, 
agindo como urna lente, amplia, reforga e distorce as imagens. Abell 2218 está a cerca de 2 bilhóes de anos-luz de distancia da Terra. Os arcos 
nesta fotografía, tirada pelo Telescopio Espacial Hubble em janeiro de 2010, sao imagens de galáxias situadas entre 10 e 20 bilhóes de anos-luz 
de distancia da Terra. [NASA, A. Fruchter ; ERO Team.] 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 

Desvio Gravitacional para o Vermelho 


Urna segunda previsáo da relatividade geral diz respeito á velocidade dos relógios e á frequéncia da luz em um 
campo gravitacional. Como exemplo concreto para ilustrar o desvio gravitacional para o vermelho associado ao principio de 
equivalencia, considere duas fontes luminosas iguais, A e A', e dois detectores iguais, B e B', situados em espagonaves iguais, S e S' 
(Figura 2-23). A espagonave S da Figura 2-23 a está em repouso no campo gravitacional de um planeta; a aceleragáo local da 
gravidade é g. Nao existe nenhuma massa ñas proximidades da espagonave S' da Figura 2-23 b. No instante t = 0, S' recebe urna 
aceleragáo constante a = —g; ao mesmo tempo, um átomo da fonte A' emite um pulso luminoso de frequéncia fo. Durante o intervalo 
de tempo t (= h/c ) que a luz leva para percorrer a distancia entre A' e B\ B f atinge urna velocidade v = at = gh/c ; em consequéncia, a 
frequéncia / medida pelo detector B' sofre um desvio para o vermelho que, para V«c, é dado por (fo ~f)/fo ~ (3 (veja a Segáo 1-5). 
Assim, 


(/o-/)//« = ¿///- & = y/c = gh/c 


a 


2-51 


Observe que o lado direito da Equagáo 2-51 é igual ao potencial gravitacional (ou seja, a energia potencial gravitacional por unidade 
de massa) Ac|) = gh entre A e B, dividido por c 2 . De acordo com o principio de equivaléncia, a frequéncia medida pelo detector B 
também deve ser igual a f embora S esteja em repouso e, portanto, o desvio nao possa ser atribuido ao efeito Doppler! Como o átomo 
que produziu o pulso luminoso em A pode ser considerado um relógio, e como nenhum “ciclo” de oscilagáo é perdido no percurso da 
luz de A até B , o observador em B deve concluir que o relógio em A está atrasado em relagáo a um relógio igual (ou um átomo igual) 
situado em B. Como a fonte A se encontra em um potencial gravitacional menor, o observador chega á conclusáo de que quanto 
menor o potencial gravitacional , menor a velocidade de um relógio. Este desvio da velocidade dos relógios no sentido de frequéncias 
mais baixas (e maiores comprimentos de onda), causado por campos gravitacionais, é conhecido como desvio gravitacional para o 
vermelho. 

No caso geral de urna massa M esférica e sem rotagáo, a variagáo de potencial gravitacional entre um ponto situado a urna 
distancia R do centro e um ponto situado no infinito é dada por 
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Aífj = 


J ^r <ir ~ GM (~ 1 A) Ifi 


GM 

/? 


e o desvio de frequéncia é dado por 


¿///o - M, -/)//, - GM/c 2 R 

ou 

//A — 1 - GM/c 2 /? (desvio gravitan ion al 

para o verme Iho) 
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Se o raio luminoso está se propagando no sentido oposto, isto é, de um potencial gravitacional maior para um potencial gravitacional 
menor, os limites de integrafáo da Equafáo 2-52 devem ser invertidos e a Equaqáo 2-53 se toma 

/// n — I + GM¡c 2 R (desvio gravitación^] 2-54 

para o azul) 



FIGURA 2-23 (a) O sistema S está em repouso no campo gravitacional de um planeta. ( b ) A espagonave S\ longe de qualquer massa, recebe 
urna aceleragáo a = -g. 

Os efeitos da gravitagáo sobre a frequéncia da luz das estrelas sao muito difíceis de detectar porque um raio luminoso está sujeito 
a várias mudangas durante o percurso. Assim, por exemplo, a luz pode sofrer um desvio gravitacional para o vermelho ao deixar a 
estrela e um desvio gravitacional para o azul ao se aproximar da Terra. Além disso, o desvio de frequéncia pode ter causas nao 
gravitacionais, como o efeito Doppler. O desvio para o azul causado pelo campo gravitacional da Terra é táo pequeño que nao pode 
ser medido com os equipamentos atuais; por outro lado, o desvio para o vermelho produzido pelo efeito Doppler associado á 
expansáo geral do universo é normalmente muito maior que os efeitos gravitacionais e, juntamente com o alargamento térmico das 
linhas espectrais causado pelas atmosferas estelares, leva a grandes imprecisoes ñas medidas. Assim, é notável que a previsáo 
relativística da Equagáo 2-54 tenha sido testada com sucesso no campo gravitacional relativamente pequeño da Terra. R.V. Pound e 
colaboradores, 20 primeiro em 1960 e depois em 1964, com maior precisáo, mediram o desvio de frequéncia dos raios gama de 14,4 
keV emitidos por átomos de 57 Fe enquanto caíam de urna distancia h de apenas 22,5 m. A diferenga entre os resultados que obtiveram 
usando o efeito Móssbauer, urna técnica extremamente precisa para medir desvios de frequéncia descoberta em 1958, e o resultado 
previsto pela teoria da relatividade geral, Af/f 0 = gh/c 1 = 2,45 x 10 -15 , foi menor que 1%. Os resultados expressos pelas Equagoes 2-53 
e 2-54 foram submetidos a vários testes experimentáis usando relógios atómicos transportados a bordo de aeronaves (veja a Segáo 1- 
4). Em 1980, R. F. C. Vessot e colaboradores empregaram um transmissor de micro-ondas extremamente preciso transportado a urna 
distancia de 10.000 km da Terra por urna sonda espacial. Esses experimentos confirmaran! as previsoes relativísticas, o último com 
urna precisáo de urna parte em 14.000. Mais recentemente, em 2010, J. C.-W. Chou e colaboradores, do National Institute of Science 
and Technology (NIST), usaram relógios óticos de precisáo para medir urna pequeña diferenga na frequéncia de urna transigáo do ion 








































de 27 Al para dois relógios cuja diferenga de altitude era de apenas 33 cm. 


Exercício 

7. A frequéncia/da Equagáo 2-53 se anula para um certo valor de M/R. Qual é o valor correspondente de R para urna estrela 
com a massa do Sol? Discuta o significado físico deste resultado. 



Leitura Suplementar 

O fato de que a teoría da gravitagáo de Newton nao era capaz de explicar a velocidade de rotagáo do eixo 
maior da órbita de Mercúrio em tomo do Sol era um grande problema para os cientistas, pois parecia 
mostrar que a teoría nao estava totalmente correta. O primeiro artigo de Einstein sobre relatividade geral, 
O Periélio da Órbita de Mercúrio , explicou os valores observados, preparando o terreno para que a 
relatividade geral suplantasse a velha teoría newtoniana. Urna descrigáo completa da explicado 
relativística está disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet. Veja também as Equagóes 2- 
55 a 2-57, a Figura 2-24 e a Tabela 2-2. 
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Leitura Suplementar | 

De acordo com a teoría da relatividade geral, as partículas com massa de repouso nula, os fótons, também 
estáo sujeitas á interagáo gravitacional, o que nao acontecía na teoría de Newton. Urna das consequéncias 
deste fato é o Retardo da Luz em um Campo Gravitacional. A previsáo do fenómeno e sua observagáo sao 
discutidas qualitativamente no site da LTC Editora para este livro na Internet. Veja também a Equagáo 2- 
58 e as Figuras 2-25 e 2-26. 


BliraCOS Negros A existencia dos buracos negros foi prevista por Oppenheimer e Snyder em 1939. 24 De acordo com a 
teoría da relatividade geral, se a densidade de um corpo é suficientemente elevada, a atragáo gravitacional se toma táo forte que 
nada pode escapar, nem mesmo a luz e outras formas de radiagáo eletromagnética; é como se o próprio espago estivesse 
encolhendo mais depressa do que a luz consegue se propagar. Urna propriedade notável de um corpo desse tipo é que nada do 
que acontece no interior pode ser comunicado ao resto do universo. Isso ocorre quando o potencial gravitacional na superficie 
da massa M se toma táo grande que o desvio gravitacional para o vermelho faz com que a frequéncia da radiagáo emitida pela 
superficie se anule. De acordo com a Equagáo 2-53, a frequéncia é nula quando o raio de um objeto esférico de massa M tem o 
valor crítico R G = GM/c 2 . Este resultado é urna consequéncia do principio de equivaléncia, mas a Equagáo 2-53 é urna 
aproximagáo válida apenas para v « c. Um cálculo mais preciso do valor crítico de R , denominado raio de Schwartzschild , leva 
a um valor duas vezes maior: 
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Para que um corpo com urna massa igual á do Sol seja um buraco negro, o raio náo pode ser maior que aproximadamente 3 
km. Vários possíveis buracos negros foram apontados pelos cientistas nos últimos anos, um deles no centro da Via Láctea. 
(Veja o Capítulo 13.) 

Um fato histórico interessante é que a Equagáo 2-59 foi proposta pelo físico francés do século XIX, Pierre Laplace, muitos 
anos antes que os cientistas comegassem a falar de relatividade geral e de buracos negros, com base na velocidade de escape v e 
de um corpo a partir da superficie de um planeta de raio r e massa M. Usando apenas a mecánica newtoniana e igualando a 
energía cinética do corpo ao potencial gravitacional na superficie do planeta, é fácil mostrar que a velocidade de escape é dada 
por 
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2GM 

r 


Fazendo v e = c, obtemos a Equagáo 2-59. Laplace chegou ao resultado correto depois de cometer dois erros triviais, que, por 
acaso, se cancelavam! 






















FIGURA 2-27 Os dentistas acreditara que sistemas binários constituidos por estrelas de néutrons ou buracos negros prestes a se fundir 
podem emitir ondas gravitacionais suficientemente intensas para serem detectadas na Terra. A amplitude das ondas diminui com a 
distancia porque as ondas se distribuem por urna regiáo maior do espago e porque as ondas mais afastadas da fonte foram emitidas em 
urna ocasiáo em que a emissáo era mais fraca. [Cortesía de Patrick Brady.\ 

Ondas Gravitacionais A formulaqáo da relatividade geral proposta por Einstein em 1916 previa explicitamente a 
existencia de ondas gravitacionais. De acordo com Einstein, do mesmo modo como cargas elétricas aceleradas produzem 
campos eletromagnéticos oscilantes, ou seja, ondas eletromagnéticas, massas aceleradas devem criar campos gravitacionais 
oscilantes, ou seja, ondas gravitacionais, que se propagam com a velocidade da luz. As ondas gravitacionais sao distorqdes do 
espaqo-tempo que se propagam no espaqo. A Figura 2-27 mostra, de forma esquemática, as ondas gravitacionais emitidas por 
um sistema constituido por dois buracos negros prestes a se fundir. 

Até o momento, existem apenas provas indiretas da existencia de ondas gravitacionais. Em 1974, R.A. Hulse e J.H. Taylor 25 
descobriram o primeiro pulsar binário, ou seja, um par de estrelas de néutrons em órbita mútua, urna das quais estava emitindo 
pulsos de radiaqáo eletromagnética. Medidas extremamente precisas mostraram que a reduqáo gradual do período orbital dessas 
estrelas estava de acordo com a previsáo da relatividade geral para a perda de energía devido á emissáo de ondas gravitacionais. 
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FIGURA 2-28 Os detectores LIGO sao interferómetros de Michelson de bracos iguais. Os espelhos, de 25 cm de diámetro e 10 cm de 
espessura e isolados dos movimentos da Terra, sao também as massas de teste do detector de ondas gravitacionais. A chegada de urna 
onda gravitacional faria o comprimento dos bracos variar de urna distancia equivalente a um milésimo do diámetro de um próton, 
produzindo um sinal luminoso no fotodetector. 
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No momento estao sendo feitas tentativas em varias partes do mundo para detectar diretamente as ondas gravitacionais que 




















chegam á Terra. Um dos instrumentos mais promissores é o LIGO (Láser Tnterferometer Gravitational-Wave Observatory, ou 
seja, Observatório de Ondas Gravitacionais com um Interferómetro Láser), um par de interferómetros de Michelson, um situado 
no Livingston Observatory, no estado americano de Louisiana, e outro no Hanford Observatory, no estado de Washington, a 
3.002 km de distancia, trabalhando em conjunto. A Figura 2-28 mostra um dos interferómetros LIGO. Cada brago tem 4 km de 
comprimento. Os dois raios luminosos sao refletidos repetidamente ñas cavidades, fazendo 75 percursos de ida e volta em cada 
brago antes de se recombinarem no fotodetector, o que aumenta o tamanho efetivo dos bragos para cerca de 400 km. (O 
Observatório de Hanford também dispóe de um instrumento menor, mas igualmente sensível.) A chegada de urna onda 
gravitacional faria o comprimento de um brago aumentar de urna distancia equivalente a um milésimo do diámetro de um 
próton e o comprimento do outro brago diminuir do mesmo valor minúsculo! Essa pequeña diferenga de comprimento seria 
suficiente para mudar a diferenga de fase entre os dois raios luminosos e produzir um sinal no detector. Para que um sinal seja 
interpretado como urna onda gravitacional, será preciso que os dois interferómetros registrem o evento com um intervalo de 10 
ms, já que este é o tempo que urna onda gravitacional, propagando-se á velocidade da luz, levaría para transpor a distáncia que 
separa os dois laboratorios. Terminada a fase de ajustes, que levou dois anos, o LIGO entrou em operagáo em meados de 2002. 
Em 2008, o LIGO havia completado cinco ciclos de coleta de dados, sendo que o quinto (S5) envolveu operagóes em conjunto 
com o GEO 600, um interferómetro ñas proximidades de Hannover, na Alemanha, e o interferómetro Virgo, instalado em 
Caseína, na Itália. Embora esses instrumentos sejam, de longe, os equipamentos científicos mais sensíveis jamais construidos, 
até agora nenhuma onda gravitacional foi detectada. 26 Depois do sexto ciclo (S6), iniciado em julho de 2009 e encerrado em 
outubro de 2010, os interferómetros do LIGO foram desligados para o inicio da construgáo do Advanced LIGO. Os no vos 
instrumentos aumentaráo de 10 vezes a sensibilidade do instrumento e de 1000 vezes o seu alcance, como mostra a Figura 2-29. 
O Advanced LIGO deverá entrar em operagáo em 2014. 



Vista aérea do interferómetro LIGO, projetado para detectar ondas gravitacionais, situado perto de Hanford, no estado americano de 
Washington. Os dois bragos tém 4 km de comprimento. [ CalTech/LIGO\ 

Esta aplicagáo do interferómetro de Michelson tal vez permita a detecgáo direta das ondas gravitacionais. 

Ainda temos muito a aprender quanto ás previsóes e consequéncias da teoría da relatividade geral, nao apenas no que diz 
respeito a fenómenos como buracos negros e ondas gravitacionais, mas também, por exemplo, acerca da gravidade e do espago- 
tempo nos primordios do universo, quando todas as forgas eram unificadas e a densidade de matéria e energia era extremamente 
elevada. Essas e outras questóes fascinantes seráo discutidas mais de perto nos capítulos que tratam da física das partículas 
elementares (Capítulo 12) e de astrofísica e cosmología (Capítulo 13), campos unidos pela teoría da relatividade geral, talvez a 
maior das realizagóes científicas de Einstein. 
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FIGURA 2-29 Comparagáo dos alcances do LIGO e do Advanced LIGO. Cada ponto na figura representa urna galáxia. [LIGO/Cal Tech] 

Exercício 

8. Quais foram os dois erros que Laplace cometeu para chegar á Equagáo 2-59? 


Resumo 


TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 

1. Momento relativístico 

p - yftni 2-7 


0 momento relativístico é conservado e é ~ mu para v« c. y = (1 - 
u 2 / c 2 ) -1/2 na Equagáo 2-7, na qual u é a velocidade da partícula em S. 

2. Energía relativística 

£ = jmc 2 2-10 

Energía total 

A energía relativística total é conservada. 

Energía cinética 

E k = yrtic 2 - me 2 2-9 

me 2 é a energía de repouso. y = (1 - u 2 /c 2 ) -1/2 ñas Equagoes 2-9 e 2-10. 


3. Transformagóes de Lorentz para Ee p 
















p'x = y{Pj, - vE/c Z ) Pj=Pr 

2-16 

E' = y(E - iy>,) p[ = p z 


em que v é a velocidade relativa dos referenciais e y = (1 - v 2 le 1 ) 1/2 


4. Conversóes Massa-Energia 

Quando urna energia A E é adicionada a (removida de) um corpo, a massa 
de repouso do corpo aumenta (diminuí) de A/77 = A Etc 2 . 

5. Massa invariante 

{me") = £ : - (pe) 1 2-32 


A energia e o momento de qualquer sistema podem ser combinados para 
formar um quadrivetor cujo módulo é a energia de repouso da massa m. 

6. Forga e relatividade 

A forga F = /77a nao é invariante na relatividade. A forga relativística é 
definida através da equagáo 


r 4> ¿(t* u ) ,, g 

di di 

7. Relatividade geral 

Um campo gravitacional uniforme é equivalente a um referencial 
uniformemente acelerado. 

Principio de equivaléncia 

ds : = e l df - {dx 2 + d/ + dzh 2-42 

Intervalo invariante 
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Notas 


1. Este Gedankenexperiment (experimento imaginário) foi inspirado por urna ideia de G. N. Lewis e R. C. Tolman, 
Philosophical Magazine, 18, 510 (1909). 








2. O leitor pode verificar que isto é verdade fazendo girar a Figura 2-la de 180 no plano do papel; a figura se toma idéntica á 
Figura 2-1 b. 

3. C. G. Adler, American Journal ofPhysics , 55, 739 (1987). 

4. A ideia surgiu no século XIX, a partir de estudos das reagóes químicas. Dentro dos limites de precisao das medidas da época, 
a soma das massas dos reagentes era sempre igual á soma das massas dos produtos. A lei de conservagáo da energía teve urna 
origem semelhante, com base nos experimentos de James Joule (1818-1889) interpretados por Hermann von Helmholtz (1821- 
1894). Esta nao é urna forma incomum de formular leis de conservagáo; até hoje, elas ainda surgem desta forma. 

5. Naturalmente, a aproximagáo da Equagáo 2-10 usada nesta discussáo nao pode ser obtida a partir das equagóes de Newton, já 
que nao existe nenhuma grandeza correspondente á energia de repouso me 2 na mecánica clássica. 

6. “Facilitam” no sentido de que nao precisamos fazer algumas conversóes de unidades nem usar grandes poténcias de 10. Por 
outro lado, devemos ter sempre em mente o fato de que o eV nao é urna unidade do SI. Se o resultado final de um cálculo tiver 
que ser expresso em unidades do SI, nao se esquega de converter os eV em joules! 

7. A. Einstein, Amalen der Physik, 17 (1905). 

8 ( Estritamente falando, a componente temporal do quadrivetor deveria ser icAt, em que i -■fi É a presenga do fator i que 
faz com que a componente temporal e as componentes espaciáis tenham sinais opostos na Equagáo 2-30 e a energia e o 
momento tenham sinais opostos na Equagáo 2-32. Sua inclusáo se deve a Hermann Minkowski (1864-1909), um matemático 
russo-alemáo que formulou urna interpretagáo geométrica da relatividade e foi um dos professores de Einstein em Zurique. 
Neste livro, o fator i é ignorado porque nao afeta nossas discussóes. 

9. Outras leis de conservagáo da física também devem ser respeitadas, como, por exemplo, as leis de conservagáo da carga 
elétrica e do momento angular. 

10. O positrón é urna partícula com a mesma massa que o elétron e carga positiva. O positrón e outras antipartículas sao 
discutidos nos Capítulos 11 e 12. 

11. Como os elétrons sao considerados partículas pontuais, isto é, sem extensáo espacial, nao é fácil definir o que significa 
“encontrar” um elétron. A ideia é que o fóton se aproxima do elétron, isto é, atravessa urna regiáo na qual o campo elétrico 
produzido pelo elétron é muito intenso. 

12. Um sistema deste tipo é conhecido como polielétron. É análogo a urna molécula de hidrogénio ionizada, da mesma forma 
como o positrónio é análogo a um átomo de hidrogénio. (Veja a legenda da Figura 2-12.) 

13. Einstein fez este comentário em urna conferéncia proferida em Kyoto no final de 1922. Veja Pais (1982). 

14. Trecho de um artigo nao publicado que hoje pertence ao acervo da Pierpont Morgan Library, em Nova York. Veja Pais 
(1982). 

15. As forgas aparentes sao forgas inerciais, isto é, proporcionáis á massa, e podem ser anuladas por urna mudanga do sistema 
de coordenadas. As forgas reais, como a forga elástica e a forga eletrostática, nao dependem da massa. 

16. Em 1913, Einstein perguntou ao astrónomo George Hale (em honra de quem o telescopio de 5 m do observatorio de monte 
Palomar foi batizado) se os astrónomos seriam capazes de medir urna deflexáo táo pequeña. A resposta foi negativa, mas 
quando Einstein refez os cálculos, dois anos mais tarde, obteve urna deflexáo duas vezes maior, o que tomou a observagáo mais 
viável. 

17. A integragáo nao é trivial. Veja, por exemplo, R. Adler, M. Bazin e M. Schiffer, Introduction to General Relativity 
(McGraw-Hill, New York, 1965). 

18. O valor previsto, tanto pela mecánica newtoniana como pela teoría da relatividade restrita, é duas vezes menor. Para chegar 
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parámetro de impacto b igual a R Q , o raio do Sol. 
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na Inglaterra, para que o astrónomo pudesse iniciar o projeto. Na ocasiáo, a Alemanha e a Inglaterra estavam em guerra e Arthur 
S. Eddington era diretor do renomado Observatorio de Cambridge. As autoridades inglesas aprovaram as expedigóes para evitar 
o dissabor de serem forgadas a prender um cientista famoso como Eddington, que se recusara a combater por questóes de 
consciéncia. 

20. Veja, por exemplo, R. V. Pound e G. A. Rebka, Jr., Physical Review Letters, 4, 337 (1960). 

21. Em relagáo ás estrelas fixas. 

22. A. Einstein, “The Foundation of the General Theory of Relativity”, Amalen der Physik, 49, 769 (1916). 

23. 1.1. Shapiro et al., Physical Review Letters, 26, 1132 (1971). 

24. Na verdade, a primeira pessoa, de que se tem noticia, a aventar a possibilidade da existéncia de estrelas com urna massa 
suficientemente grande para impedir o escape da luz (ou seja, “estrelas escuras”) foi John Mitchell, um pároco inglés, em 1783. 


O termo buraco negro foi usado pela primeira vez por John Wheeler, em 1968. 

25. R.A. Hulse e J. H. Taylor, Astrophysical Journal, 195, L51 (1975). 

26. Além dos detectores de ondas gravitacionais mencionados no texto, existe também o TAMA 300, no Japao, e o AURIGA, 
na Itália. A NASA e a European Space Agency estáo projetando um detector de ondas gravitacionais em órbita, o LISA, cujos 
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2020. 

Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 2-1 Momento Relativístico e 
Segáo 2-2 Energia Relativística 

2-1. Mostré que p yA = -p yB , onde p yA e p yB sao os momentos relativísticos das bolas da Figura 2-1, dados por 

mu yS 

Vi - tó + «JiO/c 2 

H,B = V 

2-3. Um elétron (energia de repouso me 2 = 0,511 MeV) está se movendo com velocidade u = 0 ,6c em relagáo ao laboratorio. 
Determine (a) o valor de y; {tí) o valor de p em MeV/c; (c) o valor de E; (d) o valor de E k . 

2-4. Qual é a energia necessária para acelerar urna partícula de massa m desde o repouso até urna velocidade igual a (a) 0,5c; {tí) 
0,9c; (c) 0,99c? Expresse as respostas como múltiplos da energia de repouso. 

2-5. Duas massas de 1 kg sao separadas por urna mola de massa desprezível. A distancia entre as massas é reduzida, 
comprimindo a mola. Se o trabalho necessário para comprimir a mola é 10 J, determine a variagáo da massa do sistema em 
quilogramas. A massa aumenta ou diminuí? 

2-6. Para que valor de u/c a massa medida de urna partícula excede a massa de repouso (a) em 10%; {tí) por um fator de 5 vezes; 
(c) por um fator de 20 vezes? 

2-7. Um próton proveniente do espago está se movendo táo depressa que é capaz de cobrir a distancia da Terra á Lúa em 1,5 s. 
{á) Qual é a velocidade do próton, em unidades de c? {tí) Qual é a energia cinética do próton? (c) Qual é a massa do próton no 
referencial da Terra? {d) Qual é o erro percentual cometido quando a energia cinética do próton é calculada usando a equagáo 
clássica? (A distancia entre a Terra e a Lúa é 3,8 x 10 5 km. Ignore a rotagáo da Terra.) 

2-8. Qual é o trabalho realizado para acelerar um próton {a) de 0,15c para 0,16c? {tí) de 0,85c para 0,86c? (c) de 0,95c para 
0,96c? Observe que a variagáo de velocidade é a mesma nos tres casos. 

2-9. O Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC), em Brookhaven, realiza colisóes entre átomos totalmente ionizados de ouro 
(Au) com urna energia de 200 GeV por núcleon. Cada núcleo de Au contém 197 núcleons. {a) Qual é a velocidade de um 
núcleo de Au no momento que antecede a colisáo? {tí) Qual é o momento do núcleo nesse instante? (c) Qual é o valor da energia 
e do momento do núcleo de Au no referencial do outro núcleo de Au envolvido na colisáo? 

2-10. {a) Determine a energia de repouso de 1 g de poeira. {tí) Se fosse possível converter totalmente esta energia em energia 
elétrica e vendé-la por 10 centavos o quilowatt-hora, qual seria a quantia arrecadada? (c) Se urna lámpada de 100 W fosse 
alimentada com esta energia, durante quanto tempo permanecería acesa? 

2-11. Um elétron (energia de repouso: 0,511 MeV) está se movendo a urna velocidade u = 0,2c. Determine a energia total, a 
energia cinética e o momento do elétron. 

2.12. Um próton (energia de repouso: 938 MeV) tem urna energia total de 1.400 MeV. {a) Qual é a velocidade do próton? {tí) 
Qual é o momento? 

2.13. A velocidade orbital do Sol em relagáo ao centro da Via Láctea é aproximadamente 250 km/s. Determine a diferenga 
percentual entre o valor relativístico e o valor newtoniano {a) do momento do Sol; {tí) da energia cinética do Sol. 

2.14. O elétron de um átomo de hidrogénio se move em tomo do próton com urna velocidade de 2,2 x 10 6 m/s. {a) Qual é a 
diferenga percentual entre os valores relativístico e newtoniano da energia cinética? {tí) Qual é a diferenga percentual entre os 
valores relativístico e newtoniano do momento? 

2.15. Urna lámpada de 60 W e a batería que a alimenta sáo colocadas no interior de um involucro transparente herméticamente 


PvA 


Vi - upe 2 


fi >B = -«oVi - v 1 ¡c 2 
2-2. Mostré que d{ymu) = m{ 1 - u 2 /c 2 )~ m du. 







fechado, (a) Determine a variagáo da massa do sistema se a lámpada permanecer acesa continuamente durante um ano. ( b ) 
Resolva o item {a) supondo que a superficie interna do involucro é um espelho ideal. 

Segao 2-3 Conversáo de Massa em Energía e a Energía de Ligagáo 

2.16. Use o Apéndice A e a Tabela 2-1 para determinar a energía necessária para remover um próton de um átomo de 4 He, 
deixando um átomo de 3 He e um elétron. 

2-17. Use o Apéndice A e a Tabela 2-1 para determinar a energía necessária para remover um néutron de um átomo de 3 H, 
deixando um átomo de 2 H. 

2-18. A energía liberada quando o sodio e o cloro se combinam para formar NaCl é 4,2 eV. (a) Qual é o aumento de massa (em 
unidades unificadas de massa) quando urna molécula de NaCl se decompóe em um átomo de Na e um átomo de Cl? ( b ) Qual é 
o erro percentual cometido quando essa diferenga de massa é desprezada? (A massa do Na é 23 u e a do Cl 35,5 u.) 

2.19. Em urna reagáo de fusáo nuclear, dois átomos de 2 H se combinam para produzir um átomo de 4 He. ( a ) Calcule a redugáo 
da massa de repouso do sistema em unidades unificadas de massa. ( b ) Calcule a energía liberada na reagáo. (c) Quantas reagóes 
desse tipo, por segundo, sao necessárias para gerar urna poténcia de 1 W? 

2.20. Urna partícula elementar de massa M absorve totalmente um fóton, o que faz a massa da partícula aumentar para 1,01 M. 
(a) Qual era a energía do fóton que foi absorvido? ( b ) Por que essa energía era maior que 0,01 Me 2 ? 

2.21. Quando um feixe de prótons de alta energia colide com prótons em repouso no laboratorio (em um recipiente com água ou 
hidrogénio líquido, por exemplo), píons neutros (n°) sao produzidos pela reagáo p+p^p+p + n°. Determine a menor energia 
que devem ter os prótons do feixe para que a reagáo ocorra. (Veja a Tabela 2-1 e o Exemplo 2-13.) 

2.22. A energia liberada pela fissáo de um núcleo de 235 U é aproximadamente 200 MeV. Qual é a massa convertida em energia 
nesta fissáo? 

2-23. A temperatura no centro do Sol é da ordem de 1,5 x 10 7 K. Supondo que no centro do Sol exista apenas hidrogénio 
atómico e lembrando que a temperatura é urna medida da energia cinética média dos átomos, determine (a) a energia térmica de 
1 kg do gás e ( b ) a massa associada a essa energia (£\. = 3&T72, em que ké a constante de Boltzmann; veja o Capítulo 3). 

Segao 2-4 Massa Invariante 

2-24. Calcule a forga exercida sobre a palma da máo de urna pessoa pelo feixe de luz de urna lantema de 1,0 W (a) se a máo da 
pessoa absorver toda a luz; ( b ) se a máo da pessoa refletir toda a luz. Qual teria que ser a massa de urna partícula para que 
exercesse a mesma forga ao ser sustentada pela máo na superficie da Terra? 

2-25. Um par elétron-pósitron está em repouso no referencial do laboratorio. As partículas se aniquilam mutuamente, 
produzindo um par de fótons (raios gama) que se movem em sentidos opostos no referencial do laboratorio. Mostré que a 
energia de repouso invariante dos raios gama é igual á do par elétron-pósitron. 

2-26. Mostré que a Equagáo 2-31 pode ser escrita na forma E = mc 2 {\ + p 2 lm 2 c 2 ) m e use urna expansáo binomial para mostrar 
que, para pe « me 2 , E ~ me 2 + p 2 /2m. 

2.27. Um elétron (energia de repouso: 0,511 MeV) tem urna energia total de 5 MeV. (a) Determine o momento do elétron em 
unidades de MeV/c. ( b ) Determine o valor de ule para o elétron. 

2-28. Faga um gráfico da energia total E de um elétron em fungáo do momento p. (Use a Equagáo 2-36 para grandes valores de 
p e a Equagáo 2-40 para pequeños valores de p .) 

2-29. Qual é a velocidade de urna partícula que possui um momento de 500 MeV/c e urna energia de 1.746 MeV? Qual é a 
massa da partícula (em MeV/c 2 )? 

2-30. Um elétron com urna energia total de 4,0 MeV está se movendo perpendicularmente a um campo magnético uniforme em 
urna trajetória circular com 4,2 cm de raio. (a) Qual é o módulo do campo magnético B? ( b ) Qual é o valor de y para o elétron? 

2-31. Um campo magnético de 0,5 T faz com que um próton se mova em urna trajetória circular de 2 m de raio. {a) Qual é o 
momento do próton? ( b ) Qual é a energia cinética do próton? 

Segao 2-5 Relatividade Geral 

2-32. Mostré que, no referencial de um disco em rotagáo, como um CD ou um DVD, o intervalo invariante é dado pela Equagáo 
2-44. 

2-33. Calcule o ángulo de deflexáo a para a luz de urna estrela distante observada na Lúa depois de passar muito perto da Terra. 

2-34. Dois gémeos trabalham na Sears Tower, um edificio de escritorios muito alto de Chicago. Um trabalha no último andar e 
o outro no poráo. Escolha a opgáo correta, de acordo com a teoría da relatividade geral: (a) Os gémeos envelhecem com a 
mesma rapidez; ( b ) o gémeo que trabalha no último andar envelhece mais devagar; (c) o gémeo que trabalha no poráo envelhece 


mais devagar. 

2-35. O planeta Júpiter descreve 8,43 revolugoes por século e sua órbita tem urna excentricidade 8 = 0,048. O planeta está 
situado a 5,2 UA do Sol e possui urna massa 318 vezes maior que a da Terra, que é 5,98 x 10 24 kg. Qual é a velocidade de 
precessáo do periélio de Júpiter, de acordo com a teoría da relatividade geral? (Ainda nao se conhece o valor experimental.) (1 
UA é a distancia média entre a Terra e Sol, 1,50 x 10 11 m.) 

2-36. Mostré que a substituigáo na Equagáo 2-44 de dt por seu valor, dado pela Equagáo 2-45, leva á Equagáo 2-46, que nao 
contém o termo misto dq'dt. 

2-37. Um satélite geossíncrono, “estacionado” em órbita no plano do equador terrestre, é usado para retransmitir sinais de 
micro-ondas. Para que frequéncia o receptor do satélite deve ser sintonizado se a frequéncia da transmissáo na Terra é 
exatamente 9,375 GHz? (Ignore todos os efeitos Doppler.) 

2-38. Urna certa estrela está a 92 anos-luz da Terra. Entre os dois astros, a 35 anos-luz de distancia da estrela, existe urna ana 
branca com urna massa igual a 3 vezes a massa do Sol e um raio de 104 km. A deflexáo da luz da estrela mais distante pela ana 
branca faz com que a imagem da estrela seja vista na Terra como um par de arcos de círculo como os que aparecem na Figura 2- 
20 b. Determine o ángulo 2a formado pelas retas que ligam a Terra aos dois arcos. 

NÍVEL II 

2-39. Um relógio é colocado a bordo de um satélite que gira em tomo da Terra com um período de 90 minutos, a urna altitude 
de 300 km. Qual é a diferenga, após um ano, entre os tempos indicados por este relógio e um relógio igual que fícou na Terra? 
(Leve em conta os efeitos da relatividade restrita e da relatividade geral.) 

2-40. Determine a energia total E' do objeto do Exemplo 2-11 em um referencial S' no qual p ' = 0. 

2-41. No acelerador linear de Stanford, pequeños pacotes de elétrons e pósitrons sao langados um contra o outro. No referencial 
do laboratorio, cada pacote tem 1 cm de comprimento e 10 pm de diámetro. No momento da colisáo, as partículas tém urna 
energia de 50 GeV e os elétrons e pósitrons estáo se movendo em sentidos opostos. {a) Determine o comprimento e a largura de 
repouso dos pacotes. ( b ) Qual deveria ser, no mínimo, o comprimento próprio do acelerador para que um pacote ficasse 
inteiramente contido no acelerador do ponto de vista do seu próprio referencial? (Na verdade, o acelerador tem menos de 1.000 
m de comprimento.) (c) Determine o comprimento de um pacote de pósitrons no referencial dos elétrons. ( d) Determine o 
momento e a energia dos elétrons no referencial dos pósitrons. 

2-42. A energia de repouso de um próton é 938 MeV. Se a energia cinética também é 938 MeV, determine (a) o momento; ( b ) a 
velocidade da partícula. 

2-43. Urna espagonave cuja massa é 10 6 kg está se movendo no espago com velocidade constante. Para realizar urna mano-bra, 
ejeta, em um período muito curto de tempo, 10 3 kg de combustível com urna velocidade de c/2 em relagáo á nave, (a) 
Desprezando qualquer variagáo da massa do sistema, calcule a velocidade da espagonave no referencial em que se encontrava 
inicialmente em repouso. ( b ) Calcule a velocidade da espagonave usando a mecánica clássica. (c) Use o resultado do item (a) 
para estimar a variagáo da massa de repouso do sistema. 

2-44. Um relógio (ou um átomo emissor de luz) situado no equador terrestre está se movendo a urna velocidade de 463 m/s em 
relagáo a um relógio situado em um dos polos. Como a Terra náo é perfeitamente esférica, o relógio do equador está 21 km 
mais distante do centro de Terra do que o relógio do polo. Calcule o efeito de dilatagáo do tempo para cada relógio do ponto de 
vista do outro relógio. Mostré que existem dois efeitos opostos da mesma ordem de grandeza e, em consequéncia, a diferenga 
entre os tempos indicados pelos dois relógios é muito pequeña. (Despreze a diferenga entre a aceleragáo da gravidade no 
equador e nos polos.) 

2-45. O Professor Gastáo, sem atentar para os aspectos económicos e políticos do projeto, propóe a construgáo de um acelerador 
de prótons ao longo de todo o equador terrestre usando eletroímás que produzem um campo magnético de 1,5 T para manter as 
partículas em urna trajetória circular, {a) Qual seria a energia cinética dos prótons? ( b ) Qual seria o período de rotagáo dos 
prótons? 

2-46. No Egito antigo, a cheia anual do Nilo era precedida pelo aparecimento de Sirius no céu. Sirius faz parte de um sistema 
binário; sua companheira é urna aná branca. A análise das órbitas das duas estrelas mostra que a massa da aná branca é 2 x 10 30 
kg (da mesma ordem, portanto, que a massa do Sol). A comparagáo das linhas espectrais emitidas pela aná branca com as linhas 
emitidas pelos mesmos elementos na Terra indica um desvio de frequéncia relativo de 7 x 1(T 4 . Supondo que a diferenga se 
deva exclusivamente ao desvio gravitacional para o vermelho, calcule a massa específica da aná branca. (Em comparagáo, a 
massa específica do Sol é 1.409 kg/m 3 .) 

2-47. Mostré que náo é possível criar um par elétron-pósitron (ou qualquer outro par partícula-antipartícula) isoladamente, isto 
é, sem que o par interaja com outras partículas ou alguma forma de radiagáo. (Sugestáo: Use as leis de conservagáo.) 

2-48. Com os eixos dos referenciais inerciais S e S' paralelos e S' se movendo no sentido positivo dos x, é evidente que a 
transformagáo de Lorentz paraje e z deve ser;;' = y e z' = z. A transformagáo das componentes y q z do momento, porém, náo é 


táo obvia. Mostré que, como indicam as Equagóes 2-16 e 2-17, p' y = p y e p' z = p z . 

NÍVEL III 

2-49. Duas partículas iguais com massa de repouso m estáo se aproximando com velocidade u no referencial S. As partículas 
colidem inelasticamente com urna mola que fica travada (Figura 2-9) e em repouso no referencial S; toda a energía cinética das 
partículas é transformada em energía potencial. Neste problema, o leitor vai demonstrar que a conservagáo do momento no 
referencial S\ no qual urna das partículas se encontra inicialmente em repouso, exige que a massa de repouso total do sistema 
após a colisáo seja dada por 2m/(l - u 2 /c 2 ) m . (a) Mostré que a velocidade da partícula que nao está em repouso no referencial S' 
é dada por 


e use este resultado para mostrar que 
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(b) Mostré que o momento inicial no referencial S f ép' = 2mu/(l - u 2 /c 2 ). (c) Depois da colisáo, a partícula composta passa a se 
mover com velocidade u em S' (já que está em repouso em S). Expresse o momento total após a colisáo em fungáo da massa de 
repouso final M e mostré que a conservagáo do momento exige que M = 2m/(l - u 2 /c 3 ) m . ( d) Mostré que a energía total é 
conservada nos dois referenciais. 

2-50. O antipróton (p) tem a mesma energía de repouso que o próton; pode ser criado, por exemplo, na reagáo p+p^>p+p + 
p + p. Em um experimento, prótons em repouso no referencial do laboratorio sáo bombardeados com prótons de energia 
cinética E k ,, que deve ser suficiente para que urna energia cinética igual a 2 me 2 possa ser convertida na energia de repouso de um 
próton e um antipróton. No referencial do laboratorio, a energia cinética do próton incidente náo pode ser convertida totalmente 
em energia de repouso por causa da conservagáo do momento; entretanto, no referencial de momento zero em que os dois 
prótons iniciáis estáo se movendo um em diregáo ao outro com velocidades iguais, toda a energia cinética pode ser convertida 
em energia de repouso. (a) Determine a velocidade u dos dois prótons para que a energia cinética total no referencial de 
momento zero seja igual a 2 me 2 . ( b ) Determine a velocidade u’ de um dos prótons no referencial em que o outro próton se 
encontra em repouso. (c) Mostré que a energia cinética do próton incidente no referencial do laboratorio é E k = 6mc 2 . 

2-51. Em um experimento imaginário, Einstein mostrou que existe urna certa quantidade de massa associada á radiagáo 
eletromagnética. Considere urna caixa de comprimento L e massa M apoiada em urna superficie sem atrito. Na parede esquerda 
da caixa existe urna fonte luminosa que emite urna radiagáo de energia E , que é absorvida pela parede da direita. De acordo com 
a teoría eletromagnética clássica, a esta radiagáo está associado um momento cujo módulo é dado por p = Ele. (a) Determine 
qual deve ser a velocidade de recuo da caixa para que o momento seja conservado quando a luz é emitida. (Como p « M, o 
problema pode ser resolvido usando a mecánica clássica.) ( b ) Quando a luz é absorvida pela parede da direita, a caixa se 
imobiliza e, portanto, o momento total continua a ser nulo. Desprezando a velocidade da caixa em comparagáo com a 
velocidade da luz, o tempo que a luz leva para atravessar a caixa é dado por A t = L/c. Determine a distáncia percorrida pela 
caixa no mesmo intervalo de tempo, (c) Mostré que para que o centro de massa do sistema permanega no mesmo lugar é preciso 
que a luz possua urna massa m = Ele 2 . 

2-52. Um dos processos de decaimento espontáneo de um pión negativo é a reagáo n~ —> p“ + v^. Resultados experimentáis 
recentes mostram que a massa m da partícula v náo é maior que 190 keV/c 2 e pode, na verdade, ser quase nula. Supondo que o 
pión esteja em repouso no referencial no laboratorio no instante do decaimento, calcule as energías e momentos do múon e do 
antineutrino ( a ) se a massa do antineutrino for nula; ( b ) se a massa do antineutrino for 190 keV/c 2 . A massa do pión é 
139,56755 MeV/c 2 e a massa do múon é 105,65839 MeV/c 2 . (O problema da massa dos neutrinos é discutido dos Capítulos lie 
12 .) 

2-53. Use a Equagáo 2-47 para obter urna expressáo para o desvio gravitacional para o vermelho em fungáo do comprimento de 
onda X. Use este resultado para determinar a mudanga do comprimento de onda de urna radiagáo de 720,00 nm emitida por urna 
aná branca. Suponha que a aná branca tenha a mesma massa que o Sol (1,99 x 10 30 nm) e raio 100 vezes menor que o do Sol. 
(R q = 6,96 x 10 8 m.) 

2.54. Mostré que a componente / da aceleragáo de urna partícula que está se movendo no plano xy do referencial S é dada por 
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2-55. Considere um objeto de massa m em repouso no referencial S e submetido a urna forga F de componentes F x e F y . O 
sistema S' está se movendo com velocidade instantánea v no sentido positivo do eixo x. Defínindo a forga por meio da Equagáo 
2-8 e usando a transformagáo de velocidades de Lorentz, mostré que ( a ) F x = F x e (b) F y = F y /y. (Sugestáo: Veja o Problema 2- 
54.) 

2-56. Urna partícula instável de massa M decai em duas partículas iguais de massa m. Escreva expressóes para as velocidades 
das duas partículas no referencial do laboratorio (a) se a partícula de massa M está em repouso no laboratorio e ( b ) se a partícula 
de massa M tem urna energía total 4 me 2 no instante do decaimento e as partículas de massa m se movem na mesma diregáo que 
a partícula de massa M. 


*Se a componente y do momento total nao fosse nula, trocaría de 
sinal após a colisáo e, portanto, o momento total nao seria 
conservado. (N.T.) 


Quantizagáo da Carga, Luz e Energía 
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A ideia de que a matéria é composta de pequeñas partículas, ou átomos, foi proposta pela primeira vez pelo filósofo grego 
Demócrito 1 e seu mestre Leucipo, por volta de 450 a.C. Entretanto, até o século XVII nao houve tentativas sérias de 
confirmar esta especulagáo através de observagóes experimentáis. Pierre Gassendi, na metade do século XVII, e Robert Hooke, 
alguns anos mais tarde, tentaram explicar os estados da matéria e as transformagóes entre esses estados usando um modelo 
segundo o qual a matéria era composta por objetos sólidos indestrutíveis, de pequeñas dimensóes, que estavam em movimento 
constante. Entretanto, foi a hipótese de Avogadro, formulada em 1811, de que todos os gases a urna dada temperatura contém o 
mesmo número de moléculas por unidade de volume, que levou á interpretagáo correta das reagóes químicas e, mais tarde, por 
volta de 1900, á teoría cinética dos gases. Além disso, a hipótese de Avogadro permitiu explicar quantitativamente muitas 
propriedades da matéria e levou a urna aceitagáo geral (embora nao unánime) da teoría molecular da matéria. Assim, ficou 
estabelecido que a matéria nao é continua, como parece á primeira vista, e sim quantizada , ou seja, formada por partículas 
distintas. O fato de que a matéria parece ser continua foi atribuido ao pequeño tamanho dessas partículas. 

Neste capítulo, vamos discutir o modo como os cientistas chegaram á conclusáo de que tres outras grandezas sao 
quantizadas: (1) a carga elétrica; (2) a energia luminosa; (3) a energía dos sistemas mecánicos vibratorios. A quantizagáo da 
carga elétrica nao foi surpresa para os cientistas do inicio do século XX, pois era análoga á quantizagáo da matéria, mas a 
quantizagáo da energia luminosa e a quantizagáo da energia mecánica, ambas de grande importáncia para a física moderna, 
foram ideias revolucionárias. 

3-1 Quantizagáo da Carga Elétrica 

Primeiras Medigóes de e e elm 

As primeiras estimativas da ordem de grandeza das cargas elétricas associadas aos átomos foram feitas a partir da lei de 
Faraday. O trabalho de Michael Faraday (1791-1867), realizado no inicio do século XIX, se destaca até hoje por sua visáo, 
criatividade e meticulosidade. É fascinante a historia deste filho de ferreiro autodidata que, depois de trabalhar como menino de 
recados e aprendiz de encademador, chegou a diretor do famoso Royal Institute of London e se tomou um dos cientistas mais 
prestigiosos da época. Um dos seus campos de estudos foi a condugáo da eletricidade em solugóes fracamente condutoras. A 
descoberta de que a mesma quantidade de eletricidade, F, hoje denominada faraday e igual a aproximadamente 96.500 C, 
sempre decompóe 1 peso iónico-grama, ou seja, um número de Avogadro, N A , de íons monovalentes, levou á conclusáo de que 
todos os íons monovalentes possuem a mesma carga elétrica e, portanto, 



3-1 


F = N A e 


A Equagáo 3-1 é denominada lei de Faraday da eletrólise. A constante F era fácil de medir, mas o valor de Na e o valor de e 
nao podiam ser medidos com os recursos disponíveis na época. Mesmo assim, parecía lógico que a carga elétrica, como a 
matéria, nao fosse continua e sim formada por partículas com urna certa carga mínima. Em 1874, G. J. Stoney 2 usou urna 
estimativa de Na, obtida a partir da teoría cinética dos gases, para estimar o valor de e em 1(T 20 C usando a Equagáo 3-1; 
entretanto, a medigáo direta de e teve que esperar por um engenhoso experimento realizado por Millikan um tergo de século 
mais tarde. 

Enquanto isso, em 1896, Pieter Zeeman obteve as primeiras pro vas da existencia de partículas atómicas com urna relagáo 
definida entre carga e massa observando as linhas espectrais , emitidas por átomos, da presenga de um campo magnético. 
Zeeman descobriu que as linhas espectrais se desdobravam em tres linhas muito próximas, de frequéncias ligeiramente 
diferentes, quando os átomos eram submetidos ao campo magnético. (Este fenómeno, hoje conhecido como efeito Zeeman , será 
discutido no Capítulo 7.) De acordo com a teoría eletromagnética clássica, essas diferengas de frequéncia entre as linhas 
espectrais estáo relacionadas á razáo entre carga e massa das cargas oscilantes responsáveis pelas emissóes. 

A partir da medida do desdobramento das linhas espectrais, Zeeman encontrou um valor de 1,6 x 10 11 C/kg 
para qlm , razoavelmente próximo do valor atualmente adotado, 1,759 x 10 11 C/kg. Além disso, estudando a 
polarizagáo das linhas espectrais, Zeeman chegou á conclusáo de que as partículas responsáveis pela emissáo de 
luz possuíam carga negativa. 
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Descoberta do Elétron: O Experimento de J. J. Thomson 




No ano seguinte ao do trabalho de Zeeman, J. J. Thomson 3 mediu o valor de qlm para os chamados raios catódicos e observou 
que, se a carga das partículas contidas nesses raios fosse igual á carga mínima estimada por Stoney a partir da lei de Faraday, a 
massa das partículas seria apenas urna pequeña fragáo da massa do átomo de hidrogénio. Dois anos antes, J. Perrin havia 
recolhido raios catódicos em um eletrómetro e observado que eram compostos por partículas de carga elétrica negativa. 4 Assim, 
ao medir o valor de qlm das partículas responsáveis pelos raios catódicos, Thomson havia, na verdade, descoberto o elétron. A 
medigáo direta da razáo e/m para os elétrons, realizada por J. J. Thomson em 1897, há pouco mais de um século, pode ser 
considerada como o inicio de nosso entendimento da estrutura atómica. 

Quando um campo magnético uniforme de intensidade B é aplicado perpendicularmente á diregáo de 
movimento de partículas carregadas, as partículas passam a se mover em urna trajetória circular. O raio R da 
trajetória pode ser calculado a partir da segunda lei de Newton, fazendo a forga magnética quB igual á massa m 
multiplicada pela aceleragáo centrípeta u 2 !R , em que ué a velocidade das partículas: 



5,6 


mu 2 mu 

üuE = - ou R — e 

^ R qB 
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u 
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3-2 


A técnica usada por Thomson para controlar a diregáo de um feixe de elétrons usando campos elétricos e magnéticos 
“cruzados” foi empregada mais tarde nos tubos de raios catódicos de osciloscópios e dos antigos aparelhos de 
televisáo. 


Thomson executou dois experimentos para medir o valor de e/m usando métodos um pouco diferentes. O segundo, mais 
confiável, ficou conhecido como experimento de J. J. Thomson (Figura 3-1). Nesse experimento, o cientista ajustou os valores 
de um campo magnético B e um campo elétrico ’g, mutuamente perpendiculares, para que os raios nao sofressem urna deflexáo. 
Isso permitiu a Thomson determinar a velocidade dos elétrons igualando a forga magnética á forga elétrica e usando a Equagáo 
3-2 para calcular e/m (= qlm): 
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3-3 


O experimento de Thomson pode ser considerado um marco na historia da ciencia, pois ele conseguiu medir e/m para urna 
partícula subatómica usando apenas um voltímetro, um amperímetro e urna régua, obtendo o valor de 0,7 x 10 11 C/kg. Hoje em 
dia, os cientistas usam rotineiramente o equivalente moderno do experimento de Thomson para medir os momentos de 
partículas elementares. 










+ 



FIGURA 3-1 Tubo usado por J. J. Thomson para medir e/m. Os elétrons emitidos pelo cátodo C passam pelos colimadores A e B e 
excitam um ponto do vidro na outra extremidade do tubo. O feixe eletrónico pode ser defletido por um campo elétrico aplicado entre as 
placas D e E ou por um campo magnético perpendicular ao campo elétrico. A partir da deflexáo sofrida pelos elétrons, que pode ser 
medida sobre a tela em urna escala graduada, é possível determinar o valor de e/m. [Fonte: J. J. Thomson, “Cathode Rays”, Philosophical 
Magazine (5), 44, 293 (1897).] 

Quando Thomson repetiu o experimento usando gases diferentes no interior do tubo e cátodos feitos de diferentes metáis, 
obteve o mesmo valor para e/m (dentro do erro experimental esperado), o que o levou a concluir que as mesmas partículas 
estavam presentes em todas as substancias. A concordancia dos resultados com os obtidos por Zeeman o levou á conclusáo de 
que essas partículas (que Thomson chamava de corpúsculos e mais tarde Lorentz denominou elétrons) tinham urna unidade de 
carga negativa, urna massa aproximadamente 2.000 vezes menor que a do átomo mais leve e eram parte integrante de todos os 
átomos. 

Exercícios 

1. Urna das vantagens do método de Thomson em relaqáo aos outros (como o de Faraday e o de Zeeman) é que se tratava de um 
método direto. Outra é que nao envolvía nenhum tipo de média. Como é possível mostrar, analisando o experimento de 
Thomson, que a razáo e/m é a mesma (dentro do erro experimental) para um grande número de partículas? 



Sir J. J. Thomson em seu laboratorio, observando a extremidade brilhante de um tubo de raios catódicos usado para medir e/m. Um tubo 
mais antigo pode ser visto ao fundo, do lado direito da foto. [Cortesía do Cavendish Laboratory .] 

2. Thomson observou que os valores que obteve para a razáo e/m eram aproximadamente 2.000 vezes maiores que para o ion 
mais leve, o de hidrogénio. O experimento permitia distinguir entre a possibilidade de que o elétron tivesse urna massa 
2.000 vezes menor que o ion de hidrogénio e a de que o ion de hidrogénio tivesse urna carga 2.000 vezes maior que do 
elétron? 


















Medigáo da Carga Elétrica: O Experimento de Millikan 

O fato de que os experimentos de Thomson fomeciam sempre o mesmo valor de e/m , independentemente do material do cátodo 
e do gás usado no tubo, era urna forte indicagáo de que todos os elétrons possuíam a mesma carga elétrica negativa e. Thomson 
iniciou urna série de experimentos para determinar o valor de e. O primeiro desses experimentos, que se revelou muito difícil de 
executar com alta precisáo, foi realizado pelo seu aluno J. S. E. Townsend. A ideia era simples: observava-se urna nuvem 
pequeña (mas visível) de gotas d’água de tamanhos semelhantes, cada urna com urna carga elétrica e , enquanto caíam por agáo 
da forga de gravidade. A carga total da nuvem, Q = Ne, era medida, bem como a massa da nuvem e o raio de urna gota isolada. 
Urna vez conhecido o raio das gotas, nao era difícil determinar o valor de A, o número total de gotas na nuvem, e, portanto, o 
valor de e. 

A precisáo do método de Thomson era limitada por dois fatores: a incerteza quanto á velocidade de evaporagáo da nuvem e 
a hipótese de que todas as gotas continham urna e apenas urna unidade de carga elétrica. R. A. Millikan tentou eliminar o 
problema da evaporagáo usando um campo elétrico suficientemente intenso para manter a nuvem estacionária, o que lhe 
permitiría observar a evaporagáo e calcular a corregáo necessária. O novo experimento também se revelou muito difícil, mas, ao 
tentar executá-lo, Millikan fez urna descoberta de enorme importáncia, que lhe permitiu medir diretamente a carga do elétron! 
Ñas palavras do próprio cientista: 


Nao foi possível equilibrar a nuvem, como havia sido planejado originalmente, mas foi possível fazer algo muito 
melhor: manter suspensas no campo gotas carregadas por períodos que variavam de 30 a 60 segundos. Nao cheguei 
a medir gotas que durassem mais de 45 segundos, mas em diversas ocasióes observei gotas que, em minha opiniáo, 
duraram um tempo consideravelmente maior. As gotas que conseguí equilibrar com um campo elétrico sempre 
continham cargas múltiplas e a dificuldade para equilibrá-las foi menor do que eu havia previsto. 5 


A descoberta de que era possível observar gotas isoladas e de que gotas suspensas em um campo elétrico 
vertical ás vezes se deslocavam súbitamente para cima ou para baixo, obviamente por haverem adquirido urna 
carga elétrica positiva ou negativa, levou á possibilidade de observar a carga de um único ion. Em 1909, Millikan 
iniciou urna série de experimentos que náo só mostraram que as cargas sempre ocorriam em múltiplos inteiros de 
urna unidade elementar e , mas permitiram determinar o valor de e com urna precisáo de 1 parte em 1.000. Para 
eliminar o problema da evaporagáo, Millikan passou a trabalhar com gotas de óleo borrifadas no ar seco entre as 
placas de um capacitor (Figura 3-2). O atrito com o bico do borrifador fazia com que essas gotas já fossem criadas com urna 
carga elétrica; durante o tempo de observagáo, muitas ganhavam ou perdiam urna ou mais unidades de carga. Mudando a 
polaridade do campo na regiáo entre as placas, era possível inverter o sentido do movimento de urna gota e continuar a observá- 
la por várias horas. Quando a carga de urna gota mudava, a velocidade com que a gota se movía na presenga do campo também 
mudava. Supondo apenas que a velocidade terminal da gota era proporcional á forga a que estava submetida (hipótese que 
Millikan teve o cuidado de investigar experimentalmente), foi possível determinar 6 que as cargas sempre ocorriam em múltiplos 
de urna unidade fundamental e, cujo valor foi estimado em 1,601 x 10“ 19 C. O valor atualmente aceito 7 é 1,602176487 x 1(T 19 
C. Para urna descrigáo mais detalhada do experimento de Millikan, veja a Revisáo de Conceitos Clássicos 4. 




FIGURA 3-2 Sistema usado por Millikan em seus experimentos. As gotas de óleo sáo formadas no atomizador e adquirem urna carga 
elétrica antes de entrarem na cámara através de um furo localizado na placa superior. A descida de urna gota por agáo da gravidade e a 
subida por agáo do campo elétrico que existe entre as placas de um capacitor podem ser observadas com o auxilio de um telescopio. A 
carga elétrica da gota é calculada a partir dos tempos de subida e descida. Para modificar a carga da gota, é usada urna fonte de raios X, 
que náo aparece na figura. 


3-2 Radiagáo de Corpo Negro 


















Foi o estudo da radiagáo térmica emitida por corpos opacos que fomeceu os primeiros indicios da natureza quántica da radiagáo. 
Quando urna radiagáo incide em um corpo opaco, parte é refletida e parte é absorvida. Os corpos de cor clara refletem a maior 
parte da radiagáo visível incidente, enquanto os corpos escuros absorvem a maior parte da radiagáo. A radiagáo absorvida pelo 
corpo aumenta a energía cinética dos átomos que o constituem, fazendo-os oscilar mais vigorosamente em tomo da posigáo de 
equilibrio. Como a temperatura de um corpo é determinada pela energia cinética média dos átomos, a absorgáo de radiagáo faz a 
temperatura do corpo aumentar. Acontece que os átomos contém partículas carregadas (os elétrons) que sáo aceleradas pelas 
oscilagdes; assim, de acordo com a teoría eletromagnética, os átomos emitem radiagáo, o que reduz a energia cinética dos 
átomos e, portanto, diminuí a temperatura. Quando a taxa de absorgáo é igual á taxa de emissáo, a temperatura permanece 
constante e dizemos que o corpo se encontra em equilibrio térmico com o ambiente. Assim, um material que é um bom 
absorvedor de radiagáo é também um bom emissor. 

A radiagáo eletromagnética emitida nessas circunstáncias é chamada de radiagáo térmica. Em temperaturas moderadas 
(abaixo de 600 °C), a radiagáo térmica emitida pelos corpos náo é visível; a maior parte da energia está concentrada em 
comprimentos de onda muito maiores que os da luz visível. Quando um corpo é aquecido, a quantidade de radiagáo térmica 
emitida aumenta e a energia irradiada se estende a comprimentos de onda cada vez menores. Entre 600 e 700 °C, existe energia 
suficiente no espectro visível para que o corpo comece a brilhar com luz própria, vermelho-escura. Em temperaturas mais 
elevadas, o objeto brilha com luz vermelho-clara ou mesmo branca. 



FIGURA 3-3 A radiagáo emitida por um corpo á temperatura T passa por urna fenda e é dispersada por um dispositivo que separa os 
raios de acordo com o comprimento de onda. O prisma que aparece na ilustragáo é apropriado para a parte visível do espectro. Em outras 
regioes do espectro eletromagnético, seria necessário usar outros dispositivos. 

Um corpo que absorve toda a radiagáo incidente é chamado de corpo negro ideal Em 1879, Josef Stefan descobriu urna 
relagáo empírica entre a potencia por unidade de área irradiada por um corpo negro e a temperatura: 

R = CT T x 3-4 

em que R é a potencia irradiada por unidade de área, Té a temperatura absoluta e a = 5,6704 x 10 -8 W/m 2 K 4 é urna constante 
denominada constante de Stefan. Cinco anos mais tarde, Ludwig Boltzmann chegou ao mesmo resultado a partir das leis da 
termodinámica clássica e, por isso, a Equagáo 3-4 é hoje conhecida como lei de Stefan-Boltzmann. Observe que, de acordo com 
a lei de Stefan-Boltzmann, a potencia por unidade de área irradiada por um corpo negro é fungáo apenas da temperatura e, 
portanto, náo depende de outras características do corpo, como a cor ou o material de que é feito. Observe, também, que R 
representa a rapidez com a qual o corpo emite energia. Assim, por exemplo, se multiplicamos por dois a temperatura absoluta 
do corpo, este emitirá urna quantidade de energia 2 4 = 16 vezes maior no mesmo período de tempo. Um aumento de temperatura 
de apenas 57 °C faz com que um corpo á temperatura ambiente (300 K) passe a irradiar duas vezes mais energia por unidade de 
tempo. Assim, a lei de Stefan-Boltzmann tem urna importáncia enorme para o estabelecimento do equilibrio térmico. 

Os objetos que náo sáo corpos negros irradiam energia por unidade de área com urna rapidez menor que um corpo negro á 
mesma temperatura; o valor exato depende de outros fatores além da temperatura, como a cor e a composigáo da superficie. O 
efeito global de todos esses fatores é representado por um parámetro denominado emissividade (representado pelo símbolo e), 
que multiplica o lado direito da Equagáo 3-4. O valor de e, que náo depende da temperatura, é sempre menor que a unidade. 

As observagóes revelam que, da mesma forma que a potencia total irradiada R , a distribuigáo espectral da radiagáo emitida 
por um corpo negro depende apenas da temperatura absoluta T. A Figura 3-3 mostra, de forma esquemática, um dispositivo 
experimental usado para determinar a distribuigáo espectral. Seja R(X)dX a potencia emitida por unidade de área com 
comprimentos de onda entre X e X + dX. A Figura 3-4 mostra os valores experimentáis da distribuigáo espectral R(X ) em fungáo 
de X para vários valores de T entre 1.000 K e 6.000 K. 
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FIGURA 3-4 Fungáo distribuigáo espectral R(X) para várias temperaturas. O eixo vertical está em unidades arbitrárias, apenas para fins 
de comparagáo. Observe a faixa do espectro visível, indicada por retas tracejadas. A radiagáo emitida pelo Sol se parece muito com a de 
um corpo negro a 5.800 K. O comprimento de onda X m está indicado para as curvas de 5.000 K e 6.000 K. 


As curvas de R(X) em fungáo de X da Figura 3-4 apresentam várias propriedades interessantes. Urna é que o comprimento de 
onda para o qual a radiagáo é máxima varia inversamente com a temperatura: 



ou 


K*T = constante = 2,898 X 10 3 oí * K 3-5 

Este resultado, conhecido como lei de deslocamento de Wien, foi obtido pela primeira vez por Wien em 1893. Os Exemplos 3-1 
e 3-2 ilustram a aplicagáo da lei de deslocamento de Wien a situagóes reais. 


EXEMPLO 3-1 


_| Qual É o Tamanho de uma Estrela? A medida do comprimento de onda para o qual a radiagáo R(X) de urna 

estrela é máxima indica que a temperatura da superficie da estrela é 3.000 K. Se a potencia irradiada pela estrela é 100 vezes maior 
que a potencia P Q irradiada pelo Sol, qual é o tamanho da estrela? (O símbolo O é usado para representar o Sol.) A temperatura da 
superficie do Sol é 5.800 K. 


SOLUQÁO 

Supondo que o Sol e a estrela se comportam como corpos negros (os astrónomos quase sempre fazem esta suposigáo, com base, entre 
outras coisas, no fato de que o espectro solar é muito semelhante ao de um corpo negro), as temperaturas da superficie dos dois astros, 
calculadas com o auxilio da Equagáo 3-5, sao 5.800 K e 3.000 K, respectivamente. As medidas também indicam que Fútrela = 100,P o . 
Assim, de acordo com a Equagáo 3-4, temos: 
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Como r Q = 6,96 x 10 8 m, a estrela tem um raio de aproximadamente 2,6 x 10 10 m, ou seja, metade do raio da órbita de Mercúrio. Isso 
significa que a estrela é urna gigante vermelha (veja o Capítulo 13). 


A Equagáo de Rayleigh-Jeans 

O cálculo da distribuigáo espectral R(X) de um corpo negro envolve a determinagáo da densidade de energia das ondas 
eletromagnéticas no interior de urna cavidade. Embora substancias como o veludo negro e o negro de fumo se comportem 
aproximadamente como um corpo negro, a melhor realizagáo prática de um corpo negro ideal é urna cavidade ligada ao exterior 
por urna pequeña abertura (como um buraco de fechadura na porta de um armário sem janelas; veja a Figura 3-5). A 
probabilidade de que um raio que entra na cavidade torne a sair pelo furo antes de ser absorvido pelas paredes é extremamente 
pequeña. A potencia irradiada para fora da cavidade é proporcional á densidade total de energia U (energia da radiagáo por 
unidade de volume) no interior da cavidade. É possível demonstrar que a constante de proporcionalidade é igual a d 4, em que c 
é a velocidade da luz. 8 Assim, temos: 

R = ~cU 3-6 

4 

Da mesma forma, a distribuigáo espectral da potencia emitida pela cavidade é proporcional á distribuigáo espectral da densidade 
de energia no interior da cavidade. Se u(X)dX é a fragáo da energia por unidade de volume no interior da cavidade na faixa de 
comprimentos de onda entre X e X + dk, temos a seguinte relagáo entre R(X ) e u(X): 



FIGURA 3-5 Urna cavidade ligada ao exterior por um pequeño furo é urna boa aproximagáo de um corpo negro. É muito pouco provável 
que a radiagáo que penetra pelo furo consiga escapar em vez de ser absorvida pelas paredes da cavidade. 

R(\) = ~cu(\ ) 3-7 

4 



A fungáo u(X) pode ser calculada classicamente sem muita dificuldade. Para isso, basta determinar o número de 
modos de oscilagáo do campo eletromagnético no interior da cavidade cujos comprimentos de onda estáo no 
intervalo de X a X + dX e multiplicar o resultado pela energia média por modo. O resultado é que o número de 
modos de oscilagáo por unidade de volume, n(X ), náo depende da forma da cavidade e é dado por 
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n(k) = SitA" 4 3-8 

De acordo com a teoría clássica, a energia média por modo de oscilagáo é igual a kT ' a mesma que para o oscilador harmónico 
unidimensional, em que k é a constante de Boltzmann. De acordo com a teoría clássica, portanto, a distribuigáo espectral da 
densidade de energia é dada por 

íí(k) = kTnQO = SitATA" 4 3-9 

A relagáo expressa pela Equagáo 3-9, demonstrada pela primeira vez por Lord Rayleigh, 9 é conhecida como lei de Rayleigh- 
Jeans e está representada gráficamente na Figura 3-6. 

Para grandes comprimentos de onda, a lei de Rayleigh-Jeans está de acordo com os resultados experimentáis; para pequeños 













comprimentos de onda, porém, a lei prevé que u(X) deveria aumentar sem limites, tendendo para infinito quando X —> 0, 
enquanto os resultados experimentáis mostram (Figura 3-4) que a fungáo distribuigáo da densidade de energía tende a zero 
quando X —> 0. A enorme discrepancia entre os resultados da teoría clássica e as observagóes experimentáis para pequeños 
comprimentos de onda foi denominada catástrofe do ultravioleta. O uso do termo catástrofe nao é um exagero; de acordo com a 
Equagáo 3-9, 

{>) ¿rx 3-io 

ou seja, a densidade de energia de qualquer corpo negro deveria ser infinita, o que, obviamente, nao está de acordo com a 
realidade. 

A Lei de Planck 

Em 1900, o físico alemáo Max Planck 10 anunciou que, depois de adotar algumas hipóteses um pouco estranhas, havia 
conseguido obter urna fungáo u(X) que estava de acordo com os resultados experimentáis. O cientista encontrara primeiro urna 
fungáo empírica que reproduzia os dados experimentáis e em seguida descobrira urna forma de modificar os cálculos clássicos 
de modo a obter a fungáo empírica. Podemos entender o tipo de modificagáo que era necessário se observarmos que, para 
qualquer cavidade, quanto menor o comprimento de onda, maior o número de ondas estacionárias (modos). Assim, quando X —► 
0, o número de modos de oscilagáo tende a infinito, como mostra a Equagáo 3-8. Para que a fungáo distribuigáo de densidade de 
energia u(X) tenda a zero, é preciso que a energia média por modo dependa do comprimento de onda X e tenda a 0 quando X —> 0 
em vez de ser igual a kT para todos os comprimentos de onda, como reza a teoría clássica. 

Neste ponto, convém observar que os cientistas que estudavam a catástrofe do ultravioleta (e eram muitos, além de Planck) 
náo tinham meios de saber a priori se o problema estava no número de modos n(X), na energia por modo, ou em ambos. Do 
ponto de vista clássico, os dois cálculos estavam corretos. Muitas tentativas foram feitas para modificar um dos dois fatores de 
modo a resolver o problema. No final, verificou-se que a culpa era da energia por modo. 

Classicamente, as ondas eletromagnéticas no interior da cavidade sáo produzidas por cargas elétricas ñas paredes, que 
vibram como osciladores harmónicos simples. O leitor deve se lembrar de que a radiagáo emitida por um oscilador harmónico 
tem a mesma frequéncia que o próprio oscilador. A energia média de um oscilador harmónico simples unidimensional pode ser 
calculada a partir da fungáo distribuigáo de energia, que, por sua vez, pode ser obtida a partir da fungáo de distribuigáo de 
Maxwell-Boltzmann. A fungáo distribuigáo de energia tem a seguinte forma (veja o Capítulo 8): 

f(E) = Áe Em 3-11 

em que A é urna constante qJ{E) é a fragáo dos osciladores com energia compreendida entre E q E + dE. A energia média p, 
como qualquer média ponderada, é dada por 

jreo roo 

E = j Ef{E)dE = I EAe~ m dE 3-12 

J o Jo 

Calculando o valor da integral da Equagáo 3-12, obtemos p =kT, o resultado clássico usado por Rayleigh e outros. 

Planck descobriu que podia obter a fungáo empírica que usara para calcular a energia média £ supondo que a energia das 
cargas oscilantes, e, portanto, da radiagáo emitida, era urna variável discreta, ou seja, urna variável capaz de assumir apenas os 
valores 0, e, 2e, . . . , we, em que n é um número inteiro. Além disso, era necessário supor que 8 era proporcional á frequéncia 
dos osciladores e, portanto, á frequéncia da radiagáo. Assim, Planck supós que a energia era dada por 

E fi = ne = nhf n = 0, 1,2,... 3-13 

em que h é urna constante, hoje conhecida como constante de Planck. Nesse caso, a fungáo de distribuigáo de Maxwell- 
Boltzmann (Equagáo 3-11) se toma 

f ñ = Ae-V* = Ae~ ñtjKF 3-14 

na qual a constante A é determinada pela condigáo de normalizagáo segundo a qual a soma de todas as fragóes/* deve ser igual á 
unidade: 
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3-15 


A energia média de um oscilador é dada por um somatório análogo á integral que aparece na Equagáo 3-12: 


3-16 


E = YEJ, = ^E n Ae~^ kT 

«t=Q «i=0 

Calculando os somatónos das Equacoes 3-15 e 3-16 (veja o Problema 3-60), obtemos: 

e hf hcf\ 


E = 
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3-17 


Multiplicando este resultado pelo número de osciladores por unidade de volume no intervalo entre X e X + dX (Equacao 3-8), 
obtemos a funqáo distribui?ao da densidade de energía no interior da cavidade: 


ií(\) — 


Htt/icX 


—5 


r h ( f\kT _ 


3-18 


A Equaqao 3-18, denominada lei de Planck, está representada gráficamente na Figura 3-6. Como se pode ver, a concordancia 
com os resultados experimentáis é excelente. 

Para valores muito grandes de X, podemos substituir a exponencial da Equa?áo 3-18 pelos dois primeiros termos da 
expansáo e x = 1 + x + ..., em que .* = hdXkT. Nesse caso, temos: 


ghr/MT _ | 


he 

KkT 


e 


u(k) 8 irk^kT 

que é a fórmula de Rayleigh-Jeans. Para pequeños valores de X, podemos desprezar o 1 no denominador da Equagáo 3-18, o que 
nos dá 


u(K) S7Thck~ 5 e~ fic/UT — > 0 

quando X —> 0. A lei de Planck também permite calcular o valor da constante que aparece na lei de deslocamento de Wien (veja 
o Problema 3-23). 

O valor de h, a constante de Planck, pode ser determinado ajustando a fungáo dada pela Equagáo 3-18 aos resultados 
experimentáis ou realizando urna medida direta (veja a Segáo 3-3), o que é melhor, porém mais difícil. O valor atualmente 
aceito é 


h = 6,626 X 10 -34 J * s = 4,136 X lQ- J5 eV * s 3-19 

Planck tentou, sem sucesso, reconciliar sua lei com os principios da física clássica. A importancia do fenómeno de quantizagáo, 
expresso pela Equagáo 3-13, náo escapou inteiramente a Planck e outros cientistas da época, mas so foi realmente apreciada a 
partir de 1905. Foi nesse ano que Einstein usou as mesmas ideias para explicar o efeito fotelétrico e sugeriu que, em vez de ser 
apenas urna propriedade misteriosa dos osciladores ñas paredes das cavidades e da radiagáo dos corpos negros, a quantizagáo 
era urna característica fundamental da energía luminosa. 
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FIGURA 3-6 Comparagáo da lei de Planck e da lei de Rayleigh-Jeans com os resultados experimentáis obtidos por W. W. Coblentz, por 
volta de 1915, para um buraco negro a urna temperatura T = 1.600 K. A escala do eixo vertical é linear. [Adaptado de F.K. Richtmyer, 









E.H. Kennard e J.N. Cooper, Introduction to Modern Physics, 6th ed., McGraw-Hill Book Company, New York, 1969, com permissáo.] 


EXEMPLO 3.2 


Máximo do Espectro Solar A temperatura na superficie do Sol é aproximadamente 5.800 K e as medidas 
da distribuigáo espectral da luz solar mostram que o astro se comporta como um corpo negro, a nao ser para comprimentos de onda 
muito pequeños. Supondo que o Sol seja um corpo negro ideal, qual é o comprimento de onda para o qual a intensidade da radiagáo 
emitida é máxima? 


O espectro eletromagnético emitido por lámpadas incandescentes obedece aproximadamente as leis da radiagáo de corpo 
negro; a fragáo de luz visível emitida depende da temperatura do filamento. Um instrumento de medida que se baseia ñas 
propriedades do corpo negro é o pirómetro ótico, um dispositivo usado para medir a temperatura de tornos e corpos 
incandescentes, como o ago fundido ñas usinas siderúrgicas. 

SOLUQÁO 

1. No caso de um corpo negro ideal, o comprimento de onda correspondente á intensidade máxima é dado pela Equagáo 3-5: 

X m T = constante = 2,898 x 1(T 3 m • K 

2. Explicitando X m e substituindo T pelo seu valor, obtemos: 


\ m = (2,898 X ICr :! m’K)/T = 
2,898 X lOSm-K 


2.898 X 10" 3 m* K 


580(1 K 


5800 K 

emque 1 nm = 10 -9 ni. 


= 499,7 nin 


em que 1 nm = 10 9 m. 

Observagáo: Este comprimento de onda está quase no centro do espectro visível 


EXEMPLO 3-3 


Energía Média de um Oscilador De acordo com a teoria de Planck, qual é a energia média £ de um 
oscilador cuja energia clássica é kTl 


SOLUQÁO 

Fazendo e = hf= kT na Equagáo 3-17, temos: 

E = — € -= kT = 0,582j kT 

fAT _ ! r i _ i 

Observagáo: Lembre-se de que, de acordo com a teoria clássica, £ = kT para qualquer frequéncia. 


EXEMPLO 3-4 


_| A Lei de Stefan-Boltzmann Como Consequéncia da Lei de Planck Use a lei de Planck para mostrar 

que a densidade total de energia de um corpo negro é proporcional da T 4 , o que está de acordo com a lei de Stefan-Boltzmann. 


SOLUQÁO 

A densidade total de energia pode ser calculada integrando a fungáo distribuigáo da densidade de energia (Equagáo 3-18) para todos 
os comprimentos de onda: 


* - f - cmh- 

Para calcular a integral, definimos urna variável adimensional x = hc/XkT. Nesse caso, dx = -(hc/X 2 kI) dk. Explicitando dX, obtemos: 
dX = -X 2 {kT/hc ) dx e, portanto, 











Stt/ícA 3 
e T - 1 




dx 


Como a integral é adimensional, isso mostra que U é proporcional a Z 4 . É possível demonstrar que o valor da integral impropria é 
tc 4 / 15. Nesse caso, U = (%Ti 5 k A l\5h ?> c > )T x . Este resultado pode ser combinado com as Equagoes 3-4 e 3-6 para expressar a, a constante 
de Stefan, em fungáo de tc, k, h e c (veja o Problema 3-13). 


Um exemplo importante de aplicagáo da lei de Planck foi seu uso para estudar a radiagao de micro-ondas proveniente do 
espago sideral. Os modelos cosmológicos atuais sugerem que o universo comegou com urna gigantesca explosao, o chamado 
Big Bang. Um dos efeitos previstos dessa explosao era encher o universo de urna radiagao cuja distribuigao espectral 
correspondería á de um corpo negro ideal. A temperatura inicial do universo era extremamente elevada; com o passar do tempo, 
porém, o universo esfriou até atingir a temperatura que possui hoje em dia, T, átu . á ¡. Assim, deveria existir no universo urna 
radiagao de fundo com urna distribuigao espectral correspondente á de um corpo negro á temperatura r atua i. 

Em 1965, Arno Penzias e Robert Wilson descobriram que urna radiagao com 7,35 cm de comprimento (ou seja, na faixa das 
micro-ondas) estava chegando á Terra com a mesma intensidade de todas as diregóes do espago. Logo se especulou que essa 
radiagao podia ser um residuo do Big Bang; foram entáo realizadas medidas em outros comprimentos de onda para levantar 
urna curva experimental da densidade de energia u(X) em fungáo de X. Os dados mais recentes do satélite Cosmic Background 
Explorer (COBE), mostrados na Figura 3-7, e do Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), sao compatíveis com a 
radiagao emitida por um corpo negro com urna temperatura de 2,725 ± 0,001 K. A excelente concordancia dos resultados 
experimentáis com a lei de Planck é considerada urna forte evidencia de que o universo realmente se originou de urna grande 
explosao (veja o Capítulo 13). 

3-3 Efeito Fotelétrico 

É urna das grandes ironias da historia da ciencia que no famoso experimento, realizado em 1887, em que Hertz 11 produziu e 
detectou ondas eletromagnéticas, confirmando assim a teoría ondulatoria da luz de Maxwell, tenha sido observado também, pela 
primeira vez, o efeito fotelétrico, que levou diretamente á descrigáo da luz em termos de partículas. Hertz, que estava usando 
um circuito sintonizado com um centelhador para gerar as ondas e um circuito semelhante para detectá-las, observou 
acidentalmente que, quando a luz proveniente do centelhador do transmissor deixava de incidir no centelhador do receptor, era 
necessário reduzir a distancia entre os eletrodos do segundo centelhador para continuar recebendo os sinais. A luz facilitava, 
portanto, a produgáo de centelhas. Ñas palavras do próprio cientista: 



FIGURA 3-7 Variagáo com a frequéncia da densidade de energia da radiagao cósmica de fundo. A curva continua representa a lei de 
Planck para T= 2,725 K. Os pontos sao dados experimentáis colhidos pelo satélite COBE. 


Em urna série de experimentos para estudar os efeitos da ressonáncia entre oscilagóes elétricas muito rápidas, que 








executei e publiquei recentemente, duas centelhas elétricas eram produzidas pela mesma descarga de urna bobina de 
indugáo e, portanto, ocorriam simultáneamente. Urna dessas centelhas, a centelha A, era a centelha de descarga da 
bobina de indugáo e servia para excitar a oscilagáo primária. Ocasionalmente, coloquei o centelhador B no interior de 
urna caixa escura para poder observar melhor as centelhas; ao fazer isso, observei que o tamanho das centelhas era 
visivelmente menor quando o centelhador B estava dentro da caixa. 12 

A descoberta inesperada do efeito fotelétrico incomodou Hertz porque interfería em sua pesquisa principal, mas o cientista 
reconheceu ¡mediatamente que se tratava de um fenómeno muito importante e interrompeu todos os outros trabalhos durante 
seis meses para estudá-lo mais de perto. Seus resultados, publicados naquele mesmo ano, foram complementados por outros 
pesquisadores. Descobriu-se que partículas negativas eram emitidas quando urna superficie limpa era exposta á luz. Em 1900, P. 
Lenard submeteu essas partículas a um campo magnético e descobriu que apresentavam urna razáo carga-massa da mesma 
ordem que a observada nos raios catódicos estudados por Thomson; em outras palavras, as partículas emitidas eram elétrons. 



Albert A. Michelson, Albert Einstein e Robert A. Millikan em um encontró em Pasadena, California, em 1931. [AP/Wide World Photos.] 


A Figura 3-8 mostra um diagrama esquemático do equipamento usado por Lenard. Quando a luz L incide em urna superficie 
metálica (cátodo Q, elétrons sao emitidos. Se alguns dos elétrons que chegam ao anodo A passam por um pequeño furo, é 
produzida urna corrente elétrica no circuito do eletrómetro externo ligado a a. O número de elétrons que chegam ao anodo pode 
ser aumentado ou diminuido tornando o anodo positivo ou negativo em relagáo ao cátodo. Chamando de V a diferenga de 
potencial entre o cátodo e o anodo, a Figura 3-9 a mostra a corrente em fungáo de V para dois valores de intensidade da luz 
incidente no cátodo. Quando V é positiva, os elétrons sao atraídos para o anodo. Para um valor suficientemente grande de V, 
todos os elétrons emitidos chegam ao anodo e a corrente atinge o valor máximo. Lenard observou que a corrente máxima era 
proporcional á intensidade da luz, um resultado esperado, já que o número de elétrons emitidos deveria ser proporcional á 
energia por unidade de tempo incidente no cátodo. Entretanto, ao contrário do que previa a teoría clássica, nao foi observada 
urna intensidade mínima abaixo da qual a corrente fosse nula. Urna luz muito fraca nao deveria fomecer aos elétrons a energia 
necessária para escapar da superficie do metal. Quando V é negativa, os elétrons sao repelidos pelo anodo; assim, apenas os 
elétrons com urna energia cinética inicial mv 2 /2 maior que e\V\ conseguem chegar ao anodo. Como se pode ver na Figura 3-9 a, 
para V<~V 0 , a corrente é nula. O potencial V 0 é denominado potencial de corte e está relacionado á energia cinética máxima 
dos elétrons emitidos por meio da equagáo 



3-20 


Os resultados experimentáis, ilustrados na Figura 3-9a, mostram que V 0 nao depende da intensidade da luz incidente, o que 
deixou os cientistas surpresos. Aparentemente, o aumento da energia por unidade de tempo incidente no cátodo nao resultava 
em um aumento da energia cinética máxima dos elétrons emitidos, o que estava em total desacordó com a teoría clássica. Em 
1905, Einstein ofereceu urna explicagáo para esta observagáo em um artigo que foi publicado no mesmo volume dos Annalen 
der Physik que seus trabalhos a respeito da relatividade restrita e do movimento browniano. 



FIGURA 3-8 Diagrama esquemático do equipamento usado por P. Lenard para observar o efeito fotelétrico e provar que as partículas 
emitidas sao elétrons. A luz proveniente da fonte L incide no cátodo C. As partículas emitidas pelo cátodo que passam pelo furo do anodo 
A sao indicadas por um eletrómetro ligado a a. Um campo magnético, representado na figura por um círculo, podía defletir as partículas 
para um segundo eletrómetro ligado a p, o que permitía determinar o sinal da carga das partículas e a razáo e/m. [Fonte: P. Lenard, 
Annalen der Physik, 2, 359 (1900).] 

Entre as muitas aplicagoes do efeito fotelétrico está o fotomultiplicador, um dispositivo que torna possível medir com 
grande precisáo a energía da luz absorvida por urna superficie fotossensível. Os observatorios de neutrinos SNO, 
Kamiokande e Ice Cube (veja o Capítulo 12) utilizam milhares de fotomultiplicadores. Outras centenas foram instaladas 
em vários experimentos para detectar neutrinos de alta energía no fundo dos océanos. 

Segundo Einstein, a quantizagáo da energía usada por Planck no problema do corpo negro era , na verdade, urna 
característica universal da luz. Em vez de estar distribuida uniformemente no espago no qual se propaga, a luz é constituida por 
quanta discretos, de energia hf. Quando um desses quanta, denominados fótons , chega á superficie do cátodo, toda a sua energía 
é transferida para um elétron. Se (p é a energia necessária para remover um elétron da superficie ((p recebe o nome de fungáo 
trabalho e varia de metal para metal), a energia cinética máxima dos elétrons emitidos pelo cátodo é dada por hf - cp em virtude 
da lei de conservagáo da energia; veja a Figura 3-9c. (Alguns elétrons tém urna energia menor do que este valor por causa da 
energia gasta para atravessar o metal.) Sendo assim, o potencial de corte V 0 é dado por 

eV 0 =(^mv') =/*/-< f> 3-21 

^ / más. 

A Equagáo 3-21 é chamada de equagáo do efeito fotelétrico. Como observou Einstein, 

Se a fórmula a que chegamos estiver correta, V 0 , quando representada em coordenadas cartesianas em fungáo da 
frequéncia da luz incidente, deverá ser urna linha reta cuja inclinagáo nao depende da natureza da substancia 
emissora. 13 


De acordo com a Equagáo 3-21, a inclinagáo da reta que representa o potencial de corte V 0 em fungáo da frequéncia/é igual 
a h/e. Na época em que Einstein fez esta previsáo, náo havia nenhuma comprovagáo experimental de que a constante de Planck 
estivesse relacionada ao efeito fotelétrico. Também náo havia provas de que o potencial de corte fosse fungáo da frequéncia. 
Experimentos realizados por Millikan em 1914e 1916 mostraram que a Equagáo 3-21 estava correta e o valor de h calculado a 
partir desses experimentos concordou com o valor obtido por Planck. A Figura 3-10 mostra um dos gráficos de Millikan. 

A frequéncia mínima para que o efeito fotelétrico seja observado, denominada f nos gráficos da Figura 3-9 b e da Figura 3- 
10, e o comprimento de onda máximo correspondente, X t9 podem ser obtidos a partir da fungáo trabalho fazendo V 0 = 0 na 
Equagáo 3-21: 
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Os fótons de frequéncia menor que f (e, portanto, de comprimento de onda maior que X t ) náo tém energia suficiente para 
ejetar elétrons do metal. Para a maioria dos metáis, a fungáo trabalho é da ordem de alguns elétrons-volts. A Tabela 3-1 mostra 
as fungóes trabalho de alguns elementos. 
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FIGURA 3-9 (a) Fotocorrente i em fungáo da tensáo do anodo V para urna luz de frequéncia/e duas intensidades I\ e / 2 , com / 2 > I\. A 
tensáo de corte Vq é a mesma nos dois casos. (Z>) Para / constante e duas frequéncias f\ efz, com > / 1 , a interpretado de Einstein do 
efeito fotelétrico sugere que o valor absoluto da tensáo de corte deve ser maior para^, o que é confirmado pelos resultados experimentáis, 
e que de ve haver urna frequéncia de corte f t abaixo da qual nao sao emitidos elétrons, o que também está de acordo com as observares, 
(c) Energia potencial dos elétrons ñas proximidades da superficie de um metal. Um elétron do metal com a maior energia possível absorve 
um fóton de energia hf. De acordo com a lei de conserva 9 áo da energia, a energia cinética do elétron após deixar o metal deve ser hf- c|>. 
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FIGURA 3-10 Dados obtidos por Millikan para o potencial de corte em fungáo da frequéncia. Os dados estáo sobre urna reta cuja 
inclinado é h/e, como tinha sido previsto por Einstein dez anos antes que o experimento fosse realizado. O ponto em que a reta intercepta 
o eixo vertical corresponde a um potencial elétrico ~§!e. [Fonte: R.A. Millikan, Physical Review, 7, 362 (1915).] 


Tabela 3-1 Fungóes trabalho de alguns elementos 

Elemento 


Fungáo trabalho (eV) 

Na 


2,28 

Cs 


1,95 

Cd 


4,07 






















Al 

4,08 

Ag 

4,73 

Pt 

6,35 

Mg 

3,68 

Ni 

5,01 

Se 

5,11 

Pb 

4,14 


EXEMPLO 3-5 


Efeito Fotelétrico no Potássio O comprimento de onda de corte do potássio é 558 nm. Qual é a fungáo 
trabalho do potássio? Qual é o potencial de corte para urna luz incidente de 400 nm? 


SOLUQÁO 

1. As duas questoes podem ser respondidas com o auxilio da Equagáo 3-21: 


’Vo=('/«» J ) =hf- 4* 

\ ^ / mu* 


hf <í> 

Ví> = - - - 

e e 

2. O comprimento de onda de corte é aquele para o qual os elétrons excitados tém exatamente a energia necessária para vencer a 
barreira de potencial. Assim, (mv 2 /2) max = 0, Vo = 0 e 

4 >_/*/_ he 
e e e\ 

1240 eV * nm 

= —— -= 2.22 c V 

558 nm 

3. Para urna luz incidente de 400 nm, a tensáo Vo é dada pela Equagáo 3-21: 

_ hf _ a> _ /ít _ d> 
e e e\ e 
1240 eV-nm 


- 2,22 cV 

400 nm 

= 3,10 eV - 2,22 eV = 0.88 V 


Outra propriedade importante do efeito fotelétrico que está em desacordó com a física clássica mas pode ser fácilmente 
explicada pela hipótese dos fótons é a ausencia de um intervalo de tempo mensurável entre o momento em que a fonte luminosa 
é ligada e o momento em que os elétrons emitidos pelo cátodo comeqam a aparecer. Classicamente, a energia luminosa se 
distribuí de forma homogénea ao longo da superficie do cátodo; o tempo necessário para que urna regiáo do tamanho de um 
átomo adquira energia suficiente para emitir um elétron pode ser calculado a partir da intensidade (potencia por unidade de 
área) da radiaqáo incidente. Na verdade, é possível ajustar a intensidade da luz incidente de tal forma que este tempo teórico 
seja da ordem de minutos ou mesmo horas. Entretanto, em todos os experimentos, os elétrons comeqam a ser emitidos no 
momento em que a fonte é ligada. De acordo com a hipótese dos fótons, a explicaqáo desta observaqáo é que, embora o número 
de fótons que incidem no metal por unidade de tempo seja pequeño quando a intensidade da luz é pequeña, cada fóton tem 
energia suficiente para ejetar um elétron e existe urna probabilidade finita de que pelo menos alguns fótons sejam absorvidos 






imediatamente. Por outro lado, a teoría clássica fornece o valor correto para o número médio de fótons absorvidos por unidade 
de tempo. 


EXEMPLO 3-6 


_| O Tempo de Retardo Segundo a Teoría Clássica Urna luz com urna intensidade de 1(T 2 W/m 2 e um 

comprimento de onda de 400 nm incide em um cátodo de potássio. Determine o tempo de retardo para a emissáo de elétrons, de 
acordo com a teoría clássica. 


SOLUQÁO 

De acordo com o Exemplo 3-5, a fungáo trabalho do potássio é 2,22 eV. Tomando r = 10~ 10 m como o raio típico de um átomo, a 
energía total que incide no átomo até o instante t é dada por 

E = ( 1Ü~ 2 W'/'m 2 ) (n^ 2 )/ = (I0" 2 W/m 2 ) (^lír 2 * 1 m 2 )f 
= (3,14 X 10“ 22 J/s)f 

Fazendo essa energía igual a 2,22 eV, obtemos: 

(3,14 x 10 -32 J/s)í = (2,22eV) (1,60 x 10 _l9 J/eV) 

(2,22eV) (1,60 X UT^J/eV) 

(3,14 X I0 -22 J/s) 

= 1,13 x ]0 3 s = 18,8 mín 

Assim, segundo a teoría clássica, nenhum átomo deveria emitir um elétron nos primeiros 18,8 minutos após a lámpada ser ligada. Por 
outro lado, de acordo com o modelo dos fótons, cada fóton possui energía suficiente para ejetar um elétron. Por causa da baixa 
intensidade da fonte luminosa, o número de fótons incidentes no cátodo por unidade de tempo é pequeño, de modo que a 
probabilidade de que um determinado átomo absorva um fóton e emita um elétron em um dado intervalo de tempo é pequeña. 
Entretanto, existem tantos átomos no cátodo que alguns emitem elétrons logo que a fonte é ligada. 


EXEMPLO 3-7 


Exemplo 3-6? 


Número de Fótons Incidentes Quantos fótons incidem no cátodo por segundo e por metro quadrado no 


SOLUQÁO 

A energía por fóton é 


E = hf= hc/k = (1240 eV - nm) / (400 nm) 

= (3,10 eV)( 1,60 X I0” 19 J/eV) = 4,96 X ltr l9 J 

Como a intensidade da luz incidente é 10“ 2 W/m 2 = 10 -2 J/s ■ m 2 , o número de fótons por segundo e por metro quadrado é 

10 -2 J/s * m 3 
4,% X 10 -,9 I/foton 
— 2,02 X I0 lfr fótons/s- ni 2 

Esse número de fótons pode parecer muito grande, mas, na realidade, é pequeño em comparado com o número de átomos que 
existem na superficie do cátodo. O número de fótons por segundo por átomo da superficie é dado por n = [2,02 x 10 16 fótons/s • 
m 2 ]/[7c x (10 -10 ) 2 átomos/m 2 ] = 6,3 x 10 -4 fótons/s • átomo, ou seja, menos de 1 fóton por segundo para cada 1000 átomos. 


EXEMPLO 3-8 


_Sensibilidade do Olho Humano Urna fonte pontual isotópica de 100 W irradia luz com um comprimento 

de onda de 555 nm (verde amarelado). Este é o comprimento de onda para o qual o olho humano é mais sensível; um olho adaptado a 
um baixo nivel de iluminagáo é capaz de detectar 10 fótons por segundo de urna radiagáo com este comprimento de onda. Supondo 
que a pupila do olho adaptado a um baixo nivel de iluminagáo tem um diámetro de 7 mm, a que distancia da fonte o olho é capaz de 
captar a luz? (A resposta o deixará surpreso!) 







SOLUQÁO 

1. A energía de um fóton de 555 nm é 


he (6,63 X JO -34 J• s){3,00 X 10 s m/s) 
k 533 X ICT’m 

= 3,58 x 10 ’^J/fóton 

2. A fonte de 100 W emite 


1001/s X 


1 fóton 


3,58 X 10 


——— — 2.79 X 1O 20 fótnns/s 

“19 T * 


3. Como 10 fótons/s devem passar pela pupila para que a luz seja detectada, o fluxo mínimo, em fótons por segundo e por metro 
quadrado de área da pupila, é dado por 


fotons 

fluxo mínimo = 10- x 

s 

10 


I 


_ ij 2 

pupila 


fótons 


tt( 3,5 x 10 3 ) 2 s*nr 
fótons 


= 2.60 x l(f 


s * m 


4. Como a fonte é isotrópica, este fluxo é atingido a urna distancia da fonte dada por 


Anr 1 = 2,79 X 




fótons 

s 


J s * m 2 

2,60 X 10 5 fótons 


, 2,79 X 10 20 , 

■ = -—— -— 

4tt(2,6ü X 10 3 ) 

r = 9,24 X 10* m = 9,24 X 10 3 km 


Exercícios 

3. De que forma o modelo dos fótons explica o fato de que a corrente associada ao efeito fotelétrico é proporcional á 
intensidade da luz incidente? 

4 . Quais sao as propriedades do efeito fotelétrico que podem ser explicadas pela física clássica? Quais sao as propriedades que 
nao podem ser explicadas? 

5. É realmente possível enxergar urna fonte á distancia calculada no Exemplo 3-8? 

A fotemissáo de elétrons se tomou um método importante para investigar a estrutura dos cristais e moléculas e foi 
responsável pela descoberta de processos que eram totalmente desconhecidos na época de Hertz. O uso de fontes de raios X 
(veja a Seqáo 3-4) e detectores de precisáo permitiu determinar as configuraqóes exatas dos elétrons de valencia nos compostos 
químicos, o que levou a urna melhor compreensáo das ligaqóes químicas e das diferencias entre as propriedades dos átomos na 
superficie e no interior dos sólidos. Os microscopios baseados no efeito fotelétrico que hoje estáo sendo desenvolvidos poderáo 
revelar o estado químico de cada elemento em urna amostra, urna informaqáo extremamente importante para a biología 
molecular e a microeletrónica. De certa forma, tudo isso é consequéncia de um fenómeno que, para Hertz, representava um 
mero incómodo. . . pelo menos a principio. 

3-4 Raios X e o Efeito Compton 

Novas provas de que o modelo dos fótons estava correto foram colhidas por Arthur H. Compton, que mediu o espalhamento de 
raios X por elétrons livres e, analisando os resultados, dirimiu as últimas dúvidas em relaqáo á relatividade restrita (veja o 
Capítulo 1). Antes de analisar com detalhes os resultados de Compton, vamos discutir rápidamente alguns experimentos 
anteriores usando raios X, já que permitem compreender melhor os processos de produqáo e espalhamento dos raios X e as 












imagens de objetos astronómicos obtidas por observatorios em órbita (veja o Capítulo 13). 


Raios X 

O físico alemáo Wilhelm C. Roentgen descobriu os raios X em 1895, quando trabalhava com um tubo de raios catódicos. Tendo 
acontecido cinco anos antes da explicagáo de Planck para o espectro de emissáo de um corpo negro, a descoberta de Roentgen 
foi o primeiro resultado significativo da física quántica. O cientista observou que os “raios” produzidos no ponto em que os 
raios catódicos (elétrons) atingiam o tubo de vidro, ou um alvo instalado no interior do tubo, podiam atravessar objetos opacos e 
excitar urna tela fluorescente ou um filme fotográfico. Roentgen investigou exaustivamente o fenómeno e descobriu que todos 
os materiais, em maior ou menor grau, eram transparentes a esses raios e que a transparencia era inversamente proporcional á 
densidade do material. Essa observagáo fez com que os raios X comegassem a ser usados na medicina alguns meses após a 
publicagáo do primeiro artigo de Roentgen. 14 

Roentgen observou que os raios recém-descobertos nao eram afetados pela presenga de um campo magnético, e nao 
conseguiu observar os fenómenos de refragáo e interferencia normalmente associados a ondas; por essa razáo, batizou-os com o 
nome enigmático de raios X. Como a teoría eletromagnética clássica prevé que toda carga elétrica produz ondas 
eletromagnéticas ao ser acelerada ou freada, era natural supor que os raios X fossem ondas eletromagnéticas produzidas pelos 
elétrons ao se chocarem com os átomos do alvo. Esse tipo de radiagáo é chamado de bremsstrahlung , urna palavra que, em 
alemáo, significa “radiagáo de frenagem”. O pequeño alargamento sofrido por um feixe de raios X ao passar por urna fenda com 
alguns milésimos de milímetro de largura indicava que o comprimento de onda desses raios era da ordem de 1(T 10 m = 0,1 nm. 
Em 1912, Max von Laue sugeriu que, como os comprimentos de onda dos raios X eram da mesma ordem que o espagamento 
dos átomos em um cristal, os átomos de um cristal poderiam se comportar como urna rede de difragáo tridimensional para os 
raios X. Os experimentos (veja a Figura 3-11) logo confirmaram que os raios X sáo urna forma de radiagáo eletromagnética 
com comprimentos de onda entre 0,01 e 0,10 nm e que os átomos dos cristais formam urna estrutura regular. 

Em 1912, W. L. Bragg propós um método simples e conveniente para analisar a difragáo dos raios X pelos cristais. 15 O 
cientista investigou a interferencia dos raios X difratados por várias familias de planos paralelos de átomos, hoje conhecidos 
como planos de Bragg. A Figura 3-12 mostra duas familias de planos de Bragg em um cristal de NaCl, que possui urna 
estrutura denominada cúbica de faces centradas. Considere a Figura 3-13. As ondas difratadas por dois átomos sucessivos 
situados no mesmo plano estáo em fase e, portanto, interferem constitutivamente, independentemente do comprimento de onda, 
se o ángulo de difragáo for igual ao ángulo de incidencia. (Esta condigáo é a mesma que para reflexáo.) As ondas difratadas com 
o mesmo ángulo por átomos situados em planos diferentes estaráo em fase (interferencia construtiva) se a diferenga entre os 
dois percursos for igual a um número inteiro de comprimentos de onda. De acordo com a Figura 3-13, esta condigáo é satisfeita 
se 
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(a) Um dos primeiros tubos de raios X. [ Cortesía do Cavendish Laboratory.] ( b ) Com o passar do tempo, os tubos de raios X se tomaram 
mais compactos. Este tipo de tubo foi muito popular em meados do século XX. [ Cortesía do Schenectady Museum, Hall of Electrical 
History , Schenectady, NY.]. ( c ) Diagrama esquemático de um tubo moderno de raios X. Os tubos modernos funcionam com tensoes, 
correntes e intensidades de raios X muito maiores, mas os elementos básicos permanecen! os mesmos. 



Radiografía da máo da Sra. Roentgen, tirada por Roentgen algumas semanas depois que os raios X foram descobertos. 
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FIGURA 3-11 (a) Diagrama esquemático do experimento de Laue. O cristal se comporta como urna rede de difragáo tridimensional, 
difratando os raios X e produzindo urna série de pontos, denominada figura de Laue , em um filme fotográfico ou em um CCD sensível a 
raios X. (b) Figura de Laue de um cristal de boreto de niobio, produzida usando urna tensáo de 20 keV e um alvo de molibdénio. [ Fonte : 
General Electric Company.] 



FIGURA 3-13 Difragáo de Bragg para dois planos paralelos. A diferencia de percurso entre as ondas difratadas pelos dois átomos 
indicados na figura é igual a 2 d sen 0. As ondas estaráo em fase se a condic^áo de Bragg, 2 d sen 0 = mX, for satisfeita. 

2rfsen 0 = mk eñique m = inteiro 3-23 


A Equaqáo 3-23 é conhecida como condigáo de Bragg. 














































A medida da intensidade dos raios X difratados em fungáo do comprimento de onda, usando um equipamento experimental 
como o da Figura 3-14, apresenta alguns resultados surpreendentes do ponto de vista da física clássica. A Figura 3-15a mostra 
os espectros típicos de raios X obtidos submetendo os elétrons a duas tensóes de aceleragáo diferentes antes de usá-los para 
bombardear um alvo de tungsténio. Na figura, I(X) é a intensidade emitida para comprimentos de onda no intervalo entre X e X + 
dX. A Figura 3-15& mostra as linhas, de comprimento de onda muito menor, produzidas usando um alvo de molibdénio e 
elétrons de 35 keV. Tres características desses espectros chamam ¡mediatamente a atengáo, apenas urna das quais pode ser 
explicada pela física clássica. (1) O espectro é constituido por urna série de linhas estreitas, conhecida como espectro 
característico , superpostas a (2) um espectro continuo ou espectro de bremsstrahlung. O comprimento de onda das linhas do 
espectro característico depende da substancia usada como alvo. (3) O espectro continuo apresenta um comprimento de onda de 
corte X m que nao depende da substancia usada como alvo, mas é fungáo da energía dos elétrons. Se a tensáo do tubo de raios X é 
dada em volts, o comprimento de onda de corte pode ser calculado por meio da seguinte equagáo empírica: 


J,24 X \(r 
K = - ---nm 


3-24 


A Equagáo 3-24 é chamada de regra de Duane-Hunt em homenagem aos descobridores. Einstein náo perdeu tempo para 
observar que a produgáo de raios X por bombardeio de elétrons era o inverso do efeito fotelétrico e, portanto, a Equagáo 3-21 
podia ser aplicada ao fenómeno. O comprimento de onda de corte de Duane-Hunt corresponde simplesmente a um fóton com a 
energía máxima dos elétrons, ou seja, um fóton que é emitido quando o elétron perde toda a energía cinética em urna so colisáo. 
Como a energía cinética dos elétrons em um tubo de raios X é 20.000 eV ou mais, a fungáo trabalho (|) (que vale menos de 10 
eV) pode ser desprezada. Nesse caso, a Equagáo 3-21 se toma eV ~ hf= hc/X m ou X m = hc/eV= 1,240 x 1CT 6 m/V = 1,24 x 10 3 
nm/V. Assim, a regra de Duane-Hunt pode ser explicada pela hipótese de Planck de que a luz é feita de quanta. (Note que X m 
pode ser usado para determinar experimentalmente o valor de h/e .) 



raios X 



FIGURA 3-14 Diagrama esquemático do espectrómetro de Bragg. Um feixe colimado de raios X incide em um cristal e o feixe difratado 
vai para urna cámara de ionizagáo, onde é detectado. O sistema é montado de tal forma que os ángulos de incidencia e difragáo variam 
simultáneamente, mantendo-se sempre iguais. Medindo a intensidade do feixe difratado em fungáo do ángulo de incidencia e usando a 
condigáo de Bragg, 2 d sen 0 = mX , é possível determinar a distáncia interplanar d para várias familias de planos, contanto que o 
comprimento de onda X da radiagáo incidente seja conhecido. 


O espectro continuo foi interpretado como o resultado da aceleragáo (isto é, da “frenagem”) dos elétrons pelos campos 
elétricos dos átomos do alvo. Esse tipo de radiagáo era previsto pelas equagóes de Maxwell; o verdadeiro problema para a física 
clássica estava ñas linhas estreitas. Os comprimentos de onda dessas linhas dependiam do material do alvo e eram sempre os 
mesmos para um dado material, mas as linhas estreitas nunca apareciam para valores de V tais que X m fosse maior do que o 
comprimento de onda da linha em questáo. Esta peculiaridade do espectro característico pode ser vista claramente na Figura 3- 
15a, em que o grupo de linhas da esquerda, rotulado como “série K”, desaparece totalmente quando V é reduzido de 80 kV para 
40 kV, o que tem o efeito de aumentar o valor de X m . A origem das linhas estreitas era um mistério que so foi esclarecido com a 
descoberta do átomo nuclear. Voltaremos ao assunto no Capítulo 4. 

As aplicagóes dos raios X na medicina e odontología (diagnóstico e tratamento de doengas) e na indústria (inspegáo 
de pegas e sóidas) sao bem conhecidas, mas eles também sao usados para determinar a estrutura de cristais, 
localizar buracos negros no universo e investigar a conformagáo de proteínas. 








O Efeito Compton 

Tinha sido observado que os raios X difratados eram mais “macios” que os raios X do feixe incidente, isto é, tinham menor 
poder de penetrado. Compton 16 observou que, se o processo de espalhamento fosse considerado urna “colisáo” entre um fóton 
de energía hf (e momento hf\/c ) e um elétron, o elétron absorveria parte da energia inicial e, portanto, a energia hf 2 do fóton 
difratado seria menor do que a do fóton incidente. Nesse caso, a frequéncia^ e o momento hf 2 /c do fóton difratado também 
seriam menores do que a frequéncia/i e o momento hf\/c do fóton incidente. [O fato de que a urna radiagáo eletromagnética de 
energia E está associado um momento Ele é compatível com a teoría clássica e tinha sido demonstrado experimentalmente por 
Nichols e Hull em 1903. Esta relagáo também é compatível com a expressáo relativística E 2 = p 2 c 2 + (me 2 ) 2 se a massa de 
repouso da partícula for nula.] Compton aplicou as leis de conservagáo do momento e da energia, na forma relativística (veja o 
Capítulo 2), á colisáo de um fóton com um elétron, o que lhe permitiu calcular a diferenga entre os comprimentos de onda do 
fóton incidente e do fóton difratado, X 2 - X¡, em fungáo do ángulo de espalhamento 0. O resultado, cuja demonstragáo aparece 
em urna Leitura Suplementar, é a chamada equagáo de Compton : 
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FIGURA 3-15 Espectros de raios X do tungsténio ( a ), para duas tensoes de aceleragáo, e do molibdénio ( b ). Os nomes das séries de 
linhas (K e L) sáo explicados no Capítulo 4. As linhas da série L do Mo (que náo aparecem na figura) ocorrem para X ~ 0,5 nm (5 Á). O 
comprimento de onda de corte X m náo depende do material e é dado por X m = hc/eV, na qual Véa tensáo do tubo de raios X. Os 
comprimentos de onda das linhas de difragáo sáo característicos de cada material. 
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FIGURA 3-16 Diagrama esquemático do equipamento usado por Compton. Os raios X produzidos por um tubo com um alvo de 
molibdénio sáo espalhados por um bloco de grafita R , colimados pelas fendas S\ e S 2 e analisados em um difratómetro de Bragg 
constituido por um cristal de calcita e urna cámara de ionizagáo. Neste diagrama, o ángulo de espalhamento é 30°. Embora todo o 
espectro de raios X do molibdénio estivesse sendo espalhado pela grafita, o espectrómetro foi usado para investigar apenas a regiáo em 
tomo da linha K a do molibdénio. 
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FIGURA 3-17 Gráficos da intensidade em fungáo do comprimento de onda para vários ángulos de espalhamento de Compton em grafita. 
Em todos os gráficos, o pico da esquerda está associado a fótons difratados por elétrons fortemente ligados ao núcleo, cuja massa efetiva é 
igual á massa total do átomo. A diferentpa entre os comprimentos de onda dos dois picos é dada pela Equa^áo 3-25. O eixo horizontal está 
rotulado como “ángulo em relacpáo á calcita” porque foi calibrado por Compton em termos do ángulo de difragáo dos raios X em um 
cristal de calcita (veja a Figura 3-16). 


De acordo com a Equaqáo 3-25, a diferenqa de comprimentos de onda nao depende do comprimento de onda do fóton incidente. 
A grandeza h/mc tem dimensáo de comprimento e é denominada comprimento de onda Compton do elétron. Seu valor é 




v 


k 

me 



1,24 X 10 3 eV ■ nm 
5,11 X 10 5 e V 


0,00243 nm 


Como X 2 ~ *ki é muito pequeño, a diferenqa entre os comprimentos de onda dos dois fótons é difícil de observar, a menos que 
também seja pequeño, caso em que a variaqáo relativa, (k 2 ~ ^i)/^i, pode se tomar apreciável. É por isso que o efeito Compton 
normalmente é estudado apenas no caso dos raios X e dos raios gama. 

Compton verificou seus resultados experimentalmente usando como fótons incidentes os fótons associados á linha do 
espectro característico de raios X do molibdénio com um comprimento de onda de 0,0711 nm e como alvo os elétrons de um 
bloco de grafita. O comprimento de onda dos fótons espalhados foi medido com o auxilio de um cristal de calcita e urna cámara 
de ionizaqáo. O arranjo experimental aparece na Figura 3-16; a Figura 3-17 mostra os resultados obtidos. Para cada ángulo de 
espalhamento, o primeiro pico corresponde ao espalhamento dos elétrons mais intemos no átomo de carbono, que nao introduz 
nenhuma mudanqa no comprimento de onda; como esses elétrons estáo fortemente ligados ao núcleo atómico, o átomo inteiro 
participa da interaqáo. Nesse caso, a massa m da Equaqáo 3-25 passa a ser a massa do átomo, que é cerca de 10 4 vezes maior 
que a massa do elétron, e a diferenqa entre os comprimentos de onda do fóton incidente e do fóton espalhado se toma 
insignificante. A variaqáo da diferenqa entre os comprimentos de onda dos dois picos com o ángulo de espalhamento 0 é 
exatamente a prevista pela Equaqáo 3-25. 

Como vimos nesta seqáo e ñas duas seqóes anteriores, em certas situaqóes a interaqáo da radiaqáo eletromagnética com a 
matéria deve ser descrita por meio de eventos isolados. Depois de discutirem a natureza da luz durante muitos séculos, os 




























cientistas chegaram á conclusáo de que, na verdade, sao necessárias duas teorías para a luz: urna teoría corpuscular (ou 
quántica), para descrever a interagáo da radiagáo eletromagnética com a matéria, e urna teoría ondulatoria, para descrever 
fenómenos nao localizados como interferencia e difragáo. Voltaremos a falar deste chamado dualismo onda-partícula no 
Capítulo 5. 



Arthur Compton. Depois de descobrir o efeito Compton, o cientista viajou pelo mundo em busca de urna explicagáo para os raios 
cósmicos. Suas observagóes mostraram que a intensidade dos raios cósmicos variava com a latitude, o que foi atribuido á influencia do 
campo magnético terrestre e considerado como prova de que os raios cósmicos eram constituidos por partículas com carga elétrica. 
[Cortesía do American Institute of Physics, Niels Bohr Library.] 


M 


Leitura Suplemental-1 

A demonstragáo da equagáo de Compton , aplicando as leis de conservagáo da energía e do momento á 
colisáo relativística de um fóton com um elétron, está disponível no site da LTC Editora para este livro na 
Internet, onde também se encontram as Equagoes 3-26 e 3-27 e a Figura 3-18. 


Exercícios 

6. Por que é extremamente difícil observar o efeito Compton usando luz visível? 

7. Por que o efeito Compton nao prejudica a transmissáo de sinais sem fío de rádio e televisáo? Quantos espalhamentos de 
Compton o sinal de urna emissora de FM teria que sofrer para que o comprimento de onda variasse de 0,01%? 


EXEMPLO 3-9 


Efeito Compton Em um certo experimento de espalhamento de Compton, observa-se que o comprimento de 
onda X\ da radiagáo incidente sofre um deslocamento de 1,5% para um ángulo de espalhamento 0 = 120°. ( a ) Qual é o valor de Ai? ( b ) 
Qual é o comprimento de onda do fóton espalhado para um ángulo de espalhamento de 75 o ? 


SOLUQÁO 

(a) De acordo com a Equagáo 3-25, 


h 

X^ “ X| — A A — ~~{1 eos 0) 

me 

= 0,00243(1 - eos 120°) 













Como o comprimento de onda X\ sofre um deslocamento de 1,5%, temos: 


Combinando as duas equagóes acima, obtemos: 


AX 

^1 


0,015 


X, 


(b) De acordo com a Equagao 3-25, 


4X _ 0,00243(1 - eos 120) 

0,015 = 0,015 

0,243 nm 


\ 2 = X, + 0,00243 (1 - cosO) 

Fazendo = 0,243 nm e 0 = 75°, obtemos: 

X 2 = 0,243 + 0,00243(1 - eos 75) 
= 0,243 + 0,002 
— 0,245 nm 


Comentário Final 

Neste capítulo e na Segáo 2-4 do capítulo anterior, apresentamos e discutimos as tres principáis formas de interagáo dos fótons 
com a matéria: (1) o efeito fotelétrico, (2) o efeito Compton e (3) a criagáo de partículas. No restante deste livro, ao 
prosseguirmos a nossa discussáo da física moderna, teremos muitas oportunidades de aplicar o que aprendemos aqui para 
facilitar o entendimento de urna grande variedade de fenómenos, do comportamento dos átomos aos “fomos” que existem no 
interior das estrelas. 

Resumo 


TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1 O experimento de J. J. Thomson 

As medigoes realizadas por Thomson nos raios catódicos 
mostraram que urna partícula (o elétron), com urna razáo e¡m cerca 
de 2000 vezes maior que a do hidrogénio ionizado, está presente 


em todos os elementos. 


2 Quantizagao da carga elétrica 

e = 1,60217653 x 10- 19 C 


3 Radiagáo de corpo negro 

R = <jT a 

3-4 

Lei de Stefan-Boltzmann 

KmT = 2,898 X 10" 3 m . K 

3-5 

Lei de deslocamento de Wien 

SirfaX -5 

_ | 

3-18 


h = 6,626 X 10 -34 J * s 

3-19 

Lei de radiagáo de Planck 



Constante de Planck 












4 O efeito fotelétrico 


eV 0 =kf- 4> 


3-21 


5 O efeito Compton 

V — X, = — f 1 — eos tí) 3-25 

me 

6. Interagáo fóton-matéria 

Tres formas de interagáo sao o efeito fotelétrico, o efeito Compton e 
a criagao de partículas. 
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Notas 1111111111111111111111111111111111 


1. Demócrito, que viveu entre aproximadamente 470 a.C. e aproximadamente 380 a.C., também afirmou que a Via Láctea era 
um vasto aglomerado de estrelas e que a Lúa, como a Terra, possuía montanhas e vales. 

2. George Johnstone Stoney (1826-1911), físico irlandés, chamou de elétron a unidade fundamental de carga elétrica. Depois 
que Thomson descobriu urna partícula com urna unidade de carga elétrica, o nome foi transferido, por Lorentz, da quantidade de 
carga para a própria partícula. 

3. Joseph John Thomson (1856-1940), físico inglés, dirigiu durante mais de 30 anos o Cavendish Laboratory, o primeiro 
laboratorio do mundo dedicado expressamente a pesquisas físicas. Recebeu o Prémio Nobel de Física de 1906 por seus estudos 
da conduqáo de eletricidade em gases. Sete de seus assistentes também receberam o Prémio Nobel. 

4. Tinha havido muitas discussóes quanto á natureza dos raios catódicos depois que Heinrich Hertz, em 1883, chegou á 
conclusáo de que eles nao eram desviados por um campo elétrico. Mais tarde, descobriu-se que o resultado negativo dos 
experimentos de Hertz se devia ao fato de que o gás no interior do tubo se encontrava parcialmente ionizado; os íons 
neutralizavam rápidamente as cargas das placas defletoras, de modo que o campo entre as placas era praticamente nulo. 
Reduzindo ainda mais a pressáo do gás, Thomson finalmente conseguiu demonstrar, em 1897, que um campo elétrico era capaz 
de desviar os raios catódicos. 

5. R. A. Millikan, Philosophical Magazine (6), 19, 209 (1910). Robert Andrew Millikan (1868-1953), o primeiro Ph.D. em 
física pela Columbia University e um dos maiores cientistas experimentáis da época, recebeu o Prémio Nobel de Física de 1923 
por seus estudos da carga do elétron e do efeito fotelétrico. Foi o primeiro a usar o termo raios cósmicos para designar as 
partículas provenientes do espaqo sideral. 

6. R. A. Millikan, Physical Review, 32, 349 (1911). 

7. Mohr, P. J., B. N. Taylor e D. B. Newell, “The Fundamental Physical Constants”, Reviews of Modern Physics 80, 633-730 
(April 2008). 

8. F. K. Richtmyer, E. H. Kennard e J. N. Cooper, Introduction to Modern Physics , 6th ed., McGraw-Hill, New York, 1969, pp. 
135-137. 






9. John William Strutt Rayleigh (1842-1919), físico inglés, conhecido como Lord Rayleigh por causa do título que herdou do 
pai, sucedeu a Maxwell como diretor do Cavendish Laboratory e foi o antecessor direto de Thomson. 

10. Max Karl Emst Ludwig Planck (1858-1947), físico alemáo, recebeu o Premio Nobel de Física de 1918 pela descoberta dos 
quanta de energía e foi talvez o cientista mais famoso deste século depois de Einstein. 

11. Heinrich Rudolph Hertz (1857-1894), físico alemáo, aluno de Helmholtz, foi o descobridor das ondas de rádio. 

12. H. R. Hertz, Annalen der Physik , 31, 983 (1887). 

13. A. Einstein, Annalen der Physik, 17, 144 (1905). 

14. Tradugóes para o inglés deste artigo podem ser encontradas em E. C. Watson, American Journal ofPhysics , 13, 284 (1945) 
e em M. H. Shamos (ed.), Great Experiments in Physics , Holt, Rinehart and Winston, New York, 1962. Wilhelm Conrad 
Roentgen (1845-1923) recebeu em 1901 o primeiro Prémio Nobel de Física por haver descoberto os raios X. 

15. William Lawrence Bragg (1890-1971), físico inglés nascido na Austrália, foi um menino prodigio. Ele e o pai, William 
Henry Bragg (1862-1942), dividiram o prémio Nobel de Física de 1915 por seus estudos da difragáo de raios X em cristais. Em 
1938, W. L. Bragg sucedeu a Rutherford como diretor do Cavendish Laboratory. 

16. Arthur Holly Compton (1892-1962), físico americano, foi o primeiro a usar o nome fóton para o quantum de luz. Compton 
recebeu o Prémio Nobel de Física de 1927 pela descoberta e explicagáo do efeito que recebeu o seu nome. 


Problemas 1111111111111111111111111111 

NÍVEL 1 

Segáo 3-1 Quantizagáo da Carga Elétrica 

3-1. Um feixe de partículas carregadas, que contém prótons, elétrons, déuterons, átomos de hélio monoionizados e moléculas de 
H 2 monoionizadas, passa por um seletor de velocidades do qual todas as partículas emergem com urna velocidade de 2,5 x 10 6 
m/s. Em seguida, o feixe é submetido a um campo magnético uniforme B = 0,40 T perpendicular á velocidade das partículas. 
Calcule os raios de curvatura das trajetórias dos cinco tipos de partículas. 

3-2. Considere o experimento de Thomson com o campo elétrico “desligado”. Se os elétrons penetram com urna velocidade u 
« c em urna regiáo de campo magnético uniforme B e comprimento t, mostré que, para pequeñas deflexóes, o ángulo de 
deflexáo dos elétrons é dado por 0 ~ eíB/mu. 

3-3. De acordo com a Equagáo 3-3, um campo elétrico e um campo magnético mutuamente perpendiculares podem ser usados 
em um seletor de velocidades para partículas ou misturas de partículas de mesma carga elétrica. Suponha que o leitor deseje 
construir um seletor de velocidade que permita apenas a passagem de elétrons com urna energia cinética de 5,0 x 10 4 eV. O 
equipamento disponível permite produzir um campo elétrico de 2,0 x 10 5 V/m. Qual deve ser o valor do campo magnético? 

3-4. Um próton proveniente do espago sideral se aproxima verticalmente da Terra na regiáo do equador, onde a componente 
horizontal do campo magnético terrestre é 3,5 x 10 -5 T. Se o próton está se movendo com urna velocidade de 3,0 x 10 6 m/s, 
qual é a razáo entre a forga magnética e a forga gravitacional a que o próton está submetido? 

3-5. Um elétron com urna energia cinética de 45 keV está se movendo em urna órbita circular perpendicularmente a um campo 
magnético de 0,325 T. (a) Calcule o raio da órbita. ( b ) Determine a frequéncia e o período do movimento do elétron. 

3-6. Se os elétrons de um feixe tém urna energia de 2.000 eV, determine (a) a velocidade dos elétrons; ( b ) o tempo que os 
elétrons levam para percorrer urna distáncia de 5 cm entre as placas D e E da Figura 3-1; (c) a componente vertical da 
velocidade dos elétrons depois de passarem entre as placas, se o campo elétrico é 3,33 x 10 3 V/m. 

3-7. No primeiro método usado por J. J. Thomson (veja o Problema 3-46), a capacidade térmica do coletor era 
aproximadamente 5 x 10“ 3 cal/°C e o aumento de temperatura foi de aproximadamente 2 °C. Quantos elétrons de 2.000 eV 
chegaram ao coletor? 

3-8. No caso da gota número 16, Millikan mediu as seguintes cargas totais, entre outras, em diferentes instantes: 

25,41 x lü“ |g C 17,47 x ¡0 _I, C 12,70 x I0 _I9 C 

20,64 X 10“ JV C 19,06 X 10 14,29 X 10 _I> C 

Qual é o valor da carga do elétron, e , com base nessas medidas? 

3-9 Mostré que o campo elétrico necessário para fazer o tempo de subida de urna gota de óleo igual ao tempo de descida no 
experimento de Millikan é % = 2mg/q. 

3-10. Em urna variante do experimento de Millikan, o campo elétrico é aplicado horizontalmente, o que faz com que as gotas de 
óleo sejam aceleradas da diregáo horizontal. Em consequéncia, as gotas passam a cair em urna trajetória retilínea que faz um 


ángulo 0 com a vertical. Mostré que 


sen 0 = q&jbv¡ 

em que v' t é a velocidade terminal das gotas ao longo da trajetória. 

3-11. Na ausencia de campo elétrico, urna gota de óleo carregada desee 5,00 mm em 20,0 s após atingir a velocidade terminal. 
A massa específica do ar é 1,35 kg/m 3 e a do óleo é 750 kg/m 3 . A viscosidade do ar é 1,80 x 10 -5 N • s/m 2 . {a) Determine a 
massa e o raio da gota; ( b ) se a gota contém 2 unidades de carga elétrica e é submetida a um campo elétrico de 2,5 x 10 5 V/m, 
qual é a razáo entre a forga elétrica e a forga gravitacional a que está submetida a gota? 

Segáo 3-2 Radiagáo de Corpo Negro 

3-12. Determine o valor de X m para um corpo negro a urna temperatura de (a) 3 K; ( b ) 300 K; (c) 3.000 K. 

3-13. Use o resultado do Exemplo 3-4 e as Equagóes 3-4 e 3-6 para expressar a constante de Stefan em firngáo de ú, c e k. Use 
os valores conhecidos dessas constantes para calcular o valor da constante de Stefan. 

3-14. Mostré que a lei de Planck, Equagáo 3-18, expressa em termos da frequéncia/ assume a forma 

,,, _ W_M_ 

c > | 

3-15. Como foi comentado neste capítulo, a radiagáo cósmica de fundo apresenta a distribuigáo espectral de um corpo negro a 
urna temperatura de 2,7 K. (a) Qual é o comprimento de onda da radiagáo de fundo para o qual a intensidade é máxima? {tí) 
Qual é a frequéncia da radiagáo neste ponto do espectro? (c) Qual é a potencia total da radiagáo de fundo que incide em nosso 
planeta? 

3-16. Determine a temperatura de um corpo negro se o espectro apresenta um máximo em {a) X m = 700 nm (luz visível); ( b) X m 
= 3 cm (micro-ondas); {c) X m = 3 m (rádio FM). 

3-17. Se a temperatura absoluta de um corpo negro é multiplicada por dois, por que fator é multiplicada a potencia total emitida 
pelo corpo negro? 

3-18. Calcule a energia média £ por modo de oscilagáo {a) para um comprimento de onda relativamente grande, X = lOhc/kT , e 
{tí) para um comprimento de onda relativamente pequeño, X = 0,\hc/kT , e compare os resultados com o valor clássico, kT. (O 
valor clássico é urna consequéncia do teorema da equipartigáo, que será discutido no Capítulo 8.) 

3-19. O máximo da distribuigáo espectral da potencia irradiada por urna certa cavidade ocorre para um comprimento de onda de 
27,0 pm (na regiáo do infravermelho). A temperatura da cavidade é aumentada até que a potencia total irradiada se tome duas 
vezes maior. {a) Determine a nova temperatura da cavidade. {b) Determine a nova posigáo do máximo da distribuigáo espectral. 

3-20. A temperatura da superficie de urna certa estrela, muito luminosa, é 20.000 K. {a) Supondo que a estrela se comporta 
como um corpo negro, para que comprimento de onda a densidade de energia u{X) é máxima? {b) Em que parte do espectro 
eletromagnético está este comprimento de onda? 

3-21. A energia solar que atinge a parte superior da atmosfera terrestre é 1,36 x 10 3 W/m 2 , a chamada constante solar. Supondo 
que a Terra se comporta como um corpo negro de temperatura uniforme, qual é a temperatura de equilibrio da Terra? 

3-22. A temperatura do filamento de urna lámpada incandescente de 40 W é 3.300 K. Supondo que o filamento se comporta 
como um corpo negro, {a) determine a frequéncia f m e o comprimento de onda X m no ponto máximo da distribuigáo espectral; 
{tí) supondo qu ef m seja urna boa aproximagáo para a frequéncia média dos fótons emitidos pela lámpada, determine o número 
de fótons produzidos por segundo pela lámpada; (c) se um observador está olhando para a lámpada a 5 m de distáncia, quantos 
fótons penetram por segundo nos olhos do observador? (O diámetro da pupila humana é aproximadamente 5,0 mm.) 

3-23. Use a lei de Planck, Equagáo 3-18, para calcular o valor da constante que aparece na lei de Wien, Equagáo 3-5. 

Segáo 3-3 O Efeito Fotelétrico 

3-24. Os comprimentos de onda da luz visível váo de 380 nm a 750 nm, aproximadamente, {a) Qual é o intervalo de energías, 
em elétrons-volts, dos fótons de luz visível? {b) A frequéncia de transmissáo de urna rádio FM típica é da ordem de 100 MHz. 
Qual é a energia de um fóton com esta frequéncia? 

3-25. Quando está em órbita, o ónibus espacial gira em tomo da Terra muito acima de 99% da atmosfera, mas, mesmo assim, 
acumula urna carga elétrica no casco, devido, em parte, á perda de elétrons causada pelo efeito fotelétrico da luz solar. Suponha 
que o casco da nave seja revestido com Ni, que possui urna firngáo trabalho relativamente elevada, § = 4,87 eV, ñas 
temperaturas encontradas no espago. {a) Determine o maior comprimento de onda do espectro solar capaz de fazer com que o 
casco do ónibus espacial emita fotelétrons. {tí) Qual a fragáo da potencia total da radiagáo solar incidente no ónibus espacial que 



pode provocar a emissáo de fotelétrons? 

3-26. A fungáo trabalho do césio é 1,9 eV. (< a ) Determine a frequéncia mínima e o comprimento de onda máximo para que o 
efeito fotelétrico seja observado no césio. Calcule o valor do potencial de corte ( b ) para um comprimento de onda de 300 nm; 
(c) para um comprimento de onda de 400 nm. 

3-27. (a) Se 5% da potencia de urna lámpada de 100 W sao irradiados no espectro visível, quantos fótons visíveis sao irradiados 
por segundo? ( b ) Se a lámpada pode ser considerada urna fonte pontual que irradia uniformemente em todas as diregóes, qual é 
o fluxo de fótons (número de unidade de tempo e por unidade de área) a urna distancia de 2 m? 

3-28. A fungáo trabalho do molibdénio é 4,22 eV. (a) Qual é a frequéncia de corte para o efeito fotelétrico no molibdénio? {tí) 
Urna luz amarela com um comprimento de onda de 560 nm é capaz de fazer com que o molibdénio emita fotelétrons? Prove que 
sua resposta está correta. 

3-29. A molécula de NaCl possui urna energía de ligagáo de 4,26 eV, ou seja, é preciso fornecer esta energía para separar os 
íons Na + e CE e formar átomos neutros (veja o Capítulo 9). (a) Quais sao a frequéncia mínima e o comprimento de onda 
máximo para que um fóton tenha energía suficiente para dissociar urna molécula de NaCl? ( b ) Em que parte do espectro 
eletromagnético está esta radiagáo? 

3-30. Usando um equipamento semelhante ao da Figura 3-8, os dados abaixo em relagáo ao efeito fotelétrico foram obtidos. 

K(nm) 544 594 604 612 633 

E ky niüRÍeV) 0-360 ÜJ99 0,156 0417 Q t 062 

{a) Use um gráfico de E k>max em fungáo de / para determinar o valor da constante de Planck. ( b ) Qual é a diferenga percentual 
(para mais ou para menos) do valor calculado no item {a) em relagáo ao valor aceito atualmente? (c) De acordo com o gráfico 
do item (a), qual é o valor aproximado da fungáo trabalho do metal usado no cátodo do equipamento? ( d) Qual foi 
provavelmente o metal usado no cátodo? 

3-31. Em condigóes ideáis, o olho humano é capaz de perceber um claráo se aproximadamente 60 fótons chegarem á córnea. 
Qual é a energía associada a esses 60 fótons se o comprimento de onda for 550 nm? 

3-32. No caso do césio, o maior comprimento de onda capaz de produzir a emissáo de fotelétrons é 653 nm. (< a ) Qual é a fungáo 
trabalho do césio? (tí) Se urna amostra de césio for submetida a urna luz de 300 nm (ultravioleta), qual será a energía dos 
elétrons ejetados? 

Segáo 3-4 Raios X e o Efeito Compton 

3-33. Use a equagáo de Compton (Equagáo 3-25) para calcular o valor de AX na Figura 3-lld. A que variagáo percentual do 
comprimento de onda corresponde este resultado? 

3-34. Os aparelhos de raios X atualmente usados pelos dentistas funcionam com urna tensáo da ordem de 80 kV. Qual é o 
comprimento de onda mínimo dos raios X produzidos por esses aparelhos? 

3-35. Determine o momento de um fóton em eV/c e em kg • m/s se o comprimento de onda for (a) 400 nm; (tí) 1 Á = 0,1 nm; 
(c) 3 cm; (< d) 2 nm. 

3-36. Os raios gama produzidos por aniquilagóes apresentam um espalhamento de Compton considerável. Suponha que um 
fóton de 0,511 MeV produzido pela aniquilagáo de um elétron e um positrón seja espalhado por um elétron livre e o ángulo de 
espalhamento seja 110°. Quais sáo as energías do fóton e do elétron após o espalhamento? Qual é a diregáo de movimento do 
elétron após o espalhamento em relagáo á diregáo do fóton incidente? 

3-37. A tabela abaixo mostra os resultados de um experimento de espalhamento de Compton. 

AA(pm) 0,647 1,67 2 ? 45 3 M 4,80 

4>(graus) 45 75 90 135 170 

{a) Usando a Equagáo 3-25 como guia, desenhe um gráfico que permita determinar o comprimento de onda de Compton do 
elétron. {tí) Qual é a diferenga percentual (para mais ou para menos) do valor obtido em relagáo ao valor aceito atualmente? 

3-38. O comprimento de onda de fótons que sofreram espalhamento de Compton é medido para um ángulo 0 = 90°. Qual deve 
ser o comprimento de onda dos fótons incidentes para que AX/X = 1%? 

3-39. Em seus primeiros experimentos, Compton usou fótons com um comprimento de onda de 0,0711 nm. (a) Qual é a energía 
desses fótons? ( b ) Para um ángulo de espalhamento de 180°, qual é o comprimento de onda do fóton espalhado? (c) Qual é a 
energía do fóton espalhado? ( d) Qual é a energía do elétron após o espalhamento? 

3-40. Calcule o valor de AX para um fóton espalhado com um ángulo de 120° {a) por um próton livre; {tí) por um elétron livre; 




(c) por urna molécula de N 2 do ar. 

3-41. De acordo com a equagáo de Compton (Equagáo 3-25), um gráfico de X 2 em fungáo de (1 - eos 0) deve ser urna linha reta 
cuja inclinagáo h/mc permite a determinagáo experimental de h. Dado que o comprimento de onda de X\ da Figura 3-17 é 0,0711 
nm, calcule X 2 para os ángulos indicados na figura e pióte os resultados em fungáo de (1 - eos 0). Qual é o valor da inclinagáo 
da reta? 

3-42. (a) Calcule o comprimento de onda de Compton de um elétron e de um próton. ( b ) Determine a energía de um fóton cujo 
comprimento de onda é igual ao comprimento de onda de Compton (a) do elétron; ( b ) do próton. 

NÍVEL II 

3-43. No espalhamento de Compton de um fóton de energía E\ por um elétron inicialmente em repouso, mostré que a energía E 2 
do fóton espalhado é dada por 


E | 

j? — --- 

(Ei/mc^yi 1 — eos 4>) ' 1 

3-44. Quando urna luz com um comprimento de onda de 450 nm incide em urna amostra de potássio, fotelétrons com um 
potencial de corte de 0,52 V sáo emitidos. Se o comprimento de onda da luz incidente muda para 300 nm, o potencial de corte 
muda para 1,90 V. Usando apenas esses dados e os valores da velocidade da luz e da carga do elétron, calcule (a) a fungáo 
trabalho do potássio; (b) o valor da constante de Planck. 

3-45. Supondo que a diferenga entre o valor de e/m obtido por Thomson em seu segundo experimento (Figura 3-19) e o valor 
aceito atualmente se deva inteiramente ao fato de Thomson ter deixado de considerar a componente horizontal do campo 
magnético terrestre fora da regiáo entre as placas, calcule o valor dessa componente. (Dados de Thomson: B = 5,5 x 10“ 4 T, = 
1,5 x 10 4 V/m, jd = 5 cm, y 2 /x 2 = 8/110.) 
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FIGURA 3-19 Deflexáo do feixe de elétrons no equipamento de Thomson. As placas de deflexáo sáo D e E da Figura 3-1. A deflexáo é 
mostrada com o campo magnético desligado e a placa de cima positiva. O campo magnético é aplicado perpendicularmente ao plano da 
figura, apontando para dentro do papel. 


3-46. Na primeira medigáo do valor de e/m , Thomson determinou a velocidade de elétrons acelerados por um potencial V 
colhendo esses elétrons em urna placa isolada e medindo a carga Q e a temperatura T da placa, (a) Mostré que é possível obter 
urna expressáo para e/m em termos da velocidade dos elétrons e das grandezas medidas, (b) Mostré que a expressáo obtida no 
item (a), juntamente com o resultado do Problema 3-2, permitiu a Thomson calcular o valor de e/m em termos de grandezas que 
podiam ser medidas diretamente. 

3-47. A tabela abaixo mostra o potencial de corte em fungáo do comprimento de onda para o efeito fotelétrico em urna amostra 
de sodio. 


X(nm) 200 300 400 500 600 

V 0 (W) 4,20 2,06 1,05 0.4 J 0,03 

Faga um gráfico com base nesses dados e use-o para determinar (a) a fungáo trabalho; (b) a frequéncia de corte; (c) a razáo h/e. 

3-48. Pro ve que o efeito fotelétrico náo pode ocorrer para um elétron totalmente livre, isto é, que náo esteja associado a um 
átomo. (* Sugestáo : Considere um referencial no qual o momento total do elétron e do fóton incidente seja nulo.) 

3-49. Quando um feixe monocromático de raios X incide em um certo cristal de NaCl, urna difragáo de Bragg de primeira 
ordem (isto é, com m = 1) é observada para 0 = 20°. O valor da distáncia interplanar éd = 0,28 nm. Determine a tensáo mínima 
de operagáo do aparelho de raios X usado no experimento. 

3-50. Um feixe luminoso de 100 W incide em um corpo negro com 2 x 10" 3 kg de massa durante 10 4 s. O corpo negro se 
encontra inicialmente em repouso em urna regiáo do espago sem gravidade e sem atrito, (a) Determine a energía e o momento 





















absorvidos pelo corpo negro; ( b ) calcule a velocidade do corpo negro no momento em que a luz é desligada; (c) calcule a 
energia cinética do corpo negro no momento em que a luz é desligada. Por que este último valor é menor do que a energia total 
dos fótons absorvidos? 

3-51. Mostré que a energia cinética máxima E k que um elétron pode possuir depois de participar de um espalhamento de 
Compton é dada por 


£ _ Af _ 

1 + tnc^/lhf 2E y + me" 

3-52. O espectrómetro de raios X instalado a bordo de um satélite determina que o comprimento de onda da radiagáo emitida 
por urna certa estrela para o qual a intensidade é máxima é X m = 82,8 nm. Supondo que a estrela se comporta como um corpo 
negro, determine ( a ) a temperatura da superficie da estrela; ( b ) a razáo entre as intensidades do espectro para X = 70 nm e X = 
X m \ (c) a razáo entre as intensidades do espectro para X = 100 nm QX = X m . 

3-53. Determine a fragáo da energia total irradiada pelo Sol na regiáo visível do espectro (350 nm a 700 nm), supondo que a 
temperatura da superficie do Sol é 5.800 K. 

3-54. A tabela abaixo mostra os dados obtidos por Millikan para o efeito fotelétrico no litio. 

Comprimento de onda (mil) 253,5 312,5 365,0 404,7 433,9 
Tensao de corte V 0 (V) 2,57 1,67 1,09 0,73 0,55 

(a) Faga um gráfico com os dados da tabela e use-o para determinar a fungáo trabalho do litio. ( b ) Use o gráfico do item {a) para 
determinar o valor da constante de Planck. (c) A fungáo trabalho do chumbo é 4,14 eV. Dos comprimentos de onda que 
aparecem na tabela, quais náo causariam emissáo de elétrons do chumbo? 

NÍVEL III 

3-55. Este problema consiste em demonstrar a lei de deslocamento de Wien, Equagáo 3-5. (a) Mostré que a fungáo distribuigáo 
da densidade de energia pode ser escrita na forma u = CX~ 5 (e alx - l) -1 em que C é urna constante q a = hc/kT. ( b ) Mostré que o 
valor de X para o qual du/dX se anula satisfaz a equagáo 5(1 - e _fl/ Q = a/X. (c) Esta equagáo pode ser resolvida pelo método das 
tentativas, usando urna calculadora. Experimente fazer a/X = a para vários valores de a até obter o valor correto de a/X com 
quatro algarismos significativos, (d) Mostré que a solugáo do item (c) leva á relagáo X m T = constante e calcule o valor da 
constante. 

3-56. Este problema consiste em estimar o tempo de retardo (que é previsto pela teoría clássica, mas náo é observado nos 
experimentos) associado ao efeito fotelétrico. Suponha que um material seja submetido á luz produzida por urna lámpada de 1 
W. (< a ) Supondo que a radiagáo emitida pela lámpada se propaga uniformemente em todas as diregóes, determine a intensidade 
luminosa (em eV/m 2 • s) a urna distáncia de 1 m da lámpada. (¿) Supondo que o raio de um átomo do material é 1CT 10 m, calcule 
a energia por unidade de tempo que incide em um átomo para esta intensidade luminosa, (c) Suponha que a fungáo trabalho do 
material é 2 eV; quanto tempo é necessário para que um átomo na superficie do material acumule esta energia, supondo que 
toda a energia que incide no átomo é absorvida? 

3-57. Um fóton pode ser absorvido por um sistema capaz de adquirir energia interna. Suponha que um fóton de 15 MeV é 
absorvido por um núcleo de carbono inicialmente em repouso. De acordo com a lei de conservagáo do momento, o momento do 
átomo de carbono após a absorgáo deve ser 15 MeV/c. ( a ) Determine a energia cinética e a energia interna do núcleo de carbono 
após a absorgáo. ( b ) O núcleo de carbono volta ao repouso e, em seguida, perde a energia interna emitindo um fóton. Calcule a 
energia do fóton. 

3-58. A energia cinética máxima que pode ser fomecida ao elétron em um evento de espalhamento de Compton desempenha um 
papel importante no levantamento de espectros de raios gama usando cintilómetros. Esta energia máxima é conhecida como 
borda de Compton. Suponha que a borda de Compton medida em um certo experimento seja 520 keV. Quais eram o 
comprimento de onda e a energia dos raios gama incidentes? 

3-59. Um elétron acelerado até urna energia de 50 keV em um tubo de raios X sofre duas colisóes sucessivas antes de entrar em 
repouso no alvo, emitindo dois fótons de bremsstrahlung no processo. O segundo fóton emitido tem um comprimento de onda 
0,095 nm maior do que o primeiro. (a) Quais sáo os comprimentos de onda dos dois fótons? ( b ) Qual é a energia do elétron após 
a emissáo do primeiro fóton? 

3-60. Demonstre a Equagáo 3.17 a partir das Equagóes 3-15 e 3-16. 
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E m um dos seus numerosos experimentos, Newton observou que a luz solar que entrava no laboratorio através de urna 
pequeña abertura, ao ser refratada por um prisma de vidro e projetada em urna tela, formava urna série de faixas coloridas. 
Newton acabava de descobrir a dispersáo , e o arranjo que utilizou (Figura 4-1 a) foi o precursor dos espectroscopios modernos. 
Quando, 150 anos mais tarde, Fraunhofer 1 dispersou a luz solar usando um sistema semelhante ao que aparece na Figura 4-1 b 
para testar prismas feitos de um vidro que ele próprio havia desenvolvido, descobriu que o espectro solar era interrompido por 
mais de 600 linhas escuras. 2 Mais tarde, outros cientistas observaram linhas claras no espectro da luz emitida por chamas, arcos 
e centelhas. A espectroscopia se tomou rápidamente urna importante área de pesquisa. 

Os cientistas logo perceberam que os espectros de emissáo dos elementos e compostos químicos podiam ser divididos em 
tres categorías. Os espectros continuos , emitidos principalmente pelos sólidos incandescentes, nao apresentam linhas, nem 
claras nem escuras, mesmo nos espectroscopios de alta resolugáo. Os espectros de bandas sao formados por grupos de linhas 
muito próximas urnas das outras, que parecem formar bandas continuas quando observadas em espectroscopios de baixa 
resolugáo. Espectros desse tipo sao emitidos quando pequeños pedagos de substancias sólidas sao aquecidos em urna chama ou 
submetidos a descargas elétricas. Os espectros de linhas , já mencionados, sao produzidos quando o material contém elementos 
químicos puros. Tanto os espectros de bandas como os de linhas variam de substancia para substancia; na verdade, o espectro 
de urna amostra pode ser usado para identificar os elementos e compostos presentes no material. A existencia dos espectros de 
bandas e de linhas constituía um sério problema teórico para a física clássica, que nao era capaz de explicar sua origem. A 
explicagáo dos espectros de linhas, que culminou com a previsáo correta dos comprimentos de onda de algumas linhas do 
espectro do hidrogénio, o mais simples dos elementos, foi um dos maiores triunfos da chamada “velha” teoría quántica, fundada 
por Planck e Einstein, que será o tópico principal deste capítulo. A explicagáo completa das linhas e bandas exige urna teoría 
mais sofisticada, que comegaremos a estudar no Capítulo 5. 




A descoberta da dispersáo da luz por Newton, segundo Voltaire. [Éléments de la Philosophie de Newton, Amsterdam, 1738. 


4-1 Espectros Atómicos 

A radiagáo característica emitida pelos átomos dos elementos ao serem aquecidos em urna chama ou submetidos a descargas 
elétricas foi estudada exaustivamente no final do século XIX e inicio do século XX. Quando é observada através de um 
espectroscopio, essa radiagáo aparece como urna série de linhas de várias cores ou comprimentos de onda; as posigóes e 
intensidades das linhas sao características de cada elemento. Os comprimentos de onda das linhas podiam ser determinados com 
grande precisáo e os cientistas dedicaram muito tempo e esforgo á tarefa de descobrir e interpretar regularidades nos espectros. 
Um grande passo nesse sentido foi dado em 1885 quando um professor suígo do ensino médio, Johann Balmer, descobriu que as 
linhas do espectro do hidrogénio ñas regióes da luz visível e do ultravioleta próximo podiam ser calculadas através da fórmula 
empírica 
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FIGURA 4-1 (d) A luz de urna fonte passa por um orificio ou urna fenda estreita antes de chegar ao prisma. O objetivo da fenda é fazer 
com que todos os raios luminosos cheguem ao prisma com o mesmo ángulo de incidencia, para que haja o mínimo de superposigáo entre 
os raios de diferentes frequéncias que sao refratados pelo prisma e projetados na tela. ( b ) A fonte emite apenas dois comprimentos de 
onda, X\ e X 2 , com X 2 > ^ 1 . Como a fonte se encontra no ponto focal da lente, o feixe que sai da lente tem raios paralelos. A presenga de 
fenda faz com que o feixe se transforme em urna linha fina, que é projetada em urna das faces do prisma. De acordo com a lei da refragáo, 
os raios de menor comprimento de onda sofrem um desvio maior e, portanto, duas linhas sao vistas na tela, urna para cada comprimento 
























de onda. Um espectro deste tipo, por motivos obvios, é conhecido como espectro de linhas. Nos espectroscopios modernos, os prismas 
sao substituidos por redes de difragáo, que apresentam urna resolugáo muito maior, e a tela é substituida por detectores de radiagáo. 

Gragas ao fato de que cada elemento possui um espectro de linhas diferente, os astrónomos ficaram conhecendo a 
composigáo das estrelas, os químicos identificaram muitos compostos químicos e os artistas puderam usar lasers de 
várias cores em seus espetáculos. 

onde n é um número inteiro que pode assumir os valores 3, 4, 5,... A Figura 4-2 a mostra um conjunto de linhas do espectro do 
hidrogénio (hoje conhecido como serie de Balmer ) cujos comprimentos de onda sao dados pela fórmula de Balmer. Assim, por 
exemplo, o comprimento de onda da linha H a corresponde a n = 3 na Equagao 4-1 (verifique!); as outras linhas corresponden! a 
outros valores inteiros de n. Balmer acreditava que sua fórmula fosse um caso especial de urna expressao mais geral, que 
poderia ser usada para prever os espectros de outros elementos. Essa expressao foi descoberta independentemente por J. R. 
Rydberg e W. Ritz e é por isso chamada de fórmula de Rydberg-Ritz. De acordo com a fórmula de Rydberg-Ritz, o recíproco do 
comprimento de onda 3 é dado por 

I / [ I \ 

-— — Rl —y- j I para n > m 4-2 

Kn W H / 

onde m e n sao números inteiros e R, a constante de Rydberg , é a mesma para todas as linhas do espectro de um elemento e 
varia ligeiramente, de forma regular, de elemento para elemento. No caso do hidrogénio, o valor de R é R u = 1,096776 x 10 7 
m 1 . No caso de elementos muito pesados, R tende para o valor limite R^ = 1,097373 x 10 7 m 1 . Essas expressóes empíricas 
foram usadas para prever linhas que ainda nao tinham sido observadas, como as linhas do hidrogénio fora do espectro visível. 


EXEMPLO 4-1 


_Séries Espectrais do Hidrogénio Em termos do número de onda, a série de Balmer do hidrogénio é dada 

pela Equagao 4-2 com m = 2 e n = 3, 4, 5, . . . Assim, por exemplo, para a primeira linha da série, Hoo, m = 2 e n = 3: 


ou 



—R= 1,523 x 10* m~ l 
36 


^23 — 656,5 nm 


Outras séries de linhas espectrais do hidrogénio foram descobertas para m= 1 (por Theodore Lyman) e para m = 3 (por Friedrich 
Paschen). Calcule os comprimentos de onda das primeiras linhas das séries de Lyman e Paschen. 


SOLUQÁO 

No caso da série de Lyman (m= 1), a primeira linha corresponde a m = 1, n = 2: 


— = R[ \ - -i-) = -i? = K.22 x I0 6 m~' 
X l2 Vi 2 2 V 4 

X l2 = 121,6 nm (no ultravioleta) 

No caso da série de Paschen (m = 3), a primeira linha corresponde am = 3,/í = 4: 



í \ 7 

R —-r =- R ~ 5,332 

\3 2 4 2 / 144 

1876 nm (no mfravermelho) 
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Todas as linhas previstas pela fórmula de Rydberg-Ritz para as séries de Lyman e de Paschen sao observadas experimentalmente. 
Note que, de acordo com a Equagao 4-2, nao deve existir nenhuma linha com X < = l/R ~ 91,2 nm para a série de Lyman e 

nenhuma linha com X<X ao = 9IR ~ 820,6 nm para a série de Paschen. É exatamente o que é observado na prática. 


4-2 O Modelo Nuclear de Rutherford 

No final do século XIX, os cientistas sabiam que o átomo tinha um diámetro da ordem de 10“ 10 m (veja o Problema 4-6), era 






eletricamente neutro e continha elétrons, partículas muito mais leves que o átomo como um todo (veja a Segáo 3-1); o problema 
era encontrar um modelo que, além de satisfazer todos esses requisitos, fosse compatível com as fórmulas de Balmer e Rydberg. 
Inicialmente, o modelo mais promissor para o átomo parecía ser o de J. J. Thomson, que se mostrara capaz de explicar várias 
reagóes químicas. Neste modelo, os elétrons estavam embebidos em um fluido que continha a maior parte da massa do átomo e 
possuía cargas positivas suficientes para tomá-lo eletricamente neutro (veja a Figura 4-3 a). Thomson buscava configuragóes 
que fossem estáveis e cujos modos normáis de vibragáo correspondessem ás frequéncias observadas nos espectros de emissáo. 
Um dos problemas do modelo é que as forgas eletrostáticas nao eram capazes de manter o sistema em equilibrio estável; assim, 
as cargas atómicas tinham que estar em movimento, e esse movimento tinha que ser acelerado para que nao escapassem do 
átomo. Ora, de acordo com a teoría eletromagnética, cargas aceleradas emitem radiagáo e, portanto, o átomo teria que irradiar 
energia continuamente, o que nao era observado na prática. Mesmo deixando de lado esta dificuldade, a verdade é que Thomson 
nao conseguiu encontrar urna configuragáo de cargas cujos modos normáis de vibragáo reproduzissem as frequéncias dos 
espectros observados. 
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FIGURA 4-2 (a) Espectro de emissáo do hidrogenio na faixa da luz visível e do ultravioleta próximo. As linhas parecem escuras porque 
o espectro foi registrado em um negativo fotográfico. Além das cinco primeiras linhas, está indicado também o ponto além do qual nao 
sao observadas mais linhas, FU, conhecido como limite da série. (b) Parte do espectro de emissáo do sodio. As duas linhas muito 
próximas em 589 nm, D\ e D 2 , constituem a radiagáo principal das lámpadas de vapor de sodio usadas na iluminagáo pública. ( c ) Parte do 
espectro de emissáo do mercúrio. (d) Parte do espectro de absorgáo do sodio. Quando um feixe de luz branca atravessa um tubo contendo 
vapor de sodio, certos comprimentos de onda sáo absorvidos, o que provoca o aparecimento de linhas claras no negativo fotográfico. 
Observe que a linha em 259,4 nm aparece tanto no espectro de emissáo, (ú), como no de absorgáo, (d). Nos quatro espectros da figura, a 
frequéncia aumenta da esquerda para a direita e o comprimento de onda da direita para a esquerda. 



















O modelo de Thomson comegou a cair em descrédito depois de urna série de experimentos realizados por Emest Rutherford 4 
e seus alunos H. W. Geiger e E. Marsden. Rutherford estava investigando a radioatividade e havia descoberto que o uranio 
emitía pelo menos dois tipos de partículas, que chamou de a e p. Através de um experimento semelhante ao de Thomson, ele 
verificou que a razáo q/m para as partículas a tinha metade do valor do mesmo parámetro para o próton. Suspeitando que as 
partículas a nao passassem de átomos de hélio duplamente ionizados, Rutherford e seus colaboradores, em um experimento que 
se tomou clássico, deixaram urna amostra de urna substáncia radioativa (o rádio) se desintegrar, emitindo partículas a, em urna 
cámara previamente evacuada; em seguida, submeteram o conteúdo da cámara a urna descarga elétrica e observaram as linhas 
do espectro do hélio. Percebendo que as partículas a, por possuírem alta energía e massa relativamente elevada, seriam um 
étimo instrumento para “sondar” o interior de outros átomos, Rutherford iniciou urna série de experimentos com esse objetivo. 
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FIGURA 4-3 O modelo de Thomson para o átomo, (a) Urna esfera de carga positiva com elétrons embebidos; a carga total é nula. O 
átomo que aparece na figura seria do elemento fósforo, (b) O desvio sofrido por urna partícula a ao se chocar com um átomo do tipo 
imaginado por Thomson seria muito menor que I o . 



Hans Geiger e Emest Rutherford no seu laboratorio em Manchester. [Cortesía da Universidade de Manchester.] 

Nos novos experimentos, um feixe fino de partículas a incidía em urna tela de sulfeto de zinco, que emitia cintilagóes 
luminosas ao ser atingida pelas partículas (Figura 4-4). A distribuigáo de cintilagóes na tela era observada quando várias folhas 
finas de metal eram colocadas entre a fonte e a tela. A maioria das partículas a nao sofría nenhuma deflexáo ou era defletida de 
um ángulo muito pequeño, da ordem de I o . Inesperadamente, porém, o ángulo de deflexáo para urnas poucas partículas a era 
bem grande, chegando a mais de 90°. Se o átomo fosse urna esfera positivamente carregada, com 10~ 10 m de raio, na qual os 
elétrons estavam embebidos, como no modelo de Thomson, o choque de urna partícula a com um átomo poderia resultar apenas 
em urna pequeña deflexáo, mesmo que a partícula a penetrasse profundamente no átomo. Na verdade, os cálculos mostraram 
que o modelo de Thomson para o átomo nao podía explicar as grandes deflexóes observadas por Rutherford. Rutherford 
descreveu a situagáo ñas seguintes palavras: 

Foi a coisa mais incrível que aconteceu em toda a minha vida. Era táo incrível como se vocé disparasse um projétil de 
15 polegadas contra um pedago de papel e o projétil ricocheteasse de volta. 

A Teoría de Espalhamento de Rutherford e o Átomo Nuclear 

Em última análise, portanto, a questáo levantada pelo experimento com partículas a era como explicar as grandes deflexóes 






observadas por Rutherford. O problema do átomo de Thomson era que ele era muito “macio”: a forga máxima experimentada 
pela partícula a era pequeña demais para produzir grandes deflexóes. Por outro lado, se a carga positiva do átomo estivesse 
concentrada em urna pequeña regiáo, a forga seria muito maior no caso de impactos quase frontais. Rutherford concluiu, 
portanto, que as grandes deflexóes que tinham sido observadas experimentalmente so podiam resultar do encontró de urna 
partícula a com urna carga positiva confinada a urna regiáo muito menor que o átomo como um todo. Supondo que este 
“núcleo” fosse urna carga pontual, o cientista calculou a distribuigáo angular esperada para as partículas a após a colisáo. Os 
cálculos de Rutherford para a variagáo da probabilidade de espalhamento com o ángulo, a carga do núcleo e a energía cinética 
das partículas a foram amplamente confirmados em urna série de experimentos realizados em seu laboratorio por Geiger e 
Marsden. 
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FIGURA 4-4 Diagrama esquemático do equipamento usado por Geiger e Marsden para testar o modelo atómico de Rutherford. (a) O 
feixe de partículas A é colimado por um pequeño furo ( D ) na blindagem que envolve a fonte radioativa (R), urna pastilha de 214 Bi 
(nuclídeo que, na época de Rutherford, era conhecido como RaC). O feixe de partículas a incide em urna folha de ouro ( F) com cerca de 
2.000 átomos de espessura; cada partícula sofre urna deflexáo diferente. Na figura, as partículas cujo ángulo de deflexáo é 0 chegam a 
urna pequeña tela (A) revestida com um cintilador, ou seja, urna substancia que emite pequeños claroes luminosos (cintilagóes) quando é 
atingida por urna partícula. As cintilagóes sáo observadas com o auxilio de um pequeño microscopio (M). Era possível fazer girar o 
conjunto tela-microscópio em um círculo cujo centro esta va no ponto de incidencia do feixe na folha de ouro. A regiáo percorrida pelo 
feixe de partículas a era evacuada. O experimento consistía em contar o número de cintilagóes em fungáo de 0. ( b ) Desenho do 
equipamento que apareceu no artigo em que Geiger e Marsden apresentaram seus resultados [Geiger e Marsden, Philosophical Review , 
25, 507 ( 1913 )]. As letras indicam os mesmos componentes em (a) e ( b ). 
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FIGURA 4-5 Espalhamento de Rutherford. O núcleo é considerado urna carga pontual Q situada na origem O. Quando está a urna 
distancia r do núcleo, a partícula a sofre urna forga de repulsáo kqaQlr 1 . A partícula a descreve urna trajetória hiperbólica que tem como 
assíntota inicial urna reta paralela á reta COA e como assíntota final urna reta paralela á reta OB, que faz um ángulo 0 com a reta COA. 
Usando as equagóes de mecánica clássica, é possível encontrar urna relagáo entre o parámetro de impacto b e o ángulo de espalhamento 0. 


Nao vamos reproduzir aqui os cálculos de Rutherford, mas apenas relatar suas hipóteses e conclusdes. A Figura 4-5 mostra a 
geometría do processo de espalhamento de urna partícula a por um núcleo, representado como urna carga pontual Q situada na 
origem. Inicialmente, a partícula a se aproxima com velocidade v ao longo de urna linha reta situada a urna distancia b da reta 
COA (urna reta paralela á trajetória da partícula a passando pela origem). De acordo com a lei de Coulomb, a forga que age 
sobre a partícula a é dada por F = kq^Q/r 1 (Figura 4-6). Depois do espalhamento, quando a partícula a se encontra novamente 
longe do núcleo, está se movendo com a mesma velocidade v em urna trajetória paralela á reta OB , que faz um ángulo 0 com a 
reta COA. (Como a energía potencial é nula muito antes e muito depois do espalhamento, a velocidade final, de acordo com a 
lei de conservagáo da energía, deve ser igual á velocidade inicial.) A distancia b é chamada de parámetro de impacto ; o ángulo 
0 recebe o nome de ángulo de espalhamento. Usando as equagóes de mecánica clássica, é possível mostrar que a trajetória da 
partícula a é urna hipérbole e que entre o parámetro de impacto b e o ángulo de espalhamento 0 existe a seguinte relagáo: 


b = 


m^v 2 
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FIGURA 4-6 For ? a a que está submetida urna carga pontual em fungáo da distáncia r em relagáo ao centro de urna esfera uniformemente 
carregada de raio R. Do lado de fora da esfera, a forga é proporcional a g/r 2 ; no interior da esfera, a forga é proporcional a q'/r 1 = Qr/R 3 , 
onde q' = C(r/R) 3 é a carga no interior de urna esfera de raio r. A forga é máxima em r = R. 

A técnica de espalhamento de partículas inventada por Rutherford para “observar” o interior dos átomos tem muitas 
aplicagóes na física experimental. O espalhamento de elétrons de alta energía por prótons e néutrons forneceu os 
primeiros indicios da existencia dos quarks. A espectroscopia de retroespalhamento de Rutherford é muito usada em 
ciencia dos materiais para estudar a composigáo e estrutura das primeiras camadas da superficie de urna amostra. 











Naturalmente, nao é possível escolher ou conhecer o parámetro de impacto para urna partícula a em particular; entretanto, já 
que, de acordo com a Equagáo 4-3, 0 = 0 para b = oo e 0 = 180° para 6 = 0, para todas as partículas com parámetro de impacto 
menor do que um certo valor de 6 , o ángulo de espalhamento é maior do que o valor dado pela Equagáo 4-3 para esse valor de 
b. Em outras palavras, quanto menor o parámetro de impacto, maior o ángulo de espalhamento (Figura 4-7). Suponha que a 
intensidade do feixe de partículas a seja 7 0 partículas por segundo por unidade de área. O número de partículas espalhadas por 
segundo cujo ángulo de espalhamento é maior que 0 é igual ao número de partículas espalhadas por segundo cujo parámetro de 
espalhamento é menor que 6(0). Este número é 7 i 6 2 / 0 . 


/ 



FIGURA 4-7 Duas partículas a de mesma energía cinética se aproximam de urna carga positiva Q = +Ze com parámetros de impacto b\ e 
62 , em que b\ < 62 . De acordo com a Equagáo 4-3, o ángulo de espalhamento 0i é maior que 02 . No caso geral, para todas as partículas a 
cujo parámetro de impacto é menor que 6 , o ángulo de espalhamento é maior do que um ángulo 0 dado pela Equagáo 4-3. A área tí b 2 é 
denominada segáo de choque de espalhamento para ángulos maiores que 0 . 
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FIGURA 4-8 O número total de núcleos de átomos da folha metálica na área coberta pelo feixe é nAt, em que n é o número de átomos da 
folha por unidade de volume, A é a área da segáo reta do feixe e t é a espessura da folha. 


A grandeza nb 2 , que tem dimensdes de área, é chamada segáo de choque e representada pela letra grega o. A segáo de 
choque é, portanto, definida como o número de partículas espalhadas por núcleo e por unidade de tempo, dividido pela 
intensidade do feixe incidente. O número total de partículas espalhadas por segundo é obtido multiplicando 7i6 2 / 0 pelo número 
de núcleos da folha de metal (estamos supondo que a folha é táo fina que a probabilidade de que um núcleo esteja na “sombra” 
de outro núcleo é insignificante). Chamando de n o número de núcleos por unidade de volume, temos: 

p (g/em 3 ) N a (átomos/mol) p N A átomos 

n — - =--— 4-4 

M (g/ mol) M cnr 

Para urna folha de espessura t , o número total de núcleos é nAt , no qual A é a área da segáo reta do feixe (Figura 4-8). O número 
total de partículas por segundo cujo ángulo de espalhamento é maior que 0 é, portanto, nb 2 I 0 ntA. Se dividimos este valor pelo 
número de partículas incidentes por segundo, IqA, teremos a fragáo/de partículas cujo ángulo de espalhamento é maior que 0 : 















f = tt bhit 
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EXEMPLO 4-2 


Fragáo Espalhada f Calcule a fragáo de um feixe de partículas a com urna energía de 5 MeV, incidindo em 
urna folha de ouro (Z = 79) com 10 -6 m de espessura, para a qual Geiger e Marsden esperavam ángulos de espalhamento 0 > 90°. 


SOLUQÁO 

1. A rela 9 áo entre a fragáo /e o parámetro de impacto ú, o número de núcleos por unidade de volume «ea espessura da folha de 
metal t é dada pela Equagáo 4-5: 


/= TTÍJ'Mf 

2. O número de partículas por unidade de volume é dado pela Equagao 4-4: 


pN A (19,3 g/cm J ) (6,02 x 102* átomos/mol) 

M 197 gm/mol 

= 5,90 x l O 22 átomos /cm J = 5.90 x JO 28 átomos/m 2 

3. A rela 9 áo entre o ángulo de espalhamento e o parámetro de impacto é dada pela Equagáo 4-3: 


r kq.Q e (2)(79)ke 2 90 a 

b — rcotr -cot —— 


2K r , 


(2) (79) (1,44 eV * nm) 


= 2,23 X J0~ 5 nm 


(2) (5 X 10 b eV) 

- 2,28 X lfr l4 m 

4. Substituindo os resultados anteriores na Equagáo 4-5, obtemos o valor de/: 


/= tt(2,28 X ]0 _l4 m) 2 ^5,9 x ]Q 2& dt ^° S V ]0^ m) 

= 9,6 X I0" 5 * ¡O' 4 

Observagáo: Na primeira série de medidas, Geiger e Marsden observaram que o ángulo de espalhamento era maior ou igual a 
90° para urna partícula em cada 8.000; assim, os resultados experimentáis estáo em boa concordancia com o modelo nuclear. 


Estimulado pela boa concordáncia entre o modelo atómico nuclear e as medidas experimentáis da fraqáo de partículas a cujo 
ángulo de espalhamento era igual ou maior que 90°, Rutherford chegou a urna expressáo, baseada no modelo nuclear, para o 
número de partículas a, A N, para as quais o ángulo de espalhamento seria um ángulo 0 qualquer. Esse número, que é funqáo do 
número atómico Z dos átomos do alvo, da espessura t da folha de metal, da intensidade 7 0 do feixe incidente, da energía cinética 
E k das partículas a e da geometría do detector, é dado por 
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r 2 A 2 eJ ,e 

sen — 

2 

Dentro da margem de erro dos experimentos, que envolviam a observaqáo visual de centenas de milhares de partículas a, Geiger 
e Marsden confírmaram todas as previsóes da fórmula de Rutherford para urna variaqáo de quatro ordens de grandeza no valor 
de A N. A excelente concordáncia dos resultados experimentáis com a Equaqáo 4-6 estabeleceu firmemente o modelo atómico 
nuclear como a base correta para o estudo de fenómenos atómicos e nucleares. (Veja a Figura 4-9.) 




Leitura Suplemental-1 

Rutherford chegou á Equagáo 4-6 a partir do modelo nuclear do átomo e do conhecido processo de 
espalhamento de Coulomb de partículas carregadas. O processo é descrito com detalhes em A Previs do de 
Rutherford e os Resultados de Geiger e Marsden , que está disponível no site da LTC Editora para este 


















livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 4-7 a 4-10 e as Figuras 4-10 a 4-12. 


O Tamanho do Núcleo 

O fato de as observagóes experimentáis indicarem que a equagáo F = kq a Q/r 2 estava correta, confirmando o modelo de 
Rutherford, nao significava que o núcleo fosse urna carga pontual. A deflexao das partículas a seria a mesma se o núcleo fosse 
urna esfera carregada de raio R 0 , contanto que as partículas a nao penetrassem na esfera (veja as Figuras 4-6 e 4-13). Para um 
dado ángulo de espalhamento, a distancia de máxima aproximagáo de urna partícula a pode ser calculada a partir da geometría 
da colisáo. Para o maior ángulo, 180°, a colisáo é frontal. A distáncia de máxima aproximagáo correspondente, r d , representa, 
portanto, um limite superior para o tamanho do núcleo usado como alvo. Podemos calcular a distáncia de máxima aproximagáo 
para urna colisáo frontal observando que, de acordo com a lei de conservagáo da energía, a energia potencial a essa distáncia 
de ve ser igual á energia cinética inicial: 
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FIGURA 4-9 ( a ) Dados de Geiger e Marsden para o espalhamento de partículas a por folhas de ouro e prata. O gráfico foi tragado em 
escala loglog para mostrar urna variagáo de várias ordens de grandeza nos resultados experimentáis. Observe que, na escala vertical, os 
maiores ángulos de espalhamento correspondem aos pontos mais próximos da origem. (b) Geiger e Marsden também mediram a variagáo 
de AN com t para folhas feitas de vários elementos e compararam os resultados com as previsoes teóricas (Equagáo 4-6). A figura mostra 
os resultados para quatro elementos. 
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No caso de partículas a com urna energia de 7,7 MeV, a distáncia de máxima aproximagáo para urna colisáo frontal é dada por 

(2) (79) (1,44eV - nm) 


r,¡ — 


7.7 X IO & eV 


3 X 10“ 5 nm = 3 x [0~ u 


m 


A distáncia de máxima aproximagáo é um pouco maior para outros ángulos; no caso de grandes ángulos, porém, continua a ser 
da mesma ordem de grandeza. A excelente concordáncia dos resultados de Geiger e Marsden para grandes ángulos com as 
previsdes da Equagáo 4-6 sugere, portanto, que o raio do núcleo de ouro nao pode ser maior que aproximadamente 3 x 1CT 14 m. 

































Se partículas com maiores energías pudessem ser usadas, a distancia de máxima aproximagáo seria menor; para algum valor da 
energía, as partículas a talvez comegassem finalmente a penetrar no núcleo. Como, nesse caso, a forga deixaria de ser dada por 
F = kq^Q/r 1 , os resultados experimentáis nao estariam mais de acordo com as previsóes teóricas. Rutherford nao podia 
aumentar a energia das partículas a, mas podia reduzir a distancia de máxima aproximagáo usando alvos com menores números 
atómicos. 9 No caso do aluminio, com Z = 13, as partículas a de maior energia de que Rutherford dispunha (de 7,7 MeV, 
produzidas pela desintegragáo do 214 Bi), para grandes ángulos de espalhamento, nao obedeciam á Equagáo 4-6. Quando, porém, 
a energia das partículas a era reduzida fazendo-as passar por folhas de mica de diferentes espessuras, os dados voltavam a 
concordar com as previsóes da Equagáo 4-6. A Figura 4-14 mostra os resultados obtidos por Rutherford. O valor de r d 
(calculado com o auxilio da Equagáo 4-11) a partir do qual os dados comegam a se desviar das previsóes teóricas pode ser 
considerado como o raio do núcleo. A partir desses resultados, Rutherford estimou o raio do núcleo de aluminio em 
aproximadamente 1,0 x 10“ 14 m. (O valor correto do raio do núcleo de Al é 3,6 x 10“ 15 m; veja o Capítulo 11.) 

Urna unidade de comprimento conveniente para descrever o tamanho dos núcleos é o fermi, ou femtómetro, que é igual a 
1CT 15 m. Como vamos ver no Capítulo 11, o raio dos núcleos varia de 1 a 10 fm, de acordo com a massa atómica. 



ib) 



FIGURA 4-13 ( a ) se a partícula a nao penetra no núcleo, este pode ser considerado urna carga pontual. (ú) se a partícula a tem energia 
suficiente para penetrar no núcleo, a lei de espalhamento de Rutherford deixa de ser válida, já que parte da carga do núcleo nao é “vista” 
pela partícula durante o espalhamento. 
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FIGURA 4-14 Resultados obtidos pelo grupo de Rutherford para o espalhamento de partículas a (para um ángulo fixo) em fungáo de r¿, 
calculado a partir da energia cinética das partículas a usando a Equagáo 4-11. 


EXEMPLO 4-3 


Espalhamento de Rutherford para um Ángulo 0 Em um experimento, partículas a sao produzidas pela 
desintegragáo de 226 Ra e 450 partículas por minuto sáo registradas por um cintilómetro para um ángulo de espalhamento 0 = 45° em 
urna folha de prata. Se as condigóes experimentáis forem mantidas e o detector for deslocado de modo a observar as partículas cujo 
ángulo de espalhamento é 90°, qual será o número de partículas observadas por minuto? 


SOLUQÁO 

Podemos usar a Equagáo 4-6 com AN = 450 e 0 = 45°, mas náo conhecemos os valores dos outros parámetros. Englobando todas as 
grandezas entre parénteses em urna única constante C, temos: 
















ou 


A N = 450 


Csen 4 


45° 

2 


/ 45 ° 

C = 450 sen 4 ( —- 

Quando o cintilómetro é deslocado para registrar partículas cujo ángulo de espalhamento é 90°, o valor de C permanece o mesmo e, 
portanto, 


AN = 




= 38,6 - 39 partículas/min 


EXEMPLO 4-4 


_Espalhamento de Partículas a Um feixe de partículas a com E k = 6,0 MeV incide em urna folha de prata com 

1,0 pm de espessura. A corrente do feixe é 1,0 nA. Quantas partículas a sao contadas por um pequeño cintilómetro com 5 mm 2 de 
área, situado a 2,0 cm da folha, em um ángulo de 75 o ? (Para a prata, Z= 47, p = 10,5 g/cm 3 e M= 108.) 


SOLUQÁO 

1. O número de partículas AN é dado pela Equa£áo 4-6: 



2. Como a carga das partículas a é q a = 2e, a intensidade do feixe é dada por 


f 0 = (1.0 X J0" ? A) (2 x 1,60 X l0~ ]í) C/tt)~ l 
= 3,12 X I0 9 a/s 

3. A energía cinética das partículas é dada por 

E k = (6,0 Me V) (1,60 X 10" 1 ? J/MeV ) 

= 9,60 X I0 -13 J 

4. No caso da prata, n é dado por 

n = p N a /M 

(10.5 g/cm 3 ) ( 6,02 X I O 33 átomos/ mol) 

108 g/mol 

= 5,85 X lO^átonios/cm 3 = 5,85 X lO" 28 átomos/m 3 

5. Substituindo os valores acima na Equa9áo 4-6, obtemos: 


(3 ? 12 X ]0 ? ot/s)(5X 10“ ü ni 2 ) (5 f .S5 X IQ 26 ilomos / m 3 ) ( I QT h ni) 

(2 X I0" 3 ) 2 sen 4 (7572) 

(9 ?< I0 9 ) (47) (1.60 x 
L (2)(9,60 x 10" 13 ) 

= 528 «/s 


EXEMPLO 4-5 


Raio do Núcleo de Ouro De acordo com medidas de espalhamento de elétrons de alta energía, o raio do 
núcleo de ouro é 6,6 fm. Que energía deveriam ter as partículas a usadas por Rutherford para chegarem á superficie do núcleo antes 


o 


















de mudar de diregáo? Suponha um ángulo de espalhamento de 180 . 


SOLUQÁO 

De acordo com a Equagáo 4-11, temos: 

1 , k^Q (9 X JO») (2) (79) (1,60 X 10~ 19 ) 2 

-mv = -=-—-— rs - 

2 O 6,6 x JO -15 

- 5,52 X 10 J = 34,5 MeV 

Nenhum átomo radioativo encontrado na natureza emite partículas a com urna energía táo elevada; assim, Rutherford nao poderia ter 
executado com o ouro um experimento semelhante ao que executou com o aluminio, ilustrado na Figura 4-14. 


Exercícios 

1. Por que nao é possível escolher o parámetro de impacto para urna dada partícula a? 

2. Por que é necessário usar como alvos folhas muito finas de metal? 

3. Por que Rutherford conseguiu estabelecer um limite máximo para o raio do átomo de Al, mas nao para o raio do átomo de 
Au? 

4. Como é possível usar os dados da Figura 4-9 a para determinar a razáo entre a carga do núcleo de prata e a carga do núcleo de 
ouro? 

5. Como seriam afetados os resultados mostrados na Figura 4-9 b se a folha fosse táo espessa que um número apreciável de 
núcleos ficasse na “sombra” de outros núcleos? 


4-3 O Modelo de Bohr para o Átomo de Hidrogénio 

Em 1913, o físico dinamarqués Niels H. D. Bohr 10 propós um modelo para o átomo de hidrogénio que combinava os trabalhos 
de Planck, Einstein e Rutherford e que permitía prever, com notável precisáo, a posiqáo das linhas do espectro do hidrogénio. O 
modelo de Rutherford atribuía urna carga e urna massa ao núcleo, mas nada dizia a respeito da distribuiqáo de carga e massa dos 
elétrons. Bohr, que estivera trabalhando no laboratorio de Rutherford na época dos experimentos de Geiger e Marsden, 
formulou a hipótese de que o elétron do átomo de hidrogénio girava em tomo do núcleo, atraído pela carga positiva. De acordo 
com a mecánica clássica, a órbita do elétron poderia ser circular ou elíptica, como as órbitas dos planetas em torno do Sol. Para 
simplificar os cálculos, Bohr decidiu trabalhar com órbitas circulares. Um modelo desse tipo é mecánicamente estável, já que o 
potencial de Coulomb V= ~kZe 2 lr fomece a forqa centrípeta 


F = 



mv" 

r 
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necessária para que o elétron se mova em um círculo de raio r com velocidade v. Entretanto, o modelo é eletricamente instável, 
pois o elétron está permanentemente acelerado em direqáo ao centro da órbita. De acordo com as leis da eletrodinámica, toda 
carga acelerada irradia urna onda eletromagnética cuja frequéncia / é igual á do movimento periódico, que, no caso, é a 
frequéncia de revoluqáo. Assim, classicamente, 

= íkZe 2 y 2 1 = / kZe 2 V* 1 _L 

Ztt r \ rm ) 2 nr \4irm/ r >;2 r^ 2 
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A energía total do elétron é a soma das energías cinética e potencial: 


E = 



+ 















Niels Bohr explica um detalhe em frente ao quadro-negro (1956). [American Institute of Physics, Niels Bohr Library, 
Margrethe Bohr Collection .] 


(a) 

y 




FIGURA 4-15 (a) No modelo clássico do átomo, o elétron descreve urna espiral em diregáo ao núcleo porque está constantemente 
irradiando energia. ( b ) No modelo de Bohr, o elétron só irradia energia quando executa urna transigáo para urna órbita de raio menor. 


De acordo com a Equagáo 4-12, mv 2 /2 = kZe 2 !2r (urna relagáo que é válida para o movimento circular em qualquer campo de 
forga que varié com o quadrado da distancia, como o campo gravitacional e o campo eletrostático). Assim, a energia total pode 
ser escrita na forma 


kZe 2 kZ-e 2 kZe 2 1 

2r r ~ Ir ~ r 
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De acordo com a física clássica, portanto, á medida que o elétron perde energia por radiagáo, o raio da órbita se toma cada vez 
menor e a frequéncia da radiagáo emitida cada vez maior, um processo que termina apenas quando o elétron se choca com o 
núcleo (Figura 4-15a). Usando as equagóes da mecánica clássica e da eletrodinámica, é possível determinar o tempo que o 
elétron levaría para atingir a posigáo do núcleo; o tempo calculado é menos de um microssegundo. Assim, á primeira vista, o 
modelo de Bohr prevé que o átomo irradia um espectro continuo (já que a frequéncia de radiagáo varia continuamente enquanto 
o elétron se aproxima do núcleo) e tem urna vida muito curta, o que, felizmente, náo ocorre na prática. O que se observa é que, a 
menos que sejam excitados por algum agente extemo, os átomos náo irradiam; ao serem excitados, em vez de irradiar um 
espectro continuo, irradiam apenas em certas frequéncias bem definidas. 

Bohr “resolveu” todos esses problemas através de dois postulados decididamente revolucionários. O primeiro foi o de que os 
elétrons se movem em certas órbitas sem irradiar energia. Bohr chamou essas órbitas de estados estacionarios. O segundo 
postulado foi o de que os átomos irradiam quando um elétron sofre urna transigáo de um estado estacionário para outro 
(Figura 4-156) e a frequéncia f da radiagáo emitida está relacionada ás energías das órbitas através da equagáo 
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hf =£,-£, 

na qual h é a constante de Planck e E t e E f sao as energías dos estados inicial e final. O segundo postulado, que equivale a 
aplicar a lei de conservagáo da energía á emissáo de um fóton, está em total desacordó com a teoría clássica, segundo a qual a 
frequéncia da radiagáo deve ser igual á frequéncia de movimento da partícula carregada. A Equagáo 4-15 recebeu o nome de 
condigáo de frequéncia de Bohr. 

Para determinar as energías dos estados estacionários, Bohr langou máo de um terceiro postulado, hoje conhecido como 
principio de correspondencia , que te ve consequéncias profundas: 

No limite de grandes órbitas e altas energías, os resultados quánticos devem coincidir com os resultados clássicos. 


De acordo com o principio de correspondencia, sejam quais forem as modificagóes introduzidas na física clássica para descrever 
o comportamento da matéria em nivel submicroscópico, quando esses resultados sao estendidos ao mundo macroscópico, 
devem estar de acordo com as leis da física clássica, que foram exaustivamente testadas em nosso dia a dia. Embora o modelo 
proposto por Bohr para o átomo de hidrogénio tenha sido suplantado pela teoría quántica moderna, que será discutida em 
capítulos posteriores, a condigáo de frequéncia (Equagáo 4-15) e o principio de correspondencia continuam a desempenhar um 
papel importante na nova teoría. 

Em seu primeiro artigo, 11 escrito em 1913, Bohr observou que urna das consequéncias do modelo era que o momento 
angular do elétron do átomo de hidrogénio podia assumir apenas valores que fossem múltiplos inteiros da constante de Planck 
dividida por 271, em concordáncia com urna sugestáo feita no ano anterior por J. W. Nicholson. Em outras palavras, o momento 
angular é quantizado ; pode apenas assumir valores iguais a nh/2n , onde n é um número inteiro. Em vez de reproduzir a 
complicada demonstragáo de Bohr, vamos usar a conclusáo de que o momento angular é quantizado para calcular as posigóes 
das linhas do espectro do hidrogénio. As equagóes a seguir se aplicam náo so ao hidrogénio, mas também a qualquer átomo de 
carga nuclear +Ze com um único elétron em órbita, como o hélio monoionizado, He + , e o litio duplamente ionizado, Li 2+ . 

Como vimos, se a carga do núcleo é +Ze e a carga do elétron é -e, a forga centrípeta necessária para que o elétron se mova 
em urna órbita circular é a forga de atragáo eletrostática dada pela Equagáo 4-12, F = kZe 2 /r. Explicitando a velocidade v do 
elétron, obtemos: 


y 


^kZe 


2 \ 1/2 


mr 
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De acordo com a hipótese de quantizagáo do momento angular L, 

tíh 

L - mvr = — = nh /? = L L 3,,,. 4-17 

2-tt 

onde o número inteiro n é denominado número quántico principal eh = h/2n. (Em algumas situagóes, é mais conveniente usar a 
constante h , ou “h cortado”, do que a constante de Planck h , assim como é mais conveniente usar a frequéncia angular co = 2nf 
do que a frequéncia f ) Combinando as Equagóes 4-16 e 4-17, podemos determinar o raio orbital: 


nñ_ _ fifíí rm ) )/2 
mv m \kZe z ) 

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagáo, obtemos: 


o que nos dá 


onde 


2 _ n 2 ñ 2 / rm \ 
m ¿ \kZe ¿ ) 


trñ- _ fra$ 
nikZe 2 Z 
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ü 0 = —~ = 0.529 Á = 0,0529 uní 4-19 
mke~ 

é urna constante deno m inada raio de Bohr. (O angstrom, Á, urna unidade muito usada pelos primeiros espectroscopistas, é igual 
a 10 10 m ou 10 1 nm.) As órbitas associadas aos estados estacionários mencionados no primeiro postulado de Bohr possuem 








raios quantizados r n9 cujo valor é dado pela Equagáo 4-18 para n = 1,2,... Observe que o raio de Bohr a 0 corresponde ao 
menor raio possível ( n = 1) da órbita do elétron no átomo de hidrogénio (Z = 1). Como r n - Z^ 1 , os raios das órbitas de Bohr em 
outros átomos com um elétron (para os quais Z > 1) sao menores que as órbitas correspondentes no hidrogénio. 

A energía total do elétron (Equagáo 4-14) pode ser obtida combinando a Equagáo 4-14 com a Equagáo 4-18: 


E 


TI 


E 




kZe 1 _ kZe~ / rukZe 2 \ 

Ef ~ 2\ n 2 tf ) 

mk 2 Z 2 e 4 _ ; Z 2 

TTt t En T il 
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na qual E 0 = mk 2 e A !2h 2 . Assim, a energia do elétron também é quantizada, isto é, os estados estacionários corresponden! a 
valores específicos da energia total. Isso significa que as energías E t e E f que aparecem na condigáo de frequéncia do segundo 
postulado de Bohr devem pertencer ao conjunto de energías permitidas E n e a Equagáo 4-15 se toma 


ou 


hf = E n; ~ E = ~E 0 — 

nj 
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que pode ser escrita na forma da equagáo de Rydberg-Ritz (Equagáo 4-2) fazendo f=c/Xe dividindo ambos os membros da 
equagáo por c\ 


ou 


onde 


I = £ o 7 V 1 _ _L\ 

\ he Voy nj) 
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Eft _ rnk ¿' J 
he 4-71^1 J 
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é o valor teórico obtido por Bohr para a constante de Rydberg. 

Usando os valores de m, k, e, c e h conhecidos em 1913, Bohr calculou o valor de R e constatou que o resultado estava de 
acordo (dentro dos limites de erro das constantes) com o valor experimental obtido pelos espectroscopistas, 1,097 x 10 7 nT 1 . 
Em seu artigo, Bohr comentou que a Equagáo 4-23 talvez pudesse ser usada para obter valores mais precisos das constantes e, m 
e ñ, já que o valor de R podia ser medido com grande precisáo. Foi o que realmente aconteceu. 

De acordo com o modelo de Bohr, os valores possíveis da energia do átomo de hidrogénio sao dados pela Equagáo 4-20, 
com Z = 1: 


onde 


míí 1 e A _ E ü 

2¡v “ “ 7 
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jiutV 

£ o = - 77 *- = 2,18 x JO-'SJ = I3.ÓCV 

é o valor absoluto de E n para n=\. O estado no qual E = E\ = ~E 0 é chamado de estado fundamental. É conveniente plotar as 
energías dos estados estacionários em um gráfico como o da Figura 4-16. Este tipo de gráfico é conhecido como diagrama de 
níveis de energia. Várias séries de transigóes entre os estados estacionários estáo indicadas neste diagrama por setas verticais. 











De acordo com a condigáo de frequéncia (Equagáo 4-15), a frequéncia da radiagáo emitida nessas transigóes é igual á diferenga 
de energía entre os níveis envolvidos dividida pela constante de Planck. A energía necessária para remover o elétron do átomo, 
13,6 eV, é chamada de energía de ionizagáo ou energía de ligagáo do elétron. 

Para milhóes de pessoas, o modelo de Bohr e Rutherford, no qual o átomo lembra um sistema solar em miniatura, com 
o núcleo no lugar do Sol e os elétrons no lugar dos planetas, tornou-se o símbolo da física atómica e nuclear. 


Na época em que o artigo de Bohr foi publicado, eram conhecidas duas séries do espectro do hidrogénio: a série de Balmer, 
correspondente a n f = 2, n t = 3, 4, 5, . . . e a série de Paschen, descoberta pelo cientista do mesmo nome em 1908, que 
corresponde a »/= 3, n¿ = 4, 5, 6, ... De acordo com a Equagáo 4-22, deveriam existir outras séries para outros valores de n f . 
Em 1916, Lyman descobriu a série correspondente a/i/= 1 eem 1922 e 1924, respectivamente, F.S. Brackett e A.H. Pfund 
descobriram as séries correspondentes a n f = 4 e n f = 5. Como pode ser fácilmente verificado calculando os comprimentos de 
onda para as diferentes séries, apenas a série de Balmer está na parte visível do espectro eletromagnético. A série de Lyman está 
no ultravioleta; as outras, no infravermelho. 
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FIGURA 4-16 ( a ) Diagrama de níveis de energía do átomo de hidrogénio, mostrando os sete níveis estacionários de menor energía e as 
quatro primeiras transigóes das séries de Lyman, Balmer e Paschen. Existe um número infinito de níveis, cujas energías sao dadas por E n 
= — 13,6//i 2 eV, em que n é um número inteiro. A linha tracejada que aparece á esquerda de cada série é o limite da série , que corresponde 
á energía que seria irradiada por um elétron em repouso a urna grande distancia do núcleo (n —> oo) em urna transigáo para o estado n = nf 
da série considerada. A distancia horizontal entre as transigóes de cada série é proporcional á diferenga entre os comprimentos de onda 
correspondentes, (b) Linhas espectrais correspondentes ás quatro primeiras transigóes das tres séries. Observe as regularidades dentro de 
cada série, particularmente o limite para pequeños comprimentos de onda e a separagáo cada vez menor entre linhas adjacentes á medida 
que o comprimento de onda se aproxima do valor limite. A escala de comprimentos de onda no diagrama nao é linear. 




















EXEMPLO 4-6 


Comprimento de Onda da Linha Hp Calcule o comprimento de onda da linha Hp, isto é, a segunda linha da 
série de Balmer, usando o modelo de Bohr. A linha Hp está associada á transido de n t = 4 para rif= 2. 

SOLUQÁO 

1. Método 1 : O comprimento de onda é dado pela Equagáo 4-22 com Z = 1: 




( r 

nj ni 


2. Fazendo R = 1,097 x 10 7 m , = 4 e «/= 2 na equagáo anterior, temos: 


£= (1.097 X 10’in )(¿ - 


ou 


X = 4,86 X ]()' 7 = 486 nm. 

3. Método 2\ O comprimento de onda também pode ser calculado a partir da Equagáo 4-15: 

hj = hcf\ = E¡~ E f 


OU 


{ = h E ' ~ v 


4. Os valores de E¡ e Ef sao dados pela Equa^áo 4-24: 


E: = -I 


13,6 eV 




r _ / 13,6 eV \ 

V n) )' 


13,6 eV 
4 2 

13,6 eV 

2 2 „ 


= -0,85 eV 
= -3,4 cV 


5. Substituindo esses valores na Equagáo 4-15, obtemos: 

| [-0,85 eV - (-3,4eV)] (1,60 x l0- |5 J/eV) 

X _ (6,63 X 10 -34 J ♦ s) (3,00 X 10 8 m/s) 

= 2,051 X 10^ m" 1 

OU 


X = 4,87 x ICT 7 m = 487 nm 

Observagáo: A diferenga entre os dois resultados se deve ao fato de que o valor da constante de Rydberg foi arredondado para 
tres casas decimais. 


Corregáo da Massa Reduzida 

A suposÍ 9 ao de Bohr de que o núcleo está imóvel equivale a tomar a massa do núcleo como sendo infinita. Por essa razao, a 
constante de Rydberg dada pela Equaqáo 4-23 é normalmente representada pelo símbolo R r , como passaremos a fazer daqui em 
diante. Se o núcleo tem massa M, a energía cinética do núcleo é dada por Mv 2 /2 = p 2 HM, em que p = Mv é o momento. Se o 
momento total do átomo é nulo, o momento do núcleo e o momento do elétron devem ter o mesmo módulo e sentidos opostos. 
A energía cinética total é, portanto, 


E, = 


2 M 


P 

2 m 


M + tu 


P~ 


2jx 


ImM 









onde 


mM _ m 
ni + M 1 + m/M 
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RCC 


a 


29 


A energía total é ligeiramente maior que a energía cinética do elétron porque p, a chamada massa reduzida , é 
ligeiramente maior que a massa do elétron. Os resultados obtidos para um núcleo de massa infinita podem ser 
aplicados diretamente a um núcleo de massa M se substituimos a massa do elétron ñas equagóes pela massa 
reduzida p, definida pela Equagáo 4-25. (A validade deste método é demonstrada em muitos livros avangados de 
mecánica.) Em temos da massa reduzida, o valor da constante de Rydberg é dado por 


R = 


I 

47717 ^ 


_L_) = * ( \ 

4ircñ 3 \ 1 + m/M/ A, 1 + m/M 
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A corregáo é de apenas urna parte em 2.000 no caso do hidrogénio e ainda menor para os outros núcleos; entretanto, a variagáo 
da constante de Rydberg de átomo para átomo corresponde exatamente á previsáo teórica. Assim, por exemplo, o espectro de 
um átomo de hélio monoionizado apresenta as linhas previstas pelas Equagóes 4-22 e 4-26 com Z = 2 e a massa reduzida 
apropriada. O valor aceito atualmente da constante de Rydberg R «>, obtido a partir de medidas espectroscópicas de alta 
resolugáo, 12 é 

R, = 1,0973732 X 10 7 m _l = 1,0973732 X I0 _2 nrn _1 
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Em 1931, aplicando a corregáo da massa reduzida ás linhas espectrais da série de Balmer, Urey 13 descobriu urna segunda foma 
de hidrogénio cujos átomos possuem urna massa duas vezes maior do que os átomos comuns de hidrogénio. A forma pesada 
hoje é conhecida pelo nome de deutério. Átomos com o mesmo número atómico Z e massas diferentes sao chamados de 
isótopos. 




EXEMPLO 4-7 


_| Constantes de Rydberg do H e do He + Calcule as constantes de Rydberg do H e do He + usando a corregáo 

da massa reduzida (m = 9,1094 x 10~ 31 kg, m p = 1,6726 x 10 -27 kg, m a = 6,6447 x 10“ 27 kg). 


SOLUQÁO 

Para o hidrogénio : 


R " S ‘(l +m/M„) 

_ R ( _!_'j 

"\1 + 9,1094 X 10^71,6720 X 10“ 2 V 

= 1,09677 X 10 J m _r 

Para o hélio : Como M na corregáo da massa reduzida é a massa do núcleo, neste cálculo substituimos Mpela massa da partícula a: 

R " c ~ f/n/x) ” 

= R ( _2_) 

\] + 9,1094 X 10^76,6447 X 10" 2 V 

= 1,09722 X I0 7 m" 1 

Assim, a diferenga entre as duas constantes de Rydberg é da ordem de 0,04%. 


O Principio de Correspondéncia 

De acordo com o principio de correspondéncia, que também é válido na mecánica quántica moderna, se os níveis de energia 
estáo muito próximos, a quantizagáo náo é importante e os cálculos clássicos e quánticos devem conduzir aos mesmos 



















resultados. Examinando o diagrama de níveis de energia da Figura 4-16, vemos que os níveis de energía estáo mais próximos 
para valores elevados do número quántico n. Isso leva a um enunciado um pouco diferente do principio de correspondencia de 
Bohr: Para grandes números quánticos ( n , no caso), os cálculos quánticos e os cálculos clássicos devem levar aos mesmos 
resultados. Para mostrar que o modelo de Bohr do átomo de hidrogénio obedece ao principio de correspondencia, vamos 
comparar a frequéncia de urna transigáo entre os níveis n t = n e n f = n - 1 , para n » 1 , com a frequéncia clássica 
correspondente, que é a frequéncia de revolugáo do elétron. De acordo com a Equagáo 4-22, temos: 


/ = 


c 

X 


Z 2 ftik 2 e i 





Z 2 mk 2 e 4 2n — i 
Vrrh* n 2 (n — 1 ) 2 


Para n» 1, podemos desprezar o 1 do numerador e do denominador e escrever 


Z 2 mk 1 e 4 2 _ Z 2 mk 2 e 4 

4'nA 3 n J 2Trh : 'n J 
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A frequéncia clássica de revolugáo do elétron é dada pela Equagáo 4-13: 


Jr&V 




Fazendo v = nh/mr (Equagáo 4-17) e r = n 2 h 2 !mkZe 2 (Equagáo 4-18), temos: 

(¡tfi/mr) nfi nh 


JvéV 
/*v - 


2tt r 2tt mr 2 2irw (n 2 fi 2 fmkZe 1 ) 2 
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que é igual á Equagáo 4-28. 


A Constante de Estrutura Fina 

A demonstragáo do principio de correspondéncia no parágrafo anterior foi para An = Ui~ n f = 1; entretanto, já 
vimos (Figura 4-16) que existem transigóes no átomo de hidrogénio com An > 1 quando n é pequeño; transigóes do 
mesmo tipo devem existir também para grandes valores de n. Se permitimos a existéncia de transigóes com An = 
2, 3, . . . para grandes valores de n , as frequéncias das radiagóes emitidas, de acordo com o modelo de Bohr, 
13 deveráo ser iguais a múltiplos inteiros da frequéncia dada pela Equagáo 4-28. Nesse caso, porém, as Equagóes 4- 
28 e 4-29 deixaráo de concordar. Esta falha do principio de correspondéncia pode ser evitada admitindo-se a existéncia de 
órbitas elípticas. 14 Um dos resultados da mecánica newtoniana, usada para estudar os movimentos dos planetas, é que, em um 
campo de forga cuja intensidade varia com o inverso do quadrado da distáncia, a energia de urna partícula em órbita depende 
apenas do eixo maior da elipse e náo da excentricidade. Todas as órbitas elípticas com o mesmo semieixo maior possuem, 
portanto, a mesma energia, a náo ser que a intensidade do campo náo seja proporcional ao inverso do quadrado da distáncia ou 
que a mecánica newtoniana náo seja válida. A. Sommerfeld investigou o efeito da relatividade restrita sobre a massa do elétron 
no modelo de Bohr em urna tentativa de explicar a chamada estrutura fina das linhas espectrais do hidrogénio. 15 Como as 
corregóes relativísticas deveriam ser da ordem de v 2 /c 2 (veja o Capítulo 2), era provável que a corregáo fosse maior para urna 
órbita muito excéntrica, porque v aumenta á medida que o elétron se aproxima do núcleo. Os cálculos de Sommerfeld sáo muito 
complicados, mas podemos estimar o efeito da corregáo relativística calculando v/c para a primeira órbita de Bohr do 
hidrogénio. Para n= 1, a Equagáo 4-17 nos fomece mvr x = h. Fazendo r x = a 0 = h 2 /mke 2 , temos: 

_ h _ f¡ _ ke 2 
tftf] m(h 2 /t»ke 2 ) ñ 



e 


kí ke z 1,44 eV * nm I 

-= - = — ^ - = ol 4-30 

c fie jy/,3 eV ■ nm \M 


onde usamos outra combinagáo conveniente de constantes, 
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fie 


L24 X itfeV-nm 
2tt 


l973eV*mn 


A grandeza adimensional ke 2 !hc = a é denominada constante de estrutura fina porque apareceu pela primeira vez na teoría de 
Sommerfeld, mas, como veremos em seguida, tem um significado muito mais profundo. 

Embora v 2 /c 2 tenha um valor muito pequeño, um efeito desta ordem de grandeza pode ser observado. Na teoría de 
Sommerfeld, a estrutura fina do espectro do hidrogénio é explicada da seguinte forma: para cada órbita circular permitida de 
raio r n e energia E n , existem n órbitas elípticas possíveis, com eixos maiores iguais e diferentes excentricidades. Como a 
velocidade de urna partícula em urna órbita elíptica depende da excentricidade e, de acordo com a teoría da relatividade restrita, 
a massa e o momento variam com a velocidade, as diferentes órbitas elípticas associadas a um mesmo valor de n possuem 
energías ligeiramente diferentes. Assim, a energia irradiada quando o elétron muda de órbita depende, nao so dos eixos 
principáis, mas também das excentricidades das órbitas inicial e final. O desdobramento dos níveis de energia para um dado 
valor de n é conhecido como desdobramento fino e seu valor é da ordem de v 2 /c 2 = a 2 , como Sommerfeld havia previsto. 
Entretanto, a concordancia das previsóes de Sommerfeld com os desdobramentos observados era meramente acidental e levou a 
muitas conclusóes erróneas nos primordios da teoría quántica. Embora tivesse usado expressóes relativísticas para a massa e o 
momento, Sommerfeld calculou a energia usando urna equagáo clássica, o que o levou a obter urna corregáo relativística muito 
maior que a verdadeira. Como vamos ver no Capítulo 7, a estrutura fina se deve na verdade a urna propriedade do elétron, 
denominada spin , para a qual nao existe equivalente na mecánica clássica. 

Urna contribuigáo duradoura dos esforgos de Sommerfeld foi a introdugáo, na física, da constante de estrutura fina a = 
ke 2 !hc ~ 1/137, que permite escrever as energías quantizadas E n do modelo de Bohr e o raio de Bohr a 0 em urna forma 
particularmente elegante. Quando expressas em termos de a, as Equagóes 4-24 e 4-19 se tomam 
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Como a é urna constante adimensional, cujos fatores sao constantes universais, possui o mesmo valor para todos os 
observadores; em qualquer referencial, as energias e dimensoes dos sistemas atómicos sao proporcionáis a a 2 e 1/a, 
respectivamente. Algumas implica?oes deste fato curioso serao examinadas em outro capítulo. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
Átomos Gigantes 


Átomos gigantescos, os chamados átomos de Rydberg , há muito reconhecidos como urna possibilidade teórica e 
observados pela primeira vez no espago interestelar em 1965, hoje estáo sendo produzidos e estudados em laboratorio. Os átomos de 
Rydberg sao enormes! Nesses átomos, um dos elétrons de valencia ocupa um estado com um número quántico de valor muito elevado 
(veja a Figura 4-17). De acordo com a Equagáo 4-18, o raio da órbita do elétron r n = n 2 a^Z é proporcional a n 2 , em que n pode ser 
qualquer número inteiro positivo; assim, um átomo de hidrogénio (na verdade, de qualquer elemento) pode ter um diámetro muito 
grande, da ordem de um milímetro ou mesmo de um metro! O que impede que esses átomos gigantes sejam comuns na natureza é o 
fato de que a diferenga entre a energia do nivel ocupado pelo elétron e a energia de ionizagáo se toma extremamente pequeña para 
grandes valores de n, já que E n oc Un 2 . Assim, por exemplo, para n = 1.000, o diámetro do átomo de hidrogénio seria riooo ~ 0,1 mm, 
mas a energia necessária para ionizar o átomo, A E = E^ - E iooo? seria apenas 10 -5 eV! Como a energia média da agitagáo térmica á 
temperatura ambiente é cerca de 0,025 eV, colisóes aleatorias ionizam quase mediatamente um átomo cujo elétron ocupa um nivel de 
energia com um valor de n muito elevado. 


Elétron 


FIGURA 4-17 Um átomo de Rydberg de litio (Z = 3). Quando é excitado para um estado com um grande valor de n, o elétron da última camada 
ocupa um pequeño volume e descreve urna órbita quase clássica. Os outros dois elétrons nao aparecem na figura. 



A invengáo dos lasers sintonizáveis de corante, na década de 1970, tomou possível colocar elétrons em órbitas com valores 










elevados de n. Os maiores átomos de Rydberg observados até hoje tém um diámetro de cerca de 20 pm, 10.000 vezes maior que o dos 
átomos comuns e equivalente ao diámetro de um grao de areia, e podem existir por alguns milissegundos em urna cámara de vácuo. 
No caso do hidrogénio, isso corresponde a um número quántico n da ordem de 600. A forga que mantém o elétron preso ao núcleo em 
urna órbita táo distante é extremamente pequeña. O elétron descreve urna órbita elíptica e se move bem devagar, já que, para grandes 
valores de n, o período é inversamente proporcional a n 3 (veja a Equagáo 4-28). Essas características oferecem várias possibilidades 
interessantes, entre elas a análise detalhada de reagoes químicas que normalmente ocorrem depressa demais para serem seguidas. 
Aínda mais notável é a possibilidade de usar elétrons em órbitas gigantes para testar o principio de correspondencia de Bohr, ou seja, 
observar experimentalmente a transigáo da mecánica quántica para a mecánica clássica. A simulagáo em computador do movimento 
clássico da “onda” associada a um elétron de Rydberg em órbita em tomo de um núcleo (veja o Capítulo 5) está ajudando a planejar 
experimentos para observar o principio de correspondencia. 

Experimentos muito recentes levaram á descoberta de moléculas de Rydberg. Quando os elétrons de valencia dos átomos de urna 
amostra sao colocados em estados de alto valor de n com o auxilio de um láser sintonizável de alta precisáo, a forga de atragáo 
eletrostática entre um dos átomos e um átomo vizinho, igualmente excitado, faz com que os dois átomos se unam para formar urna 
molécula gigante. O grande tamanho dessas moléculas as toma ideáis para o estudo das propriedades dos campos eletromagnéticos. 
Por outro lado, moléculas de Rydberg formadas por um átomo de Rydberg e um átomo no estado fundamental talvez venham a ser 
usadas para constmir as portas lógicas dos futuros computadores quánticos. 


Exercícios 

6. Se um elétron é colocado em urna órbita de raio maior, a energia aumenta ou diminuí? A energía cinética aumenta ou 
diminuí? 

7. Qual é a energia do fóton de menor comprimento de onda que pode ser emitido por um átomo de hidrogénio? 

8. Como o leitor descreveria o movimento e a localizagáo de um elétron com F^Oe^—>oona Figura 4-17? 


4-4 Espectros de Raios X 

Nao foi fácil aplicar a teoría de Bohr a átomos mais complicados que o de hidrogénio. O modelo nao permitía calcular os níveis 
de energia dos átomos com mais de um elétron, nem mesmo no caso do hélio, o elemento seguinte na tabela periódica. 
Entretanto, experimentos realizados por H. Moseley em 1913 e J. Franck e G. Hertz em 1914 confirmaram o modelo de Bohr- 
Rutherford do átomo como um núcleo positivo cercado por elétrons que se moviam em órbitas quantizadas. A análise dos 
espectros de raios X, realizada por Moseley, é apresentada nesta segáo; as medidas de corrente elétrica em gases, executadas por 
Franck e Hertz, seráo discutidas na segáo seguinte. 



Henry G.-J. Moseley. [Cortesía da Universidade de Manchester.] 

Logo depois que W. H. Bragg e W. L. Bragg desenvolveram um método para estudar espectros de emissáo de raios X, 
Moseley 16 mediu os espectros característicos de raios X de cerca de 40 diferentes elementos. (A Figura 3-15 mostra alguns 
espectros de raios X típicos.) O cientista observou que, ao contrário do que acontecia no caso dos espectros óticos, as posigdes 
das linhas nos espectros de raios X variavam de forma regular de elemento para elemento. Moseley concluiu que isso acontecia 
porque as linhas de raios X estavam associadas a transigóes de elétrons próximos do núcleo (veja a Figura 4-18). Como esses 
elétrons estáo separados dos elétrons mais distantes pelos elétrons das camadas intermediárias, sua energia nao depende das 
complexas interagóes dos elétrons externos, responsáveis pela complexidade dos espectros óticos. Além disso, os elétrons 





intemos quase nao sofrem os efeitos das forgas interatómicas envolvidas na formagáo dos sólidos. 
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FIGURA 4-18 Desenho estilizado das órbitas circulares de Bohr para n = 1, 2, 3 e 4. Os raios das órbitas sao proporcionáis a n 2 . Nos 
elementos de alto número atómico (os elementos com Z > 12 emitem raios X), os elétrons intemos estáo distribuidos da forma indicada na 
figura. Quando um elétron da órbita n = 1 é arrancado do átomo, o que pode acontecer, por exemplo, quando o átomo é atingido por um 
elétron acelerado em um tubo de raios X, a lacuna assim produzida é preenchida por um elétron proveniente de urna órbita de maior 
energia (n > 2). A diferenga de energia entre as duas órbitas é liberada na forma de um fóton cujo comprimento de onda está na faixa dos 
raios X para Z> 12. 


De acordo com a teoría de Bohr (publicada no inicio do mesmo ano, 1913), a energia de um elétron na primeira órbita de 
Bohr é proporcional ao quadrado da carga do núcleo (Equagáo 4-20). Nesse caso, observou Moseley, a energia e, portanto, a 
frequéncia de um fóton do espectro característico de raios X deveria variar com o quadrado do número atómico do elemento 
usado como alvo. Assim, Moseley plotou o número atómico Z de vários elementos em fungáo da raíz quadrada da frequéncia de 
urna certa linha do espectro característico de raios X do elemento. Um gráfico desse tipo, hoje conhecido como gráfico de 
Moseley , aparece na Figura 4-19. Os pontos experimentáis de um gráfico de Moseley podem ser usados para determinar os 
valores dos parámetros A n e b na equagáo empírica 

í' 12 = A„(Z - b) 4-34 

onde f é a frequéncia da linha e Z é o número atómico. Para urna familia de linhas, denominada serie K, b = leo valor de A n 
varia ligeiramente de linha para linha. Para a outra familia que aparece na Figura 4-19, denominada serie Lf b = 7,4. 


As Descobertas de Moseley 

Se o elétron incidente em um tubo de raios X arranca elétrons da órbita mais interna (n = 1), sao emitidos fótons 
correspondentes as transigóes de elétrons de outras órbitas ( n = 2, 3, ...) para preencher a lacuna deixada na órbita n= 1 (Figura 
4-18). (Como as linhas associadas a estas transigóes sao as linhas da chamada serie K, a órbita n = 1 recebeu o nome de camada 
K.) A linha de menor frequéncia (e, portanto, de menor energia) corresponde á transigáo entre os níveis de energia mais 
próximos (de n = 2 para n = 1). Essa linha é denominada K a . A linha correspondente á transigáo de n = 3 para n = 1 é 
denominada Kp. Essa linha possui maior energia, e, portanto, maior frequéncia, que a linha K a . A lacuna criada na órbita n = 2 
após a emissáo de um fóton do tipo K a pode ser entáo preenchida por um elétron de maior energia, como, por exemplo, um 
elétron da órbita n = 3, o que resulta na emissáo de urna linha da série L e assim por diante. A existéncia de várias linhas na 
série L no gráfico de Moseley (Figura 4-19) se de ve em parte ao fato de que existem pequeñas diferengas ñas energías dos 
elétrons em órbitas com um mesmo valor de n que nao sao previstas pelo modelo de Bohr. Foi o trabalho de Moseley que 




forneceu a primeira indicagáo de que essas diferengas existem, mas a explicagáo terá que esperar nossa discussáo da teoría 
quántica avangada (Capítulo 7). 

Usando a relagáo de Bohr para o átomo de um elétron (Equagáo 4-21) com rif= le substituindo Z por Z - 1, obtemos a 
seguinte equagáo para as frequéncias das linhas da série K : 
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onde R x é a constante de Rydberg. Comparando a Equaqáo 4-35 com a Equaqáo 4-34, vemos que o parámetro A„ é dado por 
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FIGURA 4-19 Gráficos de Moseley (número atómico em trumao da raiz quadrada de frequéncia dos raios X emitidos) para os elementos 
do aluminio ao ouro. Quando um átomo é bombardeado com elétrons de alta energía, um elétron pertencente a urna das órbitas intemas 
pode ser arrancado, deixando urna lacuna, que logo é preenchida por um elétron proveniente de urna órbita de maior energía. Os raios X 
da série K sao produzidos por transÍ 9 oes para lacunas situadas na camada n = 1 (camada K), enquanto a série L é produzida por transÍ 9 oes 
para lacunas situadas na camada n = 2 (camada L). [Fonte: H. Moseley, Philosophical Magazine ( 6 ), 27, 713 (1914).] 




































































O comprimento de onda das linhas da série K é, portanto, 
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EXEMPLO 4-8 


_| A Linha K a do Molibdénio Calcule o comprimento de onda da linha K a do molibdénio (Z = 42) e compare o 

resultado com o valor X = 0,0721 nm medido por Moseley e com o espectro da Figura 3-156. 


SOLUQÁO 

Fazendo n = 2,R ao = 1,097 x 10 7 m _1 e Z= 42 na Equagáo 4-37, obtemos: 


X = 


(1,097 X 1Ü 7 m -1 ) (41 ) 2 ' 


o - or ■ 


- 7,23 X 10“ IL m = 0,0723 nm 

Este valor está muito próximo do valor medido por Moseley e está de acordo com o espectro da Figura 3-156. 


O fato de que / é proporcional a (Z- l) 2 e nao a Z 2 é explicado pela blindagem parcial da carga do núcleo pelo elétron que 
permanece na camada K quando a parte central do átomo é “vista” pelos elétrons da camada L(n = 2). 18 Usando a mesma linha 
de raciocinio, Moseley concluiu que, como 6 = 7,4 para a série Z, essas linhas envolvem elétrons mais afastados do núcleo, que 
“veem” urna carga nuclear blindada por um maior número de elétrons. Supondo que a série L seja produzida por transiqóes para 
a camada n = 2, as frequéncias para essa série sao dadas por 

/ = ‘- 4] (Z - 7,4) 2 4-38 

onde n = 3, 4, 5,. . . 

Antes do trabalho de Moseley, o número atómico era usado apenas para indicar a posiqáo do elemento na tabela periódica de 
Mendeleev, em que os elementos eram dispostos em ordem de massa. Os experimentos de Geiger e Marsden mostraram que a 
carga nuclear era aproximadamente igual aZ/2, enquanto experimentos de espalhamento de raios X realizados por C. G. Barkla 
mostraram que o número de elétrons de um átomo também era aproximadamente A/2. Esses resultados faziam sentido, já que o 
átomo como um todo devia ser eletricamente neutro. Entretanto, várias discrepancias foram encontradas na tabela periódica com 
os elementos dispostos em ordem de massa. Assim, por exemplo, o 18° elemento em ordem de massa é o potássio (39,102) e o 
19° é o argónio (39,948). Se a ordem das massas fosse seguida estritamente, o potássio seria colocado na coluna dos gases raros 
e o argónio na dos metáis alcalinos, o que nao combinava com as propriedades químicas desses elementos. Como foi 
demonstrado por Moseley, para que os pontos relativos a esses elementos fícassem sobre a reta empírica de Z em funqáo de/ /2 , 
era preciso que Z = 18 para o argónio e Z = 19 para o potássio. Quando os elementos da tabela periódica eram dispostos na 
ordem dos números Z obtidos a partir do gráfico de Moseley, e nao na ordem das massas atómicas, havia urna correspondencia 
correta entre as posiqóes dos elementos na tabela e suas propriedades químicas. Moseley também observou que havia lacunas na 
tabela periódica para Z = 43, 61 e 75, o que sugería a existencia de elementos ainda desconhecidos. Os tres elementos foram 
descobertos mais tarde; o espectro de raios X de um deles, o promécio (Z = 61), aparece na Figura 4-20. 








FIGURA 4-20 Espectros de raios X característicos. ( a ) Parte dos espectros do neodimio (Z = 60) e do samário (Z= 62). Os dois pares de 
linhas sao as linhas K a e Ky ( b ) Parte do espectro do promécio (Z = 61), um elemento produzido artificialmente. Este elemento foi 
observado pela primeira vez em 1945, no Clinton Laboratory (hoje Oak Ridge). As linhas K a e do promécio ficam entre as do 
neodimio e as do samário, exatamente como Moseley havia previsto, (c) Parte dos espectros dos tres elementos: neodimio, promécio e 
samário. [Cortesía de J. A. Swartout, Oak Ridge National Laboratory.] 


Elétrons Auger 

A emissáo de raios X resulta necessariamente na ionizagáo do átomo, já que o processo comega com a ejegáo de um elétron de 
urna das camadas internas; os raios X sao emitidos quando essa lacuna é preenchida por um elétron proveniente de urna camada 
mais externa. Em 1923, Pierre Auger descobriu que, em vez de emitir raios X, o átomo pode ejetar um terceiro elétron de urna 
camada mais externa através de um processo que nao envolve a emissáo de radiagáo, conhecido como efeito Auger. No efeito 
Auger, a diferenga de energía A E = E 2 — E\ que poderia ter resultado na emissáo de um raio X do tipo K a é removida do átomo 
por um terceiro elétron, situado, por exemplo, na camada n = 3. Como |2¿ 3 | < AE , o elétron da camada n = 3, ao ser ejetado, 
deixa o átomo com urna energía cinética característica AE ~\E 3 \, que é determinada pelas energías dos estados estacionários do 
átomo considerado. 19 Isso significa que cada elemento tem um espectro característico de elétrons Auger (veja a Figura 4-21 a). 
A observagáo dos elétrons Auger constituí um meio simples e preciso de detectar impurezas na superficie de amostras em 
microscopios eletrónicos e de investigar as mudangas dos ni veis de energia associadas ás ligagóes moleculares (veja a Figura 4- 
216). 

Exercício 

9. Por que Moseley plotou Z em fungáo de/ /2 e náo em fungáo de/? 


4-5 O Experimento de Franck-Hertz 

Concluimos o capítulo com a discussáo de um importante experimento que revelou claramente a quantizagáo das energías 
atómicas, ajudando assim a preparar o terreno para a mecánica quántica moderna. Quando estudavam o espalhamento inelástico 
de elétrons, J. Franck e G. Hertz 20 fizeram urna descoberta que confirmou, através de observagóes diretas , a hipótese de Bohr de 
que os níveis de energia do átomo sáo quantizados. Executado pela primeira vez em 1914, este experimento, hoje em dia, é 
repetido rotineiramente nos laboratorios de física das universidades. A Figura 4-22a mostra, de forma esquemática, o 
equipamento usado. Um pequeño filamento aquece o cátodo. Elétrons sáo ejetados do cátodo aquecido e acelerados em diregáo 
a urna grade, que é mantida a um potencial positivo V 0 em relagáo ao cátodo. Alguns elétrons passam pela grade e chegam á 







placa P, que está a um potencial ligeiramente menor, V P = V 0 ~ AV. O interior do tubo contém átomos do elemento que está 
sendo estudado, na forma de um gás de baixa pressáo (vapor de mercúrio, no experimento de Franck e Hertz). O experimento 
consiste em medir a corrente de placa em fungáo de V 0 . Quando V 0 é aumentado a partir de 0, a corrente aumenta até atingir um 
valor crítico (cerca de 4,9 V, no caso do mercúrio); para tensóes maiores, a corrente comega a diminuir. Quando V 0 aumenta 
aínda mais, a corrente volta a aumentar. 

A explicagáo deste comportamento é mais fácil de visualizar se imaginarmos que o tubo contém átomos de hidrogénio em 
vez de mercúrio (Figura 4-22 b). Os elétrons acelerados pelo potencial V 0 que colidem com elétrons dos átomos de hidrogénio 
nao podem transferir energía para esses elétrons, a menos que tenham adquirido urna energía cinética eV 0 = E 2 ~ E x = 10,2 eV, 
já que o elétron do hidrogénio, de acordo com o modelo de Bohr, nao pode ocupar estados com energías intermediárias. Assim, 
qualquer colisáo entre um elétron incidente com urna energia menor que 10,2 eV e um elétron do hidrogénio deve ser elástica: a 
energia cinética do elétron incidente continua a mesma após a colisáo e, portanto, o elétron pode vencer o potencial AF e 
contribuir para a corrente I. Se, por outro lado, eV 0 > 10,2 eV, o elétron incidente pode transferir 10,2 eV para o elétron do 
hidrogénio, que se encontra no estado fundamental (camada n = 1), colocando-o na camada n = 2 (o primeiro estado excitado). 
Com isso, a energia do elétron incidente sofre urna redugáo de 10,2 eV; o espalhamento é, portanto, do tipo inelástico. Com 
energia insuficiente para vencer o pequeño potencial negativo AV, os elétrons incidentes deixam de contribuir para a corrente de 
placa /, que sofre urna redugáo. 
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FIGURA 4-21 (a) Espectro Auger do Cu bombardeado com elétrons de 10 keV. A energia dos elétrons Auger pode ser determinada com 
mais precisáo plotando a derivada ponderada E dN{E)/dE da intensidade do fluxo de elétrons em vez da intensidade N{E). ( b ) Parte do 
espectro dos elétrons Auger do Al em aluminio puro e em óxido de aluminio. Observe a mudaba na posigáo dos picos causada pela 
interagáo dos elétrons do aluminio com os elétrons de oxigénio no óxido de aluminio. 
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FIGURA 4-22 (a) Diagrama esquemático do experimento de Franck-Hertz. Elétrons ejetados do cátodo aquecido C sao atraídos pela 
grade positiva G. Os elétrons que passam pelos furos da grade chegam á placa P e, portanto, contribuem para a corrente /, se tiverem 
energía suficiente para vencer o pequeño potencial negativo ÁV. O tubo contém um gás do elemento a ser estudado. ( b ) Resultados 
possíveis para o hidrogénio. Se o elétron incidente nao tem energía suficiente para transferir urna quantidade de energía A E = E 2 ~ E\ para 
o elétron do hidrogénio que ocupa a camada n = 1 (estado fundamental), o espalhamento é elástico; se o elétron tem urna energía cinética 
igual ou maior que AE, o espalhamento é inelástico e urna energía A E é transferida para o elétron que ocupa a camada n = 1 , transferindo- 
o para a camada n = 2. Em geral, o elétron excitado volta rápidamente para o estado fundamental, emitindo um fóton de energía A E. 


Quando o tubo contém vapor de mercúrio, a situaqáo é mais complicada, já que o elemento possui 80 elétrons. Embora a 
teoría de Bohr nao seja capaz de prever as energías individuáis desses elétrons, ainda esperamos que a energia do átomo seja 
quantizada, com um estado fundamental, um primeiro estado excitado, e assim por diante. Assim, a explicaqáo para a existencia 
de um potencial crítico de 4,9 V para o Hg é que o primeiro estado excitado está 4,9 eV acima do estado de menor energia 
(estado fundamental). Os elétrons com urna energia menor que este valor nao podem perder energia para os átomos de Hg, mas 
os elétrons com urna energia maior que 4,9 eV podem sofrer urna colisáo inelástica e perder 4,9 eV. Quando isso acontece ñas 
vizinhanqas da grade, os elétrons nao conseguem ganhar energia suficiente para superar a pequeña tensáo negativa AV e chegar 
á placa; assim, a corrente diminui. Se a explicaqáo estiver correta, os átomos de Hg que forem excitados para um nivel de 
energia 4,9 eV acima do estado fundamental voltaráo a esse estado emitindo um fóton de comprimento de onda 
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Existe realmente urna linha com este comprimento de onda no espectro do mercúrio. Quando o tubo é observado através de um 
espectroscopio, verifica-se que a linha está presente quando V 0 é maior que 4,9 V, mas nao quando V 0 é menor que este valor. 
Quando a tensáo V 0 é aumentada ainda mais, novas quedas da corrente aparecem. Essas quedas podem se dever a dois 
mecanismos: a promoqáo de elétrons do estado fundamental para outros níveis excitados do átomo de Hg (como, por exemplo, 
o segundo nivel excitado, que está 6,7 eV acima do estado fundamental) e excitaqóes múltiplas causadas pelo mesmo elétron 
(como, por exemplo, o mesmo elétron perdendo 4,9 eV mais de urna vez). Na configuraqáo usual, apenas as excitaqóes 
múltiplas para o primeiro nivel excitado sao observadas, de modo que as quedas de corrente ocorrem a cada 4,9 V. 21 A 
probabilidade de que essas excitaqóes múltiplas e de que as excitaqóes para outros estados fundamentáis sejam observadas 
depende, entre outros fatores, da geometría do tubo. Assim, por exemplo, urna segunda queda da corrente para V 0 = 2 a 4,9 = 
9,8 V é observada quando os elétrons sofrem colisóes elásticas com átomos de Hg mais ou menos a meio caminho entre o 
cátodo e a grade (veja a Figura 4-22a). Esses elétrons sao novamente acelerados e tornam a atingir urna energia de 4,9 eV ñas 
vizinhanqas da grade. A Figura 4-23 mostra um gráfico construido a partir dos resultados de Franck e Hertz. 

O experimento de Franck-Hertz foi urna importante confirmaqáo da ideia de que as linhas discretas do espectro de emissáo 
dos átomos estáo associadas á existencia de níveis de energia quantizados. É particularmente satisfatório conseguir detectar a 
presenqa desses níveis usando únicamente voltímetros e amperímetros. 


Espectroscopia por Perda de Energia de Elétrons 

O experimento de Franck-Hertz foi o precursor de urna técnica altamente precisa para medir os estados quantizados dos átomos, 
tanto em gases como em sólidos. A técnica, conhecida como espectroscopia por perda de energia de elétrons (EELS),* é 



















particularmente útil no caso dos sólidos, pois permite medir a energía de certos tipos de vibragóes da rede cristalina e outros 
processos. O método funciona da seguinte forma: suponha que os elétrons de um feixe incidente tenham todos a mesma energía 
E inc . Esses elétrons colidem com os átomos do material, fazendo com que sofram um processo qualquer (vibragóes, rearranjos 
da rede cristalina, excitagáo de elétrons etc.) que exige urna certa energía E h Se o processo é causado pelo feixe incidente, parte 
do feixe deixa o material com urna energia E mc - E¡. A energía dos elétrons do feixe após deixarem o material pode ser 
analisada com boa precisáo usando, por exemplo, um espectrómetro magnético projetado para elétrons. 22 A Figura 4-24 a mostra 
o arranjo típico para medir um espectro de perda de energia. 
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FIGURA 4-23 Corrente em fungáo da tensáo de aceleragáo no experimento de Franck-Hertz. A corrente diminuí porque muitos elétrons 
perdem energia em colisóes inelásticas com átomos de mercúrio e, portanto, nao conseguem vencer o pequeño potencial negativo 
indicado na Figura 4-21 a. O espagamento regular dos picos da curva indica que apenas urna certa energia, 4,9 eV, pode ser transferida 
para os átomos de mercúrio. Esta interpretagáo é confirmada pela observagáo de fótons com urna energia de 4,9 eV emitidos pelos átomos 
de mercúrio quando Vq é maior que esta energia. [Eonte : J. Franck e G. Hertz, Verband Deutscher Physikalischer Gesellschaften , 16, 457 
(1914).] 


Como exemplo de aplicagáo, se um feixe incidente de elétrons com E mc = 2 keV é refletido por um filme fino de aluminio, a 
medida dos elétrons espalhados com um espectrómetro magnético produz o espectro de perda de energia da Figura 4-24Ú, que 
mostra diretamente os níveis de energia quantizados do alvo. Neste espectro em particular, os picos se devem á excitagáo de 
vibragóes harmónicas no filme, além de algumas vibragóes superficiais. A técnica também é usada para medir as energías 
vibracionais de átomos de impurezas adsorvidas e, com energías um pouco maiores do feixe incidente, para medir as energías 
eletrónicas, fomecendo assim informagóes a respeito das energías de ligagáo e outras características dos átomos adsorvidos. As 
técnicas de espalhamento inelástico, que incluem o uso de outras partículas além de elétrons, constituem um instrumento 
importante para investigar os níveis de energia de sistemas nucleares, atómicos e moleculares. Teremos ocasiáo de mencioná-las 
várias vezes em outros capítulos deste livro. 



Leitura Suplementar | 

No capítulo anterior e neste capítulo discutimos muitas observagóes experimentáis que foram “explicadas” 
através de hipóteses ousadas de teoría quántica. Na Leitura Suplementar Crítica da Teoría de Bohr e da 
“ Velha ” Mecánica Quántica , que está disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, sao 
discutidos alguns sucessos e fracassos dos primeiros cientistas que tentaram aplicar os principios da 
mecánica quántica aos fenómenos naturais. 
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FIGURA 4-24 Medida do espectro de perda de energía. ( a ) Um feixe eletrónico bem definido incide em urna amostra. Elétrons 
espalhados inelasticamente com um certo ángulo atravessam a fenda de entrada do espectrómetro magnético, cujo campo magnético B é 
dirigido para fora do papel, e descrevem um semicírculo de raio R, cujo valor é dado pela Equacpáo 3-2 com a energía cinética igual a E mc 
- Ej\ R = [2m(E[ nc - Ei)] ll2 /eB. ( b ) Espectro de perda de energía de um filme fino de aluminio. [ Fonte : C. J. Powell e J. B. Swan, Physical 
Review, 115, 869 (1954).] 
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TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 

1. Espectros atómicos 

-— = R\ — - ~) n > m 4-2 

Vmhí \m «'/ 


Esta equagáo empírica fornece os valores corretos dos 
comprimentos de onda das linhas espectrais. 0 valor de R, a 
constante de Rydberg, varia de elemento para elemento de forma 
regular. 

2. Espalhamento de Rutherford 

kíf (( Q 0 4_^ 

= , cot ^ 

Parámetro de impacto 



f=Ttb 2 nt 

Fragáo espalhada f 

para urna folha de espessura t com n núcleos por unidade de volume 

























Número de partículas a observadas 


Tamanho do núcleo 
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3. 0 modelo de Bohr 


Postulados de Bohr 

1 . Os elétrons ocupam apenas certas órbitas estáveis, circulares, 
definidas pela quantizagao do momento angular L, ñas quais nao 
irradiam energía. 

Principio de correspondencia 

L = mvr = 7 — = nh n = l, 2 , 3,... 4-17 

2 ~ 

Raio de Bohr 

2 . 0 átomo emite um fóton de frequéncia f quando um elétron sofre 
urna transigáo de urna órbita de energia E¡ para urna órbita de 
energía E f . A frequéncia fé dada pela seguinte relagáo: 

Energías permitidas 

hf = E¡- Ej 4-15 

Massa reduzida 

Para números quánticos muito grandes, os resultados da teoria 
quántica devem ser iguais aos da teoría clássica. 

Constante de estrutura fina 

a n = , = = 0.0529 nni 4-1 ^ 

mke- 

= 2 pura n = !, X X . 4_2,) 

n 


em que E 0 — mk 2 e 4 /2fí~ = 13,6 eV 


mM 

ii = - ;—— 4-2? 

f ni + M 


ke 2 

o¡ = — 1/137 4-30 

4. Espectros de raios X Equagáo de 
Moseley 

p' n - AJZ - £r> 4-34 

5. Experimento de Franck-Hertz 

Confirmou a teoria de Bohr, demonstrando que as regras de 
quantizagáo se aplicam quando os átomos absorvem energia. 
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1. Joseph von Fraunhofer (1787-1826), físico alemáo. Embora nao tenha sido o primeiro a observar as linhas que receberam o 
seu nome (Wollaston havia visto sete dessas linhas, 12 anos antes), Fraunhofer mediu os comprimentos de onda de muitas 
délas, batizou as mais proeminentes e mostrou que ocorriam sempre para os mesmos comprimentos de onda, mesmo que a luz 
solar fosse refletida por um planeta ou satélite. 

2. Até hoje, mais de 10.000 linhas de Fraunhofer já foram observadas no espectro solar. 

3. Embora os primeiros experimentadores preferissem expressar os resultados das medidas em termos de comprimentos de 
onda, logo se percebeu que as fórmulas empíricas desenvolvidas com base ñas regularidades dos espectros seriam muito mais 
simples se os resultados fossem expressos em termos do recíproco do comprimento de onda, denominado número de onda , que 
corresponde ao número de ciclos por unidade de comprimento. Como/= c/X, isto equivale a usar a frequéncia ñas expressóes 
em vez do comprimento de onda. 

4. Emest Rutherford (1871-1937), físico inglés nascido na Nova Zelandia, discípulo de J. J. Thomson e um excepcional 
experimentador. Foi um dos primeiros cientistas a estudar a radioatividade e recebeu o Premio Nobel de Química de 1908 por 
suas investigaqóes relativas á transmutaqáo dos elementos e á química das substancias radioativas. Costumava lamentar o fato 
de ter recebido o Premio Nobel de Química, e nao de Física, porque na época o estudo dos elementos era considerado dominio 
da química. Sucedeu a Thomson como diretor do Cavendish Laboratory. 

5. As partículas alfa, como todas as partículas com carga elétrica, perdem energia ao excitarem e ionizarem os átomos do 
material no interior do qual estáo se movendo. A energia perdida por unidade de distancia percorrida ( -dE/dx ) é funqáo do 
potencial de ionizaqáo dos átomos, do número atómico dos átomos e da energia das partículas a. Este valor pode ser calculado 
teóricamente (com alguma difículdade) e é relativamente fácil de medir. 

6. Observe que 2tí sen 0 dQ = d£l, o ángulo sólido subtendido pela zona da Figura 4-11. Como a seqáo de choque a é igual a nb 2 
e, portanto, da = 2nbdb , a Equaqáo 4-9 pode ser escrita na forma 

d<j _ / kZe 2 \ 1 

dá - 

sen 1 — 

2 

onde a razáo da/dEl é denominada segáo de choque diferencial. 

7. H. Geiger e E. Marsden, Philosophical Magazine (6), 25, 604 (1913). 

8. O valor de Z nao podia ser medido diretamente neste experimento; entretanto, valores relativos para diferentes materiais 
podiam ser determinados, já que o número atómico Z é aproximadamente igual á metade do peso atómico. 

9. Isto introduz outro desvio em relaqáo as previsóes teóricas baseadas no modelo de Rutherford, já que o modelo supóe que a 
massa da partícula é muito menor que a massa do alvo, o que deixa de ser verdadeiro no caso de alvos com pequeña massa 
atómica. Entretanto, nao é difícil introduzir urna correqáo ñas equaqóes para levar em conta este efeito; esta correqáo está 
presente, por exemplo, ñas retas teóricas da Figura 4-9 b. 

10. Niels Henrik David Bohr (1885-1962), físico dinamarqués e excelente jogador de futebol. Depois de receber o título de 
Ph.D. em física pela Universidade de Copenhague, Bohr foi trabalhar no Cavendish Laboratory sob as ordens de J. J. Thomson. 
Entretanto, consta que Thomson se irritava com o sotaque carregado de Bohr. Felizmente, durante o banquete anual para 
comemorar o nascimento de Thomson, Bohr conheceu Rutherford, que logo o convidou para trabalhar com ele em Manchester, 
onde Bohr tomou conhecimento do modelo do átomo nuclear. Um dos gigantes da física do século XX, Bohr recebeu o Premio 
Nobel de 1922 por sua explicaqáo do espectro dos elementos. Em urna visita aos Estados Unidos, em 1939, informou aos 
americanos que os alemáes tinham conseguido observar a fissáo de átomos de uranio. A historia de sua vida é urna leitura 
fascinante. 




11. N. Bohr, Philosophical Magazine (6), 26, 1 (1913). 

12. Mohr, P. J. e B. N. Taylor, “The Fundamental Physical Constants”, Reviews ofModern Physics 80, 633-730 (April 2008). A 
Equagáo 4-27 mostra apenas oito dos 14 algarismos significativos aceitos atualmente. A margem de erro deste valor é de apenas 
urna parte em 10 12 ! 

13. Harold Clayton Urey (1893-1981), químico americano, foi um dos pioneiros no uso de tragadores radioativos em sistemas 
biológicos. Recebeu o Premio Nobel de Química de 1934 pela descoberta do deutério. 

14. A razáo pela qual as órbitas elípticas resolvem este problema é que, classicamente, a frequéncia da radiagáo emitida depende 
da aceleragáo da carga. A aceleragáo é constante para urna órbita circular, mas varia com a distancia em relagáo ao foco no caso 
de urna órbita elíptica; assim, no caso de órbitas elípticas, a Equagáo 4-29 deve ser substituida por urna equagáo mais 
complicada que concorda com a Equagáo 4-28, mesmo no caso de transigóes com An > 1. Classicamente, a energia de urna 
partícula em urna órbita circular de raio r é a mesma que a de urna partícula em urna órbita elíptica cujo semieixo maior é r; 
assim, esperamos que as únicas órbitas elípticas permitidas sejam aquelas cujo semieixo maior seja igual ao raio de urna das 
órbitas circulares de Bohr. 

15. Quando sao observadas em espectrómetros de alta resolugáo, as linhas do hidrogénio que aparecem na Figura 4-2 a (na 
verdade, a maioria das linhas espectrais de todos os elementos) se desdobram em várias linhas muito próximas, que constituem 
a chamada estrutura fina. Este assunto será discutido com detalhes no Capítulo 7. 

16. Henry Gwyn-Jeffreys Moseley (1887-1915), físico inglés, considerado por alguns o mais brilhante dos discípulos de 
Rutherford. Certamente teria recebido o Premio Nobel se náo tivesse morrido em combate durante a Primeira Guerra Mundial. 
Seu pai participou como naturalista da expedigáo do HMS Challenger , o primeiro navio dedicado á exploragáo dos océanos. 

17. As letras L e K foram escolhidas pelo físico inglés Charles Glover Barkla( 1877-1944), responsável pela descoberta das 
linhas características de raios X, que lhe valeu o Prémio Nobel de Física de 1917. Barkla observou que havia duas séries de 
linhas de raios X para cada elemento, que chamou de K e L. As mesmas letras foram usadas mais tarde para rotular as camadas 
eletrónicas.* 

18. O fato de que a influéncia do outro elétron da camada K deva resultar em b = 1, ou seja, em urna blindagem de exatamente 
le, náo é obvio. Na verdade, como vamos ver no Capítulo 7, trata-se de urna coincidéncia, pois a blindagem é produzida pelo 
efeito combinado do outro elétron da camada K com a penetragáo das ondas eletrónicas dos elétrons da camada L. 

19. Como nos átomos com mais de um elétron as energías dos estados estacionários dependem do número de elétrons (veja o 
Capítulo 7), as energías E n para um dado átomo sáo ligeiramente diferentes quando o átomo é monoionizado (como na produgáo 
das linhas do espectro característico de raios X) e quando é duplamente ionizado (como no efeito Auger). 

20. James Franck (1882-1964), físico alemáo naturalizado americano; Gustav Ludwig Hertz (1887-1975), físico alemáo. Franck 
recebeu a Cruz de Ferro como soldado durante a Primeira Guerra Mundial e mais tarde trabalhou no Projeto Manhattan. Hertz 
era sobrinho de Heinrich Hertz, descobridor do efeito fotelétrico. Franck e Hertz receberam o Prémio Nobel de Física de 1925 
por seus estudos do espalhamento inelástico de elétrons. 

21. Neste ponto, convém observar que existe um nivel de energia do átomo de Hg 4,6 eV acima do estado fundamental, isto é, 
ligeiramente abaixo do nivel observado por Franck e Hertz; entretanto, as transigóes do estado fundamental para este nivel náo 
sáo observadas. Como veremos no Capítulo 7, a auséncia dessas transigóes está de acordo com as previsóes da mecánica 
quántica avangada. 

22. Como a razáo q/m para os elétrons é muito maior que para os átomos ionizados, as dimensóes de um espectrómetro 
magnético para elétrons náo precisam ser táo grandes quanto as de um espectrómetro magnético para íons, mesmo quando os 
elétrons possuem energías da ordem de keV (veja a Equagáo 3-2). 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 4-1 Espectros Atómicos 

4-1. Calcule o comprimento de onda e a frequéncia dos limites das séries de Lyman, Balmer e Paschen do átomo de hidrogénio. 
4-2. O comprimento de onda de urna certa linha da série de Balmer é 379,1 nm. A que transigáo corresponde a linha? 

4-3. Um astrónomo descobre urna nova linha de absorgáo com X= 164,1 nm na regiáo ultravioleta do espectro continuo do Sol. 
Ele atribuí a linha á série de Lyman do hidrogénio. A hipótese está correta? Justifique sua resposta. 

4-4. A série de linhas espectrais do hidrogénio com m = 4 é denominada série de Brackett. Calcule os comprimentos de onda 
das quatro primeiras linhas da série de Brackett. 

4-5 Em urna amostra que contém hidrogénio, entre outros elementos, quatro linhas espectrais sáo observadas no infravermelho 


com comprimentos de onda de 7.460 nm, 4.654 nm, 4.103 nm e 3.741 nm. Qual dessas linhas nao pertence a nenhuma das 
séries do espectro do hidrogénio? 

Seqáo 4-2 O Modelo Nuclear de Rutherford 

4-6. Urna folha de ouro com 2,0 pm de espessura é usada em um experimento de Rutherford para espalhar partículas a com urna 
energía de 7,0 MeV. ( a ) Qual é a fragáo das partículas incidentes cujo ángulo de espalhamento é maior que 90 o ? {tí) Qual é a 
fragáo cujos ángulos de espalhamento estáo compreendidos entre 45° e 75 o ? (c) Use Na, p e M para calcular o raio aproximado 
de um átomo de ouro. (Para o ouro, p = 19,3 g/cm 3 e M= 197 g/mol.) 

4-7. (a) Qual é a razáo entre o número de partículas por unidade de área do detector com um ángulo de espalhamento de 10° e 
com um ángulo de espalhamento de I o ? {tí) Qual é a razáo entre o número de partículas com um ángulo de espalhamento de 30° 
e com um ángulo de espalhamento de I o ? 

4-8. No caso de partículas a com urna energía de 7,7 MeV (como as usadas por Geiger e Marsden), qual o valor do pará-metro 
de impacto para que urna partícula a sofra urna deflexáo de 2 o em urna folha de ouro? 

4-9. Qual é a distáncia de máxima aproximagáo r d entre um núcleo de ouro e urna partícula a de 5,0 MeV? De 7,7 MeV? De 12 
Mev? 

4-10. Qual é a energía necessária para que urna partícula a atinja a superficie de um núcleo de Al, cujo raio é 4 fm? 

4-11. Se urna partícula sofre urna deflexáo de 0,01° a cada colisáo, quantas colisóes sao necessárias para que o valor rms da 
deflexáo seja 10 o ? (Use o resultado do problema estatístico da caminhada aleatoria unidimensional, segundo o qual o valor rms 
da deflexáo é igual ao módulo das deflexóes individuáis multiplicado pela raiz quadrada do número de deflexóes.) Compare o 
resultado com o número de camadas atómicas em urna folha de ouro com 10“ 6 m de espessura, supondo que a espessura de cada 
átomo é 0,1 nm = 10~ 10 m. 

4-12. Urna folha de ouro com 2,0 pm de espessura foi usada em um experimento de Rutherford para espalhar partículas a com 
urna energía de 7,0 MeV. Suponha que 1.000 partículas tenham sofrido urna deflexáo maior que 25°. {a) Quantas partículas 
provavelmente sofreram urna deflexáo de mais de 45 o ? {tí) Quantas sofreram deflexóes entre 25° e 45 o ? (c) Quantas sofreram 
deflexóes entre 75° e 90 o ? 


Segáo 4-3 O Modelo de Bohr para o Átomo de Hidrogénio 

4-13. O raio da órbita n = 1 do átomo de hidrogénio é a 0 = 0,053 nm. {a) Calcule o raio da órbita n = 6. {tí) Calcule o raio da 
órbita n = 6 do hélio monoionizado (He + ), que, como o hidrogénio, possui apenas um elétron girando em tomo do núcleo. 

4-14. Mostré que a Equagáo 4-19 para o raio da primeira órbita de Bohr e a Equagáo 4-20 para o valor absoluto da energía do 
nivel fundamental do átomo de hidrogénio podem ser escritas na forma 
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onde X c = h/mc é o comprimento de onda Compton do elétron e a = ke 2 !hc é a constante de estmtura fina. Use essas expressóes 
para verificar se os valores numéricos das constantes a 0 e E\ estáo corretos. 

4-15. Calcule os trés maiores comprimentos de onda da série de Lyman (jif m 1) em nm e indique a posigáo desses 
comprimentos de onda em urna escala horizontal linear. Indique o limite da série (menor comprimento de onda possível) no 
mesmo gráfico. Alguma dessas linhas pertence ao espectro visível? 

4-16. Se o momento angular da Terra em seu movimento em tomo do Sol fosse quantizado como o do átomo de hidrogénio 
(Equagáo 4-17), qual seria o número quántico da Terra? Qual seria a energía liberada em urna transigáo para o nivel de energía 
imediatamente inferior? Essa energía (emitida possivelmente na forma de urna onda gravitacional) seria fácil de detectar? Qual 
seria o raio da nova órbita? (O raio da órbita da Terra é 1,50 x 10 11 m.) 

4-17. Em média, um átomo de hidrogénio permanece em um estado excitado cerca de 10 -8 s antes de sofrer urna transigáo para 
um estado de menor energía. Quantas revolugóes um elétron no estado n = 2 descreve em 1CT 8 s? 

4-18. Em média, um átomo em um estado excitado sofre urna transigáo para um estado de menor energía em cerca de 10 -8 s. Se 
o elétron de um átomo de litio duplamente ionizado (Li +2 , que, como o hidrogénio, possui apenas um elétron) é colocado no 
estado n = 4, quantas revolugóes o elétron descreve em tomo do núcleo antes de sofrer urna transigáo para um estado de menor 
energía? 

4-19. Um múon pode ser capturado por um próton para formar um átomo muónico. O múon é urna partícula igual ao elétron, 
exceto pela massa, que é 105,7 MeV/c 2 . {a) Calcule o raio da primeira órbita de Bohr de um átomo muónico. {tí) Calcule o valor 
absoluto da energía do estado fundamental, (c) Qual é o menor comprimento de onda da série de Lyman para este átomo? 

4-20. No átomo de litio (Z = 3), dois elétrons estáo na órbita n = leo terceiro na órbita n = 2. (Apenas dois elétrons podem 




ocupar a órbita n = 1 por causa do principio de exclusáo, que será discutido no Capítulo 7.) O valor aproximado da energía de 
interagáo entre os elétrons internos e o elétron externo pode ser obtido escrevendo a energía do elétron externo na forma 

E = -Z'^Ejn 2 

onde Ei = 13,6 eV, n = 2 e Z' é a carga nuclear efetiva, que é menor do que 3 por causa do efeito de blindagem dos dois elétrons 
internos. Use o valor experimental da energía de ionizagáo do átomo de litio, 5,39 eV, para calcular Z\ 

4-21. Desenhe em escala um diagrama de níveis de energía para o átomo de hidrogénio, mostrando os níveis correspondentes a 
n => 1, 2, 3, 4 e oo. Mostré no diagrama: (a) o limite da série de Lyman; ( b ) a linha H p ; (c) a transigáo entre o estado cuja energía 
de ligagáo (energia necessária para remover o elétron do átomo) é 1,51 eV e o estado cuja energia de excitagáo é 10,2 eV; (d) o 
comprimento de onda limite da série de Paschen. 

4-22. Um átomo de hidrogénio em repouso no laboratorio emite a radiagáo a da série de Lyman. (a) Calcule a energia cinética 
de recuo do átomo. ( b ) Que fragáo da energia de excitagáo do estado n = 2 é transformada em energia de recuo do átomo? 
(* Sugestáo : Use a lei de conservagáo do momento.) 

4-23. (a) Desenhe em escala um diagrama de níveis de energia para o ion C 5+ , mostrando os níveis correspondentes a n = 1, 2, 3, 
4, 5 e oo. ( b) Calcule o comprimento de onda da linha espectral associada á transigáo de n = 3 para n = 2, a linha H a do C 5+ . (c) 
A que parte do espectro eletromagnético pertence esta linha? 

4-24. O par elétron-pósitron que foi discutido no Capítulo 2 pode formar um sistema semelhante ao átomo de hidrogénio 
chamado positrónio. Calcule (a) as energías dos tres primeiros estados e ( b ) os comprimentos de onda das linhas a e P da série 
de Lyman do positrónio. (A observagáo dessas linhas é considerada como urna “assinatura” da formagáo de positrónio.) 

4-25. Com o auxilio de lasers sintonizáveis, foram produzidos átomos de Rydberg do sodio com n ~ 100. O diámetro atómico 
resultante correspondería no hidrogénio a n ~ 600. ( a ) Qual seria o diámetro de um átomo de hidrogénio com o elétron na órbita 
n = 600? ( b ) Qual seria a velocidade do elétron nessa órbita? (c) Qual é a razáo entre a velocidade calculada no ítem (tí) e a 
velocidade do elétron na órbita n = 1 ? 

Segáo 4-4 Espectros de Raios X 

4-26. (a) Calcule o segundo e terceiro maiores comprimentos de onda da série K (o primeiro é o da linha K a) do molibdénio. {tí) 
Qual é o menor comprimento de onda da série? 

4-27. O comprimento de onda da linha K a do espectro de raios X de um elemento é 0,0794 nm. Identifique o elemento. 

4-28. Moseley especulou a respeito da existencia de elementos de número atómico 43, 61 e 75 que (na época) ainda náo tinham 
sido descobertos. (a) De acordo com a Figura 4-19, qual era a previsáo de Moseley para as frequéncias das linhas K a desses 
elementos? ( b) Use a Equagáo 4-37 para calcular os comprimentos de onda dessas linhas. 

4-29. Qual é o raio aproximado da órbita n = 1 do ouro (Z = 79)? Compare este resultado com o raio do núcleo de ouro, que é 
7,1 fm, aproximadamente. 

4-30. Um elétron da camada K do Fe é ejetado por um elétron de alta energia que incide no alvo de um tubo de raios X. A 
lacuna resultante na camada n = 1 poderia ser completada por um elétron proveniente da camada n = 2, a camada L\ entretanto, 
em vez de emitir o raio X característico K a , o átomo ejeta em elétron Auger da camada n = 2. Calcule a energia do elétron 
Auger usando a teoría de Bohr. 

4-31. Em um tubo de raios X, um elétron se aproxima do alvo com urna velocidade de 2,25 x 10 8 m/s. O elétron diminuí de 
velocidade ao ser defletido por um núcleo do alvo, emitindo um fóton cuja energia é 32,5 keV. Ignorando o recuo do núcleo, 
mas náo os efeitos relativísticos, calcule a velocidade final do elétron. 

4-32. (a) Calcule a energia de um elétron na órbita n = 1 (camada K) do tungsténio, tomando Z - 1 como a carga efetiva do 
núcleo. ( b ) O valor experimental desta energia é 69,5 keV. Suponha que a carga nuclear efetiva seja (Z - o), em que o é a 
chamada constante de blindagem , e calcule o valor de o a partir do resultado experimental. 

4-33. Pióte um gráfico de Moseley semelhante ao da Figura 4-19 para as linhas dos espectros de raios X dos elementos da 
tabela abaixo (as energías sáo dadas em keV): 


Al 

Ar 

Se 

Fe 

1,56 

3,19 

4,46 

7,06 

Ge 
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Zr 
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14,10 


17,66 


36,35 


Determine a inclinagáo da reta e compare-a com a da linha K$ da Figura 4-19. 

Segáo 4-5 O Experimento de Franck-Hertz 

4-34. Suponha que, em um experimento de Franck-Hertz, elétrons de energía até 13,0 eV possam ser produzidos no tubo. Se o 
tubo contém hidrogénio atómico, (a) determine o menor comprimento de onda que pode ser gerado no tubo; ( b ) faga urna lista 
de todas as linhas do hidrogénio que podem ser geradas no tubo. 

4 - 35 . Usando os dados da Figura 4-246 e urna régua, desenlie em escala um diagrama de níveis de energía na faixa de 0 eV a 60 
eV para os estados vibracionais desse material. Que energía é típica das transigóes entre níveis vizinhos correspondentes ao 
maior de cada par de picos? 

4-36. A transigáo do primeiro estado excitado para o estado fundamental do átomo de potássio resulta na emissáo de um fóton 
com X = 770 nm. Se o experimento de Franck-Hertz for executado com vapor de potássio, para que valor da tensáo deverá 
ocorrer a primeira queda da corrente? 

4 - 37 . Se fosse possível encher um tubo de Franck-Hertz com positrónio, qual seria a tensáo entre cátodo e grade necessária para 
atingir a segunda queda de corrente em urna curva equivalente á da Figura 4-23? (Veja o Problema 4-24.) 

4-38. Em um tubo de Franck-Hertz contendo vapor de mercúrio, os elétrons também podem sofrer colisóes elásticas com os 
átomos de Hg. Se a colisáo for frontal, que firagáo da energía cinética será perdida pelo elétron, supondo que o átomo de Hg 
esteja em repouso? Se a colisáo náo for frontal, a fragáo perdida será maior ou menor que no caso de urna colisáo frontal? 

NÍVEL II 

4 - 39 . Um átomo de hidrogénio de Rydberg está no estado excitado n = 45. ( a ) Qual é a diferenga de energía (em eV) entre este 
estado e o estado n = 46? (6) Qual é a energía de ionizagáo do átomo no estado n = 45? (c) Quais sáo a frequéncia e o 
comprimento de onda do fóton emitido em urna transigáo do estado n = 46 para o estado n = 45? {d) Qual é o raio do átomo no 
estado n = 45? Quantas vezes maior que o raio de Bohr é esse raio? 

4 - 40 . Tres isótopos do hidrogénio sáo encontrados na natureza: hidrogénio comum, deutério e tritio. Os núcleos desses isótopos 
contém, respectivamente, um próton, um próton e um neutrón e um próton e dois néutrons. As massas dos tres núcleos 
aparecem na Tabela 11-1. {a) Use a Equagáo 4-26 para determinar as constantes de Rydberg do deutério e do tritio, {tí) Calcule 
a diferenga entre os comprimentos de onda das linhas a de Balmer do hidrogénio e do tritio. 

4 - 41 . Demonstre a Equagáo 4-8 usando a sugestáo que se segue á Equagáo 4-7. 

4 - 42 . Geiger e Marsden usaram partículas a com urna energía cinética de 7,7 MeV e descobriram que, quando essas partículas 
eram espalhadas por urna folha de ouro, o número de partículas espalhadas estava de acordo com a fórmula de Rutherford para 
todos os ángulos de espalhamento. Use esse fato para calcular um limite superior para o raio do núcleo de ouro. 

4 - 43 . (a) A corrente i associada a urna carga q que se move em círculos com urna frequéncia f YQY é qf VQY . Determine a corrente 
associada a um elétron que se encontra na primeira órbita de Bohr do átomo de hidrogénio. {tí) O momento magnético de urna 
espira percorrida por corrente é l 4, em que A é a área da espira. Calcule o momento magnético do elétron na primeira órbita de 
Bohr do átomo de hidrogénio em unidades de A • m 2 . Este momento magnético é conhecido como magnéton de Bohr. 

4 - 44 . Use urna planilha eletrónica para calcular o comprimento de onda (em nm) das cinco primeiras linhas espectrais das séries 
de Lyman, Balmer, Paschen e Brackett do hidrogénio. Mostré a posigáo dessas linhas em urna escala linear e indique quais 
estáo na regiáo do espectro que corresponde á luz visível. 

4 - 45 . Mostré que urna pequeña variagáo da massa reduzida do elétron produz urna pequeña variagáo do comprimento de onda 
das linhas espectrais, dada por AX/X = Ap/p. Use este resultado para calcular a diferenga AX entre o comprimento de onda da 
linha vermelha da série de Balmer do hidrogénio, X = 656,3 nm, e o comprimento de onda da linha correspondente no espectro 
do deutério, cujo núcleo possui urna massa duas vezes maior. 

4 . 46 . Considere o experimento de Frank-Hertz com vapor de mercúrio no tubo e a tensáo entre o cátodo e a grade igual a 4,0 V, 
ou seja, um valor insuficiente para que os elétrons causem urna transigáo dos átomos de Hg para o primeiro estado excitado. 
Isso significa que todas as colisóes entre os elétrons e os átomos de Hg sáo elásticas, (a) Se a energía cinética dos elétrons é E h , 
mostré que a energia cinética máxima que um átomo de Hg pode adquirir em urna colisáo é, aproximadamente, 4 mE k !M, em que 
M é a massa do átomo de Hg. {tí) Qual é a energia cinética máxima que um elétron com E k = 2,5 eV pode perder em urna 
colisáo? 

4 - 47 . O ion de Li 2+ é igual ao átomo de hidrogénio na teoría de Bohr, exceto pelo fato de que a carga e a massa do núcleo sáo 
diferentes, {a) Que transigóes do Li 2+ dáo origem a linhas de emissáo com comprimentos de onda quase iguais ás primeiras duas 

linhas da série de Lyman no hidrogénio? {tí) Calcule a diferenga entre o comprimento de onda da linha a da série de Lyman do 

2+ 








hidrogénio e a linha de emissáo do Li que tem um comprimento de onda quase igual. 

4-48. Em um experimento de espalhamento de partículas a, a área do detector é 0,50 cm 2 . O detector está localizado a 10 cm de 
urna folha de prata com 1,0 pm de espessura. A corrente do feixe incidente é 1,0 nA e a energia das partículas a é 6,0 MeV. 
Quantas partículas a sao contadas por segundo pelo detector ( a ) em 0 = 60 o ? (b) em 0 = 120 o ? 

4-49. As linhas de raios X K a , L a e M a sao emitidas ñas transigóes « = 2—►«=1,« = 3 —►/2 = 2e/2 = 4 —>/2 = 3, 
respectivamente. No caso do cálcio (Z = 20), as energías dessas transigóes sao 3,69 keV, 0,341 keV e 0,024 keV, 
respectivamente. Suponha que fótons de alta energia incidam na superficie de urna amostra de cálcio, causando a ejegáo de 
elétrons da camada K dos átomos da superficie. Calcule as energías dos elétrons Auger que podem ser emitidos das camadas L , 
Me N(n = 2, 3 e 4) dos átomos da amostra, além dos raios X característicos. 

4-50. A Figura 3-15¿ mostra as linhas K a e emitidas por um alvo de molibdénio (Mo) em um tubo de raios X com um 
potencial acelerador de 35 kV. Os comprimentos de onda sao K a = 0,071 nm e = 0,063 nm. (a) Calcule as energías dos 
fótons correspondentes. ( b ) Suponha que haja necessidade de preparar um feixe constituido principalmente por fótons da linha 
K a . Urna das formas de conseguir isso é fazer passar os raios X emitidos pelo molibdénio por um material que absorva os fótons 
da linha Xp, através do efeito fotelétrico, com maior probabilidade que os fótons da linha K a . A tabela abaixo mostra alguns 
elementos e as respectivas energías de ligagáo dos elétrons da camada K. Qual dos materiais o leitor escolheria? Justifique sua 
resposta. 


Elemento 

Zr 

Nb 

Mo 

Te 

Ru 

Z 

40 

41 

42 

43 

44 

H/c(keV) 

18,00 

18,99 

20,00 

21,04 

22,12 


NÍVEL III 

4-51. Urna pequeña esfera se choca com urna esfera estacionária de raio R. No ponto de impacto, a trajetória da esfera menor 
faz um ángulo (3 com a normal á esfera maior (Figura 4-25). Supondo que a esfera menor ricocheteia como um ángulo igual ao 
de incidéncia, o ángulo de espalhamento é dado por 0 = 180° - 2(3, como se pode ver na figura. Desprezando o raio da esfera 
menor, (a) mostré, pela geometría da figura, que o parámetro de impacto é dado por b = R cos(9/2); (tí) se a intensidade do feixe 
incidente é 7 0 esferas por unidade de tempo e por unidade de área, determine o número de esferas para as quais o ángulo de 
espalhamento é maior do que 0; (c) mostré que a segáo de choque para ángulos de espalhamento maiores que 0 o é nR 2 ; (d) 
discuta as implicagóes do fato de que a segáo de choque de Rutherford para ángulos de espalhamento maiores que 0 o é infinita. 



FIGURA 4-25 Choque entre urna esfera pequeña e urna esfera de raio R. 

4-52. O átomo de hélio monoionizado, He + , se parece muito com o átomo de hidrogénio. (a) Desenhe em escala um diagrama 
de níveis de energia para o átomo de He 2+ , semelhante ao que aparece na Figura 4-16, mostrando os níveis correspondentes a n 
= 1, 2, 3, 4, 5 e oo. (tí) Qual é a energia de ionizagáo do He + ? (c) Calcule a diferenga entre os comprimentos de onda das 
primeiras duas linhas da série de Lyman do hidrogénio e os comprimentos de onda das primeiras duas linhas da série de Balmer 
do He + . Nos dois casos, nao se esquega de incluir a corregáo da massa reduzida. (d) Mostré que, para cada linha espectral do 
hidrogénio, existe urna linha espectral do He + com um comprimento de onda quase igual. (A massa do He + é 6,65 x 10“ 27 kg.) 

4-53. A tabela a seguir mostra os comprimentos de onda das linhas L a para vários elementos. Desenhe um gráfico de Moseley a 
partir desses dados e compare a inclinagáo do gráfico com a do gráfico correspondente na Figura 4-19. Determine e interprete o 











ponto em que o gráfico intercepta o eixo vertical, usando urna equagáo análoga á Equagáo 4-35. 


Elemento 

p 

Ca 

Co 

Kr 

Mo 

1 

Z 

15 

20 

27 

36 

42 

53 

Comprimento 

10,45 

4,05 

1,79 

0,73 

0,51 

0,33 

de onda (nm) 








4-54. Neste problema, o leitor vai determinar os níveis de energía do átomo de hidrogénio sem usar a condigáo de quantizagáo 
expressa pela Equagáo 4-17. Para relacionar a Equagáo 4-14 á fórmula de Balmer-Ritz, suponha que os raios das órbitas 
permitidas sáo dados por r n = n 2 r 0 , onde n é um número inteiro e r 0 urna constante a ser determinada. ( a ) Mostré que a 
frequéncia da radiagáo associada a urna transigáo de um estado com n¿ = n para um estado com rif=n- 1 é dada por / ~ 
kZe 1 lhrtfv > para n» 1. (b) Mostré que a frequéncia de revolugáo é dada por 

kZe~ 

J kv - -’i c;, 

(c) Use o principio de correspondencia para determinar r 0 e compare o resultado com o da Equagáo 4-19. 

4-55. Calcule as energías e velocidades dos elétrons ñas órbitas circulares de Bohr de um átomo de um elétron usando 
expressóes relativísticas para a energía cinética e o momento. 

4-56. (a) Escreva um programa de computador para calcular as linhas das séries espectrais dos átomos de um elétron. Os dados 
de entrada devem ser o número quántico do estado final n f , o número atómico Zea massa nuclear M; os dados de saída, os 
comprimentos de onda e frequéncias das seis primeiras linhas e do limite da série. Leve em conta a corregáo da massa reduzida. 
( b ) Use o programa para calcular os comprimentos de onda e frequéncias das linhas da série de Balmer do hidrogénio. (c) 
Escolha um valor de n f > 100, batize a série com o seu nome e use o programa para calcular os comprimentos e frequéncias das 
seis primeiras linhas e do limite da série. 

4-57. A Figura 4-26 mostra o espectro de perda de energía do He, medido em um sistema semelhante ao que aparece na Figura 
4-24 a. Use os dados da figura para desenhar, em escala, o diagrama de níveis de energía do He. 

4-58. Suponha que náo existissem cargas elétricas e a forga de atragáo entre o elétron e o próton no átomo de hidrogénio fosse 
apenas a forga gravitacional. Calcule os valores de a 0 e E n para esse caso e determine a frequéncia e a energia da linha H a e do 
limite da série de Balmer. Compare os valores obtidos com os valores correspondentes no hidrogénio “de verdade”. 
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FIGURA 4-26 Espectro de perda de energia do hélio. A energia dos elétrons incidentes é 34 eV. O pico em 0 eV se deve aos elétrons que 
sofreram espalhamento elástico. 

4-59. Em um recipiente com hidrogénio, todos os átomos estáo no estado n = 5. Se todos os átomos voltarem ao estado 
fundamental, quantos fótons diferentes seráo emitidos, supondo que todas as transigóes possíveis ocorram? Se existem 500 
átomos na amostra e supondo que todas as transigóes para estados de menor energia sáo igualmente prováveis, qual é o número 
total de fótons emitidos até que todos os átomos voltem ao estado fundamental? 

4-60. (a) Desenhe em escala um diagrama de níveis de energia para os átomos muónicos (veja o Problema 4-19), mostrando os 
níveis correspondentes a n = 1, 2, 3, 4, 5 e oo. {b) Calcule os raios das órbitas de múons n = 1 nos átomos muónicos H, He 1+ , 
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Al e Au . (c) Compare os resultados do item ( b ) com os raios das órbitas de elétrons n = 1 em torno dos mesmos núcleos. 
( d) Calcule os comprimentos de onda dos fótons emitidos ñas transiges de n = 2 para n = 1 em todos esses átomos muónicos. 



*Do inglés electrón Energy /oss spectroscopy. (N.T.) 

* No caso de átomos de um elétrow, as linhas da serie K sao 
chamadas de L (0 L$, etc., e as da serie L de H a , /7p, etc. (N.T.) 



Propriedades Ondulatorias das Partículas 


5-1 A Hipótese de de Broglie 

5-2 Medida do Comprimento de Onda das Ondas de Matéria 
5-3 Pacotes de Ondas 

5-4 Interpretagáo Probabilística da Fungáo de Onda 
5-5 O Principio de Indeterminagáo 

5-6 Algumas Consequéncias do Principio de Indeterminagáo 
5-7 O Dualismo Onda-Partícula 


E m 1924, um estudante francés, Louis de Broglie, 1 propós em sua tese de doutorado que o dualismo onda-partícula, até 
entáo reconhecido apenas no caso das ondas eletromagnéticas, era também urna propriedade da matéria e, em especial, dos 
elétrons. Essa sugestáo era altamente especulativa, já que nao havia na época nenhum indicio experimental do caráter 
ondulatorio dos elétrons ou de qualquer outra partícula. Como o jovem cientista teria chegado a urna ideia aparentemente tao 
estranha? Na verdade, tratava-se de um “lampejo”, semelhante á “ideia fantástica” de Einstein que o levou ao principio de 
equivaléncia (veja o Capítulo 2). Ñas palavras do próprio de Broglie: 

Depois da Primeira Guerra Mundial, pensei muito a respeito da teoría dos quanta e do dualismo onda-partícula ... Foi 
entáo que tive urna súbita inspiragáo. O dualismo onda-partícula de Einstein era um fenómeno absolutamente geral, 
que se estendia a toda a natureza. 2 

Como o universo visível é constituido exclusivamente de matéria e radiagáo, a hipótese de de Broglie é um postulado 
fundamental a respeito da simetría da natureza. (Existem atualmente fortes indicios experimentáis de que a matéria comum 
constituí apenas cerca de 4% do universo visível. Cerca de 22% sao constituidos por urna forma desconhecida de “matéria 
escura” invisível e 74% de urna igualmente misteriosa “energía escura”. Veja o Capítulo 13.) 

5-1 A Hipótese de de Broglie 

Louis de Broglie expressou sua hipótese matemáticamente através de equagóes para a frequéncia e comprimento de onda das 
ondas de matéria, hoje conhecidas como relago es de de Broglie : 



5-1 


/ = 


£ 

H 


k 



5-2 


onde E é a energía total, p o momento e X o chamado comprimento de onda de de Broglie da partícula. No caso dos fótons, 
essas equa?oes podem ser obtidas a partir da equa?ao do quantum de radia?ao, E = hf e da Equaqao 2-31 ,E=pc: 


E 


pe = hf = 


he 

k 


Usando urna abordagem indireta, baseada na mecánica relativística, de Broglie demonstrou que as Equagóes 5-1 e 5-2 também 
se aplicam a partículas com massa de repouso diferente de zero. Em seguida, observou que essas equagóes levam a urna 
interpretagáo física da quantizagáo do momento angular do elétron postulada por Bohr, a de que a quantizagáo equivale á 
formagáo de urna onda estacionária (Figura 5-1). Temos: 

mvr = nh = — para /¡ = número inteiro 

2tt v 

nh nh 

2'irr = — = — = nk = circunferencia da órbita 5-3 
mv p 


A ideia de explicar os estados discretos de energia da matéria em termos de ondas estacionárias parecía, portanto, bastante 
promissora. 

As ideias de de Broglie foram ampliadas e transformadas em urna teoría completa por Erwin Schródinger no final de 1925. 
Em 1927, C. J. Davisson e L. H. Germer confírmaram a hipótese de de Broglie ao produzirem figuras de interferencia, urna 
característica dos fenómenos ondulatorios, usando feixes de elétrons. Vamos discutir daqui a pouco a teoría de Schródinger e o 
experimento de Davisson-Germer, mas primeiro temos que nos perguntar por que as propriedades ondulatorias da matéria nao 
foram observadas antes do trabalho de de Broglie. Podemos compreender a razáo se nos lembrarmos de que as propriedades da 
luz também nao foram observadas até que os experimentadores dispusessem de fendas ou aberturas com dimensóes 
comparáveis ao comprimento de onda da luz. Isso aconteceu porque a natureza ondulatoria da luz nao é fácil de observar em 
experimentos nos quais as dimensóes básicas do equipamento sao muito maiores que o comprimento de onda da radiagáo que 
está sendo investigada. Assim, por exemplo, se A representa a largura de urna fenda, o primeiro mínimo de difragáo 3 (urna 
manifestagáo das propriedades ondulatorias) acontece para um ángulo 0 em relagáo á diregáo original do feixe (0 = 0 o ) tal que 
sen 0 = A JA. Na ótica geométrica, A JA —> 0 e, portanto, sen 0 ~ 0 —> 0. Se, porém, urna das dimensóes características do 
equipamento é da mesma ordem que A,, o comprimento de onda da luz que atravessa o sistema, A JA ~ 1. Nesse caso, 0 ~ 
sen -1 (?i¿4) é fácil de observar e as propriedades ondulatorias da luz se tomam evidentes. Como a constante de Planck é muito 
pequeña, o comprimento de onda dado pela Equagáo 5-2 é extremamente pequeño no caso de objetos macroscópicos. Este será 
um dos pontos ilustrados na próxima segáo. 



FIGURA 5-1 Ondas estacionárias ao longo de urna circunferencia. Neste caso, a circunferencia é igual a 3A. Se o elemento vibrante 
fosse, por exemplo, um anel de ago excitado por um golpe de martelo, a forma do anel oscilaría entre as posigóes extremas representadas 
pelas linhas cheia e tracejada. 



Luis V. de Broglie, o primeiro cientista a sugerir que os elétrons possuem propriedades ondulatorias. [Cortesía de Culver 
Pie tur es.] 


5-2 Medida do Comprimento de Onda das Ondas de Matéria 

Embora hoje em dia existam redes de difragáo com espagamentos comparáveis ao diámetro de um núcleo atómico, os sistemas 
de maior resolugáo a que os contemporáneos de de Broglie tinham acesso eram os planos atómicos dos sólidos cristalinos, cujo 
espagamento é da ordem de 0,1 nm. Isso significa que mesmo para urna partícula macroscópica extremamente pequeña, como 
um grao de pó (m ~ 0,1 mg) viajando pelo ar com a energía cinética média das moléculas do ar, os melhores sistemas de 
difragáo da época produziriam ángulos de difragáo da ordem de 1(T 10 radiano, impossíveis de observar na prática. Como o valor 
da constante de Planck é muito pequeño, o comprimento de onda X das ondas de matéria é menor que quase todas as aberturas 
físicamente realizáveis, o que toma a difragáo dessas ondas muito difícil de ser observada. No caso de objetos com momentos 
maiores que o de um grao de poeira, a possibilidade de observar ondas de matéria se toma aínda mais remota, como ilustra o 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 5-1 


_| Comprimento de Onda de urna Bola de Pingue-Pongue Qual é o comprimento de onda de urna bola de 

pingue-pongue de 2,0 g ao ser rebatida com urna velocidade de 5 m/s? 


SOLUQÁO 


_ h_ _ 6,63 X 10~ 34 J*s 

mv (2,0 X 10“ 3 kg)(5m/s) 

= 6,6 X 10 -32 m = 6,6 X I0 _23 nm 

Trata-se um valor 17 ordens de grandeza menor que um núcleo atómico; obviamente, nao existem aberturas táo pequeñas. 


A situagáo é bem diferente para elétrons em baixa velocidade; um dos primeiros a perceber esse fato foi de Broglie. Na 
soutenance de thése (defesa de tese), quando Perrin 4 perguntou como seria possível testar a hipótese das ondas de matéria, de 
Broglie respondeu que talvez fazendo passar partículas elementares, elétrons, por exemplo, por fendas muito estreitas. 
Considere um elétron que tenha sido submetido a urna diferenga de potencial de V 0 volts. A energía cinética (nao relativística) é 
dada por 


E = 


r_ 

2 m 


= eV 0 


Explicitando o momento p e substituindo na Equagáo 5-2, temos: 








Fazendo he = 1,24 x 10 3 eV • nm e me 2 = 0,511 x 10 6 eV, obtemos: 


k = 


1,226 

vj« 


nni 


para eV 0 me 2 
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No exemplo a seguir é calculado o comprimento da onda de matéria associada a um elétron, o que permite estimar o tamanho 
máximo da fenda para que sejam observados efeitos de difragáo. 




EXEMPLO 5-2 


_| Comprimento de Onda de um Elétron Lento Calcule o comprimento de onda de um elétron com urna 

energia cinética de 10 eV. 


SOLUQÁO 

1. O comprimento de onda de de Broglie é dado pela Equagáo 5-2: 


h 

k = - 

p 

2. Método 1 : Como um elétron de 10 eV é nao relativístico, podemos usar a relagáo clássica entre momento e energia cinética: 


E t = 


p 


2 


2 m 


OU 


P = V2 mE k 

= V(2)(<U 1 X 10" 31 kg)(10 eV)(1,60 X 10 -19 J/eV) 

= 1,71 X 10~ 24 kg ■ m/s 

3. Substituindo este resultado na Equagáo 5-2, obtemos: 

_ 6,63 x 10~ 34 J - s 

_ IJi X 10 -24 kg *m/s 

= 3,88 X 10 -LU m = 0,39 nm 

4. Método 2\ O comprimento de onda do elétron também pode ser calculado fazendo V 0 = 10 V na Equa^áo 5-4: 

_ 1,226 _ 1,226 

^ ~ v l/2 Vio 

— 0,39 nin 

Observagáo: Emborn este comprimento de onda seja pequeño, é da mesma ordem de grandeza que o tamanho de um átomo e que 
o espagamento dos planos atómicos em um cristal 


O Experimento de Davisson-Germer 

Em urna breve nota publicada no número de 14 de agosto de 1925 da revista Naturwissenschaften , Walter Elsasser, que na 
época era aluno de J. Franck (o mesmo do experimento de Franck-Hertz), sugeriu que os efeitos ondulatorios associados a 
elétrons lentos poderiam ser observados usando monocristais para difratar as partículas. Este efeito foi observado pela primeira 
vez em 1927 por C. J. Davisson 5 e L. H. Germer, que estavam estudando a reflexáo de elétrons em um alvo de níquel no Bell 
Telephone Laboratories e nao tinham conhecimento nem da proposta de Elsasser nem da hipótese de de Broglie. Depois de 
aquecer o alvo para remover urna camada de óxido que havia se formado quando o sistema de vácuo sofreu um vazamento, 
descobriram que o gráfico da intensidade do feixe refletido em fungáo do ángulo de espalhamento apresentava máximos e 











mínimos. No processo de resfriamento, os átomos da superficie do alvo haviam formado monocristais de níquel relativamente 
grandes e o que estavam observando era a difragáo dos elétrons. Reconhecendo a importancia da descoberta acidental, Davisson 
e Germer substituíram o alvo por um monocristal de níquel e investigaram exaustivamente o espalhamento dos elétrons. A 
Figura 5-2 ilustra o arranjo experimental usado pelos dois pesquisadores. Os dados obtidos para elétrons de 54 eV, reproduzidos 
na Figura 5-3, mostram um máximo de espalhamento em cp = 50°. Considere o espalhamento por urna familia de planos de 
Bragg (Figura 5-4). A condigáo de Bragg para interferencia construtiva énk = 2d sen 0 = 2 d eos a. O espagamento d dos planos 
de Bragg está relacionado á distancia interatómica D através da equagáo d = D sen a. Assim, 


Canhao eletrónico 



FIGURA 5-2 O experimento de Davisson-Germer. Elétrons de baixa energía sao difratados por um cristal de níquel e detectados em urna 
cámara de ionizagáo. Os experimentadores podiam fazer variar a energía cinética dos elétrons variando a tensáo de aceleragáo do canhao 
eletrónico. 


nk = 2 D sen a eos ot = D sen 2a 


ou 

nk = D sen cp 5-5 

em que cp = 2a é o ángulo de espalhamento. Medidas de difragáo de raios X revelam que o valor de D para o Ni é 0,215 nm. O 
comprimento de onda calculado com o auxilio da Equagáo 5-5 para o pico observado em 0 = 50° por Davisson e Germer é, para 
n = 1, 


k = 0,215 sen 50° = 0,165 nm 

O comprimento de onda calculado a partir da relagáo de de Broglie para elétrons de 54 eV é 


1,226 

( 54 ) 1/2 


0,167 nm 







(a) <p = 0' 




tp = 90° 


m 



FIGURA 5-3 Intensidade do espalhamento em ñmsáo do ángulo, para elétrons de 54 eV. ( a ) Gráfico polar dos resultados experimentáis. 
Para cada ángulo, a intensidade é indicada pela distáncia entre o ponto e a origem. O ángulo de espalhamento cp é medido no sentido 
horário, tomando como origem o semieixo y positivo. ( b ) Os mesmos dados plotados em um gráfico cartesiano. As escalas de intensidade, 
embora arbitrárias, sao iguais nos dois gráficos. Os gráficos mostram um pico em cp = 50° que satisfaz a condÍ 9 áo de Bragg para ondas 
com um comprimento de onda X = h/p. [Fonte: Nobel Prize Lectures : Physic (Amsterdam and New York: Elsevier, O Nobel Foundation, 
1964).\ 


Feixe 



FIGURA 5-4 Espalhamento de elétrons por um cristal. As ondas eletrónicas sofrem um espalhamento significativo apenas quando a 
condÍ 9 áo de Bragg nk = 2 d sen 0 é satisfeita. Esta condÍ 9 áo é equivalente á condÍ 9 áo nk = D sen cp. 

A concordáncia com o valor experimental é excelente! Depois de obterem este resultado espetacular, Davisson e Germer 
executaram um estudo sistemático para testar a relaqáo de de Broglie usando elétrons com energías até 400 eV e vários arranjos 
experimentáis. A Figura 5-5 mostra um gráfico da largura de linha experimental em funqáo de V 0 ~ m . Os comprimentos de onda 
medidos por difraqáo sao ligeiramente menores que as previsóes teóricas porque a refraqáo das ondas de matéria na superficie 
do cristal foi desprezada. Experimentos usando o efeito fotelétrico mostram que é preciso urna energía da ordem de alguns eV 
para remover um elétron de um metal. Isso significa que os elétrons que entram em um metal ganham energía cinética; assim, o 
comprimento de onda é ligeiramente menor no interior do cristal. 6 
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FIGURA 5-5 Teste experimental da fórmula de de Broglie X = h/p. O comprimento de onda é calculado a partir dos resultados de 
difra^áo e plotado em fungáo de V 0 ~ 1/2 , em que V 0 é a tensáo de aceleragáo. A equagáo da reta éX = l,226Eo _1/2 nm, o que confirma a 
relagáo X = h(2mE)~ 112 . Davisson se referiu a estes dados na palestra que proferiu por ocasiáo da entrega do Premio Nobel, (x, medidas de 
difragáo; medidas de difragáo particularmente confiáveis; □, medidas de difragáo para ángulos rasantes; O, medidas de reflexáo.) 
[ Fonte : Nobel Prize Lectures : Physics (Amsterdam and New York : Elsevier , O Nobel Foundation , 1964).\ 


A esta altura, convém chamar a atenqáo para um ponto sutil. Observe que o comprimento de onda da Equaqáo 5-5 depende 
apenas de D , a distancia interatómica, enquanto nossa demonstraqáo da equaqáo incluiu também a distancia interplanar d. O fato 
de que a estrutura do cristal é realmente importante se toma evidente quando fazemos variar a energia, como nos experimentos 
usados para colher os dados que aparecem na Figura 5-5. A Equaqáo 5-5 mostra que a mudanqa no valor de X associada a urna 
mudanqa na energia das partículas significa apenas que o máximo de difraqáo passa a ocorrer em outro valor de cp para o qual a 
Equaqáo 5-5 é satisfeita. Entretanto, como podemos ver examinando a Figura 5-4, o valor de cp é determinado por a, um ángulo 
que depende da estmtura do cristal. Assim, se nao existem planos cristalinos fazendo um ángulo a = cp/2 com a superficie, 
colocar o detector em cp = sen -1 ( X/D ) nao resulta em interferencia constmtiva e urna forte reflexáo para este valor de X 9 mesmo 
que a Equaqáo 5-5 seja satisfeita. Este fato está ilustrado na Figura 5-6, que mostra urna série de gráficos polares (como o da 
Figura 5-3 a) para elétrons com energías entre 36 eV e 68 eV. Como já vimos, existe urna forte reflexáo em cp = 50° para V 0 = 54 
V. Entretanto, a Equaqáo 5-5, quando considerada isoladamente, nos levaría a esperar, por exemplo, urna forte reflexáo em cp = 
64° para V 0 = 40 V, que simplesmente náo é observada. 



Clinton J. Davisson (á esquerda) e Lester H. Germer no Bell Laboratories, onde foi observada pela primeira vez a difra 9 áo de elétrons. 
[Bell Telephone Laboratories, Inc.\ 





FIGURA 5-6 Gráficos polares mostrando os resultados obtidos por Davisson e Germer para tensoes de aceleragáo dos elétrons entre 36 
V e 68 V. Observe que o pico em cp = 50° atinge o máximo de intensidade para V 0 = 54 V. 


Para demonstrar a influencia das camadas atómicas internas sobre a difragáo, Davisson e Germer mantiveram fixo o ángulo 
cp do detector e variaram a tensáo em vez de procurarem o ángulo correto para um dado valor de X. Escrevendo a Equagáo 5-5 
na forma 


D sen D sen (2a) 

X —-—-5-6 

n n 

A figura de difragáo formada pelas ondas de matéria de elétrons de alta energía espalhadas por núcleos é usada para 
determinar o raio e a distribuigáo interna de carga dos núcleos (veja o Capítulo 11). 

e observando que X ex V 0 ~ 1/2 , um gráfico da intensidade em fungáo de V 0 ~ 1/2 para um dado ángulo cp deve apresentar (1) urna 
série de picos igualmente espagados, correspondentes a valores sucessivos do número inteiro n, se existirem planos cristalinos 
fazendo um ángulo a = cp/2 com a superficie; (2) nenhum pico de difragáo se nao existirem planos cristalinos fazendo um 
ángulo cp/2 com a superficie. A variagáo da intensidade com o inverso do comprimento de onda observada pelos dois 
pesquisadores correspondeu ás previsóes teóricas dentro de urna margem de erro de ±1%. A Figura 5-7 mostra os resultados 
para cp = 50°. Davisson e Germer mostraram, portanto, de forma concludente, que partículas com massa de repouso diferente de 
zero, movendo-se com velocidade v « c, apresentam propriedades ondulatorias, como de Broglie havia previsto. 

Davisson descreveu da seguinte forma a relagáo entre as previsóes de de Broglie e os experimentos realizados por ele e 
Germer: 

Talvez nenhuma ideia na física tenha evoluído táo rápidamente quanto esta. O próprio de Broglie, naturalmente, 
estava na vanguarda deste empreendimento, mas as principáis contribuigoes se deveram a Schródinger, mais velho e 
experiente. Seria étimo poder dizer aos senhores que, logo que a sugestáo de Elsasser se tornou pública, foram 
iniciados experimentos em Nova York que culminaram com a demonstragáo da difragáo dos elétrons... melhor aínda 
se eu pudesse dizer que o trabalho comegou um dia depois que exemplares da tese de de Broglie chegaram á 
América. A verdadeira historia envolve mais sorte e menos perspicácia... Foi descoberto, puramente por acídente, que 
a intensidade do espalhamento elástico [de elétrons] varia com a orientagáo do cristal responsável pelo espalhamento. 
Isso motivou, é claro, urna investigagáo do espalhamento elástico por monocristais de orientagáo conhecida... Assim, o 
experimento de Nova York náo era visto, no inicio, como um teste da teoría ondulatoria. Apenas no veráo de 1926, 
depois que discutí a investigagáo na Inglaterra com Richardson, Born, Franck e outros, é que ela assumiu este 
caráter. 7 




















0,7 - 
0,6 - 
0,5 — 


_c 
IB 

8- 0 H 4 - 


~o 


■g ^ 

(E 

~o 
'35 
C 

-M 

c 


0,3 - 
0,2 
0,1 - 


0.5 


3 a 

ordem 


4 a 

ordem 

*. 




5 a 

ordem 


<p= 50° 


6 a 

ordem 


7 a 

ordem 


* 


8 a 

ordem 


|^«H 4lN* 


1,0 


1,5 


2.0 


m 


FIGURA 5-7 Varia?ao da intensidade do feixe difratado com o inverso do comprimento de onda, para cp constante. Como existia um 
ángulo de 10° entre o feixe incidente e a normal, a refracto fez com que as posigoes experimentáis dos picos nao coincidissem exatamente 
com as posigoes calculadas a partir da Equagáo 5-5, como está explicado na nota 6. [Fonte : C. J. Davisson e L. H. Germer, Proceedings 
of the National Academy of Sciences, 14, 619 (1928).] 


(a) Tela ou 




FIGURA 5-8 ( a ) Arranjo experimental usado para produzir urna figura de difragáo com um alvo de aluminio policristalino. ( b ) Figura de 
difragáo produzida por raios X com um comprimento de onda de 0,071 nm. ( c ) Figura de difragáo produzida por elétrons com urna 
energia de 600 eV, o que corresponde a um comprimento de onda de aproximadamente 0,05 nm. A figura foi ampliada 1,6 vez para poder 
ser comparada diretamente com ( b ). [Cortesía de Film Studio, Education Development Center.] 


Urna demonstrando das propriedades ondulatorias de elétrons relativísticos foi feita no mesmo ano por G. P. Thomson, que 
observou a passagem de elétrons com energías na faixa de 10 a 40 keV por folhas metálicas delgadas. (G. P. Thomson, filho de 
J. J. Thomson, dividiu com Davisson o Premio Nobel de Física de 1937.) O arranjo experimental (Figura 5-8a) era semelhante 
ao usado para obter figuras de Laue usando raios X (veja a Figura 3-11). Como a folha de metal possui muitos cristalitos 
(pequeños monocristais) orientados aleatoriamente, a figura de difraqáo é constituida por anéis concéntricos. Quando um 
cristalito faz um ángulo 0 com o feixe incidente e 0 satisfaz á condiqáo de Bragg, o feixe difratado passa por um máximo de 
intensidade em um ángulo 0 (no sentido oposto) igual ao ángulo de incidencia; assim, a intensidade do feixe difratado é máxima 


















para um ángulo 20 em relagáo ao feixe incidente. As Figuras 5-86 e c ilustram a semelhanga entre as figuras de difragáo 
produzidas por raios X e elétrons. 

Difragáo de Outras Partículas 

As propriedades ondulatorias de átomos e moléculas neutros foram demonstradas pela primeira vez em 1930 por O. Stem e I. 
Estermann, que usaram um cristal de fluoreto de litio para difratar feixes de átomos de hélio e moléculas de hidrogénio. Como 
essas partículas sao neutras, nao é possível acelerá-las usando campos elétricos; a energía dos átomos e moléculas é a da 
agitagáo térmica, cerca de 0,03 eV, o que, de acordo com a Equagáo 5-2, corresponde a um comprimento de onda de de Broglie 
da ordem de 0,10 nm. Devido á baixa energia, a profundidade de penetragáo é menor que no experimento de Davisson e Germer 
e as partículas sao difratadas apenas pelos átomos da superficie do cristal. A Figura 5-9 ilustra a geometría do processo de 
espalhamento, o arranjo experimental e os resultados. A Figura 5-9 c mostra claramente a difragáo dos átomos de He. 

As figuras de difragáo formadas pelas ondas de matéria de átomos de hélio sáo usadas para estudar impurezas e 
defeitos na superficie de cristais. Por ser um gás nobre, o hélio náo reage químicamente com as moléculas da 
superficie nem “adere” á superficie. 

Mais recentemente, a difragáo de outros átomos, de prótons e de néutrons também foi observada (Figuras 5-10, 5-11 e 5-12). 
Em todos os casos, o comprimento de onda medido estava de acordo com a previsáo de de Broglie. Náo resta dúvida, portanto, 
de que, assim como as ondas eletromagnéticas apresentam propriedades corpusculares, todas as partículas de matéria 
apresentam propriedades ondulatorias. 


Urna Forma Simples de Determinar o Comprimento de Onda de de 
Broglie 


Em muitos problemas práticos, existe interesse em determinar o comprimento de onda de de Broglie associado a urna partícula 
cuja energia cinética é conhecida. No caso de baixas energías, ou seja, de partículas náo relativísticas, a equagáo que leva á 
Equagáo 5-4 pode ser escrita em termos da energia cinética clássica: 


h _ h 
P V2 mE k 


5-7 


Para determinar urna expressáo equivalente que se aplique tanto a partículas relativísticas como náo relativísticas, 
comegamos pela equagáo relativística que relaciona a energia total ao momento: 




FIGURA 5-9 (a) Átomos de He incidem em um cristal de LiF fazendo um ángulo 0 com a superficie (0 = 18,5°, no experimento de 
Estermann e Stem). O feixe refletido também faz um ángulo 0 com a superficie, mas é difratado de um ángulo azimutal cp em relagáo a 
um eixo perpendicular á superficie. ( b ) O detector observa a superficie de um ángulo 0 fixo, mas o ángulo cp pode ser variado, (c) No 
ángulo cp para o qual a diferenga de percurso (d sen cp) entre “raios” vizinhos é rík ,, é observada interferencia construtiva, ou seja, ocorre 
um pico de difragáo. Existem dois picos para n = 1, um de cada lado do pico para n = 0. 



FIGURA 5-10 Figura de difragáo produzida por néutrons com urna energia de 0,0568 eV (o que corresponde a um comprimento de onda 
de 0,120 nm) incidindo em um alvo de cobre policristalino. Observe a semelhanga entre as figuras produzidas por raios X, elétrons e 
néutrons. [Cortesía de C.G. Shull.] 





















FIGURA 5-11 Figura de Laue produzida por néutrons incidindo em um alvo de NaCl. Compare com a figura de Laue produzida por 
raios X (Figura 3-11). [Cortesía de E.O. Wollan e C.G. Shull.\ 



Ángulo de espalh amento. graus 

FIGURA 5-12 Os núcleos se comportam como obstáculos com dimensoes da ordem de 10“ 15 m. Este gráfico mostra o espalhamento de 
prótons de 1 GeY incidindo em núcleos de oxigénio, que se parece com a difragáo produzida por urna fenda. 























FIGURA 5-13 Relagáo entre o comprimento de onda X e o comprimento de onda de Compton X c , para urna partícula de massa m , em 
fungáo da razáo entre a energía cinética E k e a energía de repouso E 0 = me 2 . No caso de prótons e néutrons, E 0 = 0,938 GeV e X c = 1,32 
fm. No caso de elétrons, E 0 = 0,511 MeV e X c = 0,00234 nm. 

E 2 — (pe) 2 + (mc 2 f 2-31 

Fazendo me 2 = E 0 , em que E {] é a energía de repouso da partícula, temos: 

E? = (pe) 2 + E¡ 5-8 

Como a energía total é dada por E = E 0 + E k , a Equa 9 ao 5-8 pode ser escrita na forma 

(£ 0 + E t ) 2 = {pe? + £q 

Explicitando p , obtemos: 


C2£ 0 £, + Ei)'P 


que, combinada com a Equagáo 5-2, resulta em 


(2E q L\ + ¿t) 1 ' 2 

A Equagáo 5-9 pode ser escrita em urna forma particularmente útil, aplicável a qualquer partícula com qualquer energia, 
dividindo o numerador e o denominador pela energia de repouso E 0 : 


A = 


he ¡ me 1 


h/mc 


(2 E,E t + El)'V/E o [2 (E„/E 0 ) + (£»/£ 0 ) 2 ]' /! 

Como h/mc é o comprimento de onda de Compton da partícula (veja a Segáo 3-4), temos: 

K/K ~ [2(£,/£ 0 ) + 


5-10 


























A Figura 5-13 mostra um gráfico log-log de X/X c em fungáo de E k /E 0 . Como se pode ver, o gráfico apresenta duas regióes de 
inclinagáo quase constante, urna para E k « me 2 e a outra para E k » me 2 , ligadas por urna parte curva, localizada 
aproximadamente no intervalo 0,1 < E k /E 0 < 10. O exemplo a seguir ilustra o uso da Figura 5-13. 


EXEMPLO 5-3 


_| Comprimento de Onda de de Broglie de um Próton de Alta Energía Um detector a bordo de um 

satélite observa um próton proveniente do espago com urna energia cinética de 150 GeV. Qual é o comprimento de onda do próton, de 
acordo com a Figura 5-13? 


SOLUQÁO 

Como a massa do próton é 1,67 x 1CT 27 kg e a energia de repouso é me 2 = 0,938 GeV, a razáo EjJEq é 


E k _ 150 GeV 
E¡ ~ 0,938 GeV 


De acordo com a curva da Figura 5-13, este valor corresponde a X/X c ~ 6 x 10 3 . O comprimento de onda de Compton do próton é 
dado por 


h_ _ _ 653 x i o~ j4 1 ■ s _ 

" me ~ (1,67 X 1G -27 kg) (3 X I0 8 m/s) 

= 1,32 X ]Cr l5 in 


e, portanto, o comprimento de onda da partícula é 


k = (6 X 10 -5 ){1,32 X 10- J5 m) = 7,9 X ]0" l8 in 
= 7,9 X 10 _J fin 


Exercícios 

1. Como a energia dos elétrons usados por Davisson e Germer nao era muito grande, a profundidade de penetragáo 
correspondía a apenas alguns planos atómicos; é de certo modo surpreendente que os efeitos das camadas internas 
aparegam táo claramente nos resultados experimentáis. Que aspecto da difragáo é mais afetado pelo fato de a profundidade 
de penetragáo ser relativamente pequeña? 

2. Como seria possível medir a frequéncia das ondas de de Broglie? 

3. Por que nao é razoável fazer estudos cristalográficos usando prótons em vez de elétrons ou raios X? 


5-3 Pacotes de Ondas 

Em qualquer discussáo a respeito de ondas, sempre surge a questáo: “O que está ondulando?” No caso de algumas ondas, a 
resposta é obvia: ñas ondas do mar, é a água que “ondula”; ñas ondas sonoras, sao as moléculas do ar; no caso da luz, sao os 
campos elétrico e magnético, E e B. E no caso das ondas de matéria? Para as ondas de matéria, como para as ondas luminosas, 
nao existe “éter”. Como será explicado nesta segáo e na seguinte, no caso das ondas de matéria o que está ondulando é a 
probabilidade de observar a partícula. 

As ondas clássicas sao solugóes da equagáo de onda clássica 

ti =};*!- 5-11 

r)X 2 V 2 dt 2 

Urna classe importante de ondas clássicas sao as ondas harmónicas de amplitude yo, frequéncia/ e período T, que se propagam 
no sentido positivo do eixo x de acordo com a equagáo 

y(x, t ) = j 0 eos (kx - vt ) 

. / x t\ 2 -jí 

= cos2tt[ - - - j = >' 0 COS—-(* - vf) 5-12 





onde a frequéncia angular co e o número de ondcf k sao definidos através das equagóes 


<o = 2 ir/ - 


2tt 


5-LVr 


k = —— 5-13¿> 

X 

e a velocidade da onda, conhecida como velocidade de fase e representada pelo símbolo v p9 é dada por 


Vp = A 5-14 

Um dos fenómenos ondulatorios mais comuns é o pulso, que nao pode ser descrito por urna única onda harmónica. Urna 
deformagáo isolada que se propaga ao longo de urna corda (Figura 5-14a), o ruido de urna explosáo e o claráo causado pela 
abertura e fechamento de um obturador situado á frente de urna fonte luminosa sao exemplos de pulsos. A principal 
característica de um pulso é o fato de se tratar de um fenómeno localizado no tempo e no espago. Urna onda harmónica isolada 
nao é localizada nem no tempo nem no espago; entretanto, um pulso pode ser representado por um grupo de fungóes harmónicas 
de diferentes frequéncias e comprimentos de onda. Um grupo desse tipo é conhecido como pacote de ondas (veja a Figura 5- 
146). A matemática usada para representar pulsos de forma arbitrária como somas de fungóes senoidais envolve as chamadas 
séries e integráis de Fourier. Vamos ilustrar os fenómenos associados aos pacotes de ondas considerando alguns exemplos 
simples e um tanto artificiáis e discutindo qualitativamente as propriedades gerais desses pacotes. O estudo dos pacotes de 
ondas é importante para a física das partículas elementares porque a descrigáo ondulatoria de urna partícula deve incluir a 
importante propriedade da localizagáo. 



FIGURA 5-14 (a) Urna deformagáo isolada que se propaga ao longo de urna corda é um exemplo de pulso. O pulso tem um comego e 
um fim, ou seja, é um fenómeno localizado, ao contrário das ondas harmónicas, que se estendem indefinidamente no espago e no tempo. 
(b) Um pacote de ondas formado pela superposigáo de ondas harmónicas. 


Considere um pacote constituido por apenas duas ondas de mesma amplitude e frequéncias muito próximas. Este tipo de 
pacote é responsável pelo fenómeno conhecido como batimento e é discutido em muitos livros de física elementar. As 
grandezas k, co e v estáo relacionadas pelas Equagóes 5-13 e 5-14. Vamos chamar de k\ e k 2 os números de onda das duas ondas, 
de coi e cü 2 as frequéncias angulares e de v\ e v 2 as velocidades. A soma das duas ondas é dada pela equagáo 

y(x, i) =y 0 cos(¿ix - cdi¿) +j 0 cos(£ 2 x - co 2 t) 
que, através de transformagóes trigonométricas, pode ser escrita na forma 


jUO 



<Ü| + Í1H \ 

-r^ 1 ) 


onde Ak = k 2 - k\ e Acó - co 2 - coj. Como os números de onda e as frequéncias sao muito próximos, os termos ( k\ + k 2 )l 2 e (coi + 
co 2 )/2 podem ser substituidos por um número de onda médio p e urna frequéncia angular média o que nos dá 


y (a\ /) = 2yo eos ^ A kx = j A t j eos ( kx - o>t) 5-15 


A Figura 5-15 mostra um gráfico de y(x , /) em fungáo de v em um dado instante t 0 . A curva tracejada é a envoltória da soma 
das duas ondas, dada pelo primeiro termo em cosseno da Equagáo 5-15. A onda no interior da envoltória se propaga com 









velocidade ¿¡j/¿, a velocidade de fase v p associada ao segundo termo em cosseno. Escrevendo o primeiro termo (responsável 
pela modulagáo de amplitude) na forma cos{A£[x - (Aco/AA;)f|/2}, vemos que a envoltória se propaga com velocidade Acd/A k. A 
velocidade da envoltória é denominada velocidade de grupo e representada pelo símbolo v g . 



FIGURA 5-15 Duas ondas de comprimentos de onda e frequéncias ligeiramente diferentes produzem batimentos. ( a ) Amplitudes y(x) 
das duas ondas em um dado instante de tempo íq. As ondas estáo em fase na origem; entretanto, por causa da diferenga nos comprimentos 
de onda, ficam alternadamente em fase e fora de fase á medida que x aumenta. ( b ) Soma das duas ondas. A largura da envoltória, Ax, é 
inversamente proporcional á diferenga entre os números de onda, Ak, em que k = 2tc/A. Gráficos semelhantes sao obtidos quando as 
amplitudes y sao plotadas em fungáo do tempo t em um ponto fixo x. Nesse caso, a largura da envoltória, A t, é inversamente proporcional 
á diferenga entre as frequéncias, Acó. 
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FIGURA 5-16 {a) Sete senoides y¿(x, 0 =yo/ eos (kx - co t) com números de onda igualmente espagados de k= 18% a k = 30% e amplitudes 

15 

1/4, 1/3, 1/2, 1, 1/2, 1/3 e 1/4. (tí) A somay(* ? 0) = ^ y¡(x, 0) é máxima emx = 0, ±1, ±2 . . . ( c ) Amplitudes das senoides, y h em fungáo 

i=9 


do número de onda k. 



























Podemos construir um pacote de ondas mais genérico se, em vez de somar apenas duas ondas senoidais, como na Figura 5- 
15, somarmos um número maior de ondas com comprimentos de onda ligeiramente diferentes e amplitudes diferentes. A Figura 
5-16a mostra, por exemplo, no instante t = 0, a superposigáo de sete cossenos com comprimentos de onda de X 9 = 1/9 a X\ 5 = 

1/15 (números de onda de k 9 = 1871 a k\ 5 = 307i) e amplitudes 1/4, 1/3, 1/2, 1, 1/2, 1/3 e 1/4. As ondas estáo todas em fase emi = 

15 

0 e estáo novamente em fase em x = ±1, x = ±2, ... A onda resultante y(x , 0) = ^ y t {x, 0) tem amplitude máxima para esses 

i— 

valores de x e outras amplitudes para outros valores de x, dependendo da fase relativa das ondas (veja a Figura 5-16¿). Se 
superpusermos um número infinito de ondas no mesmo intervalo de comprimentos de onda e comprimentos de onda da Figura 
5-16a, mas com o número de onda e a amplitude das ondas componentes variando continuamente, como na Figura 5-16c, o 
grupo central em torno de x = 0 será praticamente o mesmo da Figura 5-16Z?, mas os grupos secundários deixaráo de existir, pois 
as ondas se cancelaráo mutuamente. Assim, teremos formado um pacote de ondas que se propaga ao longo do eixo x com urna 
velocidade de grupo v g = dw/dk. A matemática necessária para demonstrar esse fato envolve o uso da integral de Fourier, que é 
o tema de urna Revisáo de Conceitos Clássicos. 

As velocidades de fase das ondas que formam o pacote sáo dadas pela Equagáo 5-14: 


L _3 

25 



Escrevendo essa relagáo na forma co = kv p e derivando em relagáo a k , obtemos a seguinte expressáo para a 
velocidade de grupo: 


da> , dv p 

v„ = = v„ + k 

* dk * dk 


5-16 


Se a velocidade de fase é a mesma para todas as frequéncias, dvldk = 0 e a velocidade de grupo é igual á velocidade de fase. 
Um meio no qual a velocidade de fase é a mesma para todas as frequéncias é chamado de nao dispersivo. Alguns exemplos de 
meios náo dispersivos sáo urna corda perfeitamente flexível para ondas mecánicas, o ar para ondas sonoras e o vácuo para ondas 
eletromagnéticas. Urna característica importante de um meio náo dispersivo é que, como todas as ondas harmónicas que 
formam um pacote de ondas se movem com a mesma velocidade, o pacote se propaga sem mudar de forma. Quando a 
velocidade de fase é diferente para diferentes frequéncias, o pulso muda de forma enquanto se propaga. Nesse caso, a 
velocidade de fase e a velocidade de grupo sáo diferentes e dizemos que o meio é dispersivo. Alguns exemplos de meios 
dispersivos sáo a água para as ondas do mar, urna corda que náo é perfeitamente flexível para as ondas mecánicas e um meio 
transparente como o vidro ou a água para as ondas luminosas. Normalmente, é a velocidade de grupo que é vista pelos 
observadores. 


Relagoes de Indeterminado Clássicas 

Note que a largura 9 Ax do pacote de ondas j(x,0) da Figura 5-16¿ é ligeiramente maior que 1/12, enquanto a largura do gráfico 
da amplitude das ondas em fungáo de k é Ak = 4n, ou seja, um pouco maior que 12 (Figura 5-16c), de modo que 

MAjc-1 5-17 

Após urna análise semelhante, concluimos que 

A cuAr ~ 1 5-18 

Os intervalos de números de onda e frequéncias das ondas harmónicas necessárias para formar um pacote de ondas dependem 
da extensáo e duragáo do pulso. Se a extensáo do pulso Ax é pequeña, o pacote de ondas deve ocupar um grande intervalo Ak de 
números de onda. Da mesma forma, se a duragáo A t do pulso é pequeña, o pacote deve ocupar um grande intervalo de 
frequéncias Acó. As Equagóes 5-17 e 5-18 foram escritas com o sinal de aproximagáo porque o valor exato dos produtos AxA k e 
AíAco depende da forma como os intervalos sáo definidos e da forma detalhada do pacote de ondas. A Equagáo 5-18 é 
conhecida como relagáo tempo de resposta-banda passante para expressar o fato de que um elemento de um circuito (um 
amplificador, por exemplo) deve ter urna grande banda passante (Acó grande) para responder a sinais de curta duragáo (A t 
pequeño) e vice-versa. 

As relagóes de indeterminagáo clássicas sáo usadas para definir os intervalos de frequéncia a que devem responder 
equipamentos eletrónicos de todos os tipos, de telefones celulares a supercomputadores. 









Existe urna pequeña vari agao da Equagáo 5-17 que também é usada para interpretar a relagáo entre Ax e Ak. Diferenciando o 
número de onda na Equagáo 5-13/?, obtemos a seguinte equagáo: 


dk - 


— 2iid\ 

~v~ 


5-19 


Substituindo as diferenciáis por pequeños intervalos e tomando o valor absoluto de ambos os membros, temos: 


A* = 


2tT A X 


que, quando substituida na Equagáo 5-17, nos dá 

\ 2 

AaAX — — 

2-77 


5-20 


De acordo com a Equagáo 5-20, o produto da extensáo de urna onda clássica, Ax, pela indeterminagáo (ou “erro”) na medida 
do comprimento de onda é sempre da ordem de X 2 /2n. Os exemplos a seguir ilustram o significado das Equagóes 5-17 e 5-18, 
conhecidas como relagóes de indeterminagáo clássicas , e da Equagáo 5-20. 


EXEMPLO 5-4 


_O Valor de AA para as Ondas do Mar Vocé está no meio de um cais de 20 m de comprimento e observa que, 

em um certo instante, existem 15 cristas de onda entre as duas extremidades do cais. Determine a margem de erro para o comprimento 
de onda calculado com base nesta informagáo. 


SOLUQÁO 

1. A indeterminagáo AA na medida do comprimento de onda é dada pela Equagáo 5-20: 


2. O comprimento de onda A é 

3. A extensáo total das ondas é 

Ax = 20 m 

4. Explicitando AA na Equagáo 5-20 e substituindo A e Ax por seus valores, obtemos: 

2 7T X 20 m 

1 cm 

Observagáo: Esta é a margem mínima de erro. Qualquer imprecisáo na contagem do número de cristas da onda e na medigáo do 
comprimento do cais aumenta a indeterminagáo do valor de X. 


AX = 


X 2 


AX 


2tt A.x 
0,013 m 
0,01 m = 


\2 

áje AX = — 

2-ir 


X = 


2() m 


15 cristas 


= 1,3 m 


EXEMPLO 5-5 


_Controle de Frequéncia A frequéncia da tensáo alternada produzida por urna usina de energia elétrica é 

mantida em 60,00 Hz. A frequéncia é mostrada em um painel digital na sala de controle. Quais devem ser o intervalo de medida da 
frequéncia e a frequéncia de atualizagáo do painel para que o erro de leitura náo exceda 0,01 Hz? 


SOLUQÁO 

Como oo = 2nf, Acó = 2nAf= 27ü( 0,01) rad/s e, portanto, 













Ai- l/iü> = 1/2 tt(0.01) 

At — 16 s 

Assim, para que o erro de leitura nao exceda 0,01 Hz, a frequéncia deve ser medida durante pelo menos 16 s e o painel nao deve ser 
atualizado mais do que urna vez a cada 16 s. 


Exercícios 

4. Qual é o parámetro mais importante para as telecomunicagóes, a velocidade de grupo ou a velocidade de fase? 

5. Quais sao os valores de Ax e Ak para urna onda harmónica, isto é, urna onda com urna frequéncia e um comprimento de onda 
únicos? 


Pacotes de Ondas de Matéria 

No caso das ondas de matéria, a grandeza análoga ao deslocamento y(x , i) para as ondas mecánicas, á pressáo P(x , i) para as 
ondas sonoras e ao campo elétrico £(x, i) para as ondas eletromagnéticas é a fungáo de onda , representada pelo símbolo ^(x, t). 
É a essa fungáo que vamos associar a probabilidade de encontrarmos a partícula e, como já antecipamos, o que “ondula”, no 
caso, é a probabilidade. Considere, por exemplo, urna onda associada a um elétron com urna única frequéncia e um único 
comprimento de onda. Urna onda desse tipo pode ser representada de várias formas diferentes, exatamente como urna onda 
clássica: ^(x,/) = A eos {kx - co¿), ^(x,/) = A sen(£x - co t) ou ^(x,í) = Ae i{kx G)t \ 

A velocidade de fase desta onda é dada por 


v p =fk = ( E/h)(h/p ) = E/p 

onde usamos as relagóes de de Broglie para a frequéncia e o comprimento de onda. No caso de urna partícula que esteja se 
movendo no espago vazio, longe de outras partículas, a única energía é a energía cinética, que, no caso nao relativístico, é dada 
por 


de modo que a velocidade de fase é 


r _ 1 m 2 - P 
E — — mv 
2 


2 
2 m 


v p = E/p = (p 2 l2m)lp = p/2m = v/2 

ou seja, a velocidade de fase é igual á metade da velocidade do elétron. Vemos, portanto, que a velocidade da onda de matéria 
associada a urna partícula nao é igual á velocidade da partícula. Além disso, urna onda de urna única frequéncia e comprimento 
de onda se estende a todo o espago, o que toma difícil associá-la a urna partícula. Na verdade, para representar adequadamente 
urna partícula como o elétron, urna onda de matéria deve ser localizada, ou seja, ^(x,0 deve ser um pacote de ondas constituido 
por ondas com vários números de onda k e frequéncias co. É o pacote de ondas ^(x,í) que esperamos que se mova com urna 
velocidade (a velocidade de gmpo) igual á da partícula, o que, como veremos daqui a pouco, realmente acontece. Ao observar a 
partícula, esperamos encontrá-la em algum ponto do pacote de ondas ASixj); a localizaqáo exata será assunto para a próxima 
seqáo. 

Para observar a diferenga entre a velocidade de fase e a velocidade de grupo, produza urna onda em urna piscina (ou 
em urna banheira) e observe que as ondulagóes que formam a onda parecem “passar por cima” da crista da onda com 
duas vezes a velocidade da onda. 


Para ilustrar a igualdade entre a velocidade de grupo das ondas de matéria e a velocidade v da partícula, é conveniente 
expressar as relagóes de de Broglie em urna forma um pouco diferente. Escrevendo a Equagáo 5-1 como 


e a Equagáo 5-2 como 


£ = hf= fto)/ 2 tt ou £ = ñiú 5-21 


h _ h hk 

X 2 t r/k 2 77 


ou 


E = hK 5-22 


a velocidade de grupo é dada por 




v g = d<ü!dk = (dElh)l(dplh ) = dE/dp 


Usando novamente a expressáo nao relativística E =p 2 /2m, obtemos: 

v g = dE/dp = p/m = v 

e, portanto, o pacote de ondas se propaga com a velocidade do elétron. Esta foi urna das razóes pelas quais de Broglie 

optou pelas Equagóes 5-1 e 5-2. (Na verdade, de Broglie usou as expressóes relativísticas para a energía e momento, que 
também levam a urna igualdade entre a velocidade de grupo e a velocidade da partícula.) 

5-4 Interpretagáo Probabilística da Fungáo de Onda 

Vamos examinar mais de perto a relagáo entre a fungáo de onda ^(v, t) q a localizagáo do elétron. Antes, porém, é conveniente 
discutir o caso da luz. A equagáo de onda para a luz é a Equagáo 5-11 com j; = £, o campo elétrico, como fungáo de onda. A 
energía por unidade de volume de urna onda luminosa é proporcional a ^ 2 , mas a energía de urna onda luminosa é quantizada 
em unidades de hf para cada fóton. Esperamos, portanto, que o número de fótons por unidade de volume seja proporcional a íf, 
urna relagáo que foi proposta pela primeira vez por Einstein. 

Considere o famoso experimento de dupla fenda (Figura 5-17). A figura que aparece na tela depende da interferencia das 
ondas que passam pelas fendas. Em um ponto da tela no qual a onda que passa por urna das fendas está defasada de 180° em 
relagáo á onda que passa pela outra fenda, o campo elétrico resultante é nulo, a energia luminosa também e o ponto náo é 
iluminado. Mesmo que a intensidade luminosa seja muito pequeña, podemos observar a figura de interferencia se substituimos 
a tela comum por um arranjo bidimensional de detectores de fótons (como, por exemplo, os de urna cámara digital) e 
esperamos um tempo suficiente. 


/ 



FIGURA 5-17 Figura de interferencia produzida por duas fontes. Se as fontes sáo coerentes e estáo em fase, as ondas interferem 
construtivamente nos pontos para os quais a diferenga de percurso, d sen 0, é igual a um número inteiro de comprimentos de onda. 











FIGURA 5-18 Formagáo da figura de interferencia em um experimento de duas fendas. A fotografía ( d) mostra a figura de interferencia 
que se forma quando o filme fotográfico é exposto a milhoes de elétrons. Se o experimento fosse realizado com fótons, a figura seria 
praticamente igual. Se o filme fosse observado em vários estágios, como depois de ser atingido por 28, 1.000 e 10.000 elétrons, as figuras 
seriam semelhantes ás que aparecem em (< a ), ( b ) e (c), exceto pelo fato de que os pontos seriam muito menores que os que aparecem na 
figura. Observe que nao existem pontos ñas regioes onde estáo os mínimos de interferencia. A probabilidade de um ponto qualquer do 
filme ser exposto é determinada pela teoría ondulatoria, independentemente do fato de serem usados elétrons ou fótons. [Fonte : (a), (b) e 
(c), E. R. Huggins, Physics I, copyright © by W. A. Benjamín, Inc., Menlo Park, California; (d), cortesía de C. Jonsson.] 

A interaqáo da luz com os detectores é um fenómeno quántico. Quando iluminamos os detectores por um tempo muito curto, 
usando urna fonte luminosa de baixa intensidade, nao vemos simplesmente urna versáo mais fraca da figura de interferencia; em 
vez disso, podemos observar os “pontos” resultantes da detecqáo individual dos fótons (veja a Figura 5-18). Nos locáis onde as 
ondas que passam pelas duas fendas interferem destrutivamente, nao é observado nenhum ponto; nos locáis onde as ondas 
interferem construtivamente, sao observados muitos pontos. Quando, porém, a exposiqáo é curta e a fonte luminosa é de baixa 
intensidade, flutuaqóes aleatorias em relaqáo aos resultados teóricos sao claramente visíveis. Quando a exposiqáo é 
suficientemente longa para que muitos fótons atinjam os detectores, as flutuaqóes se cancelam e a natureza quántica da luz nao 
pode ser observada. A figura de interferencia depende apenas do número total de fótons que chegam aos detectores e nao do 
tempo de exposiqáo. Mesmo quando a intensidade da fonte é táo baixa que nao existe mais do que um fóton se propagando em 
um dado instante de tempo , a figura de interferéncia está de acor do com as previs ó es da teoría ondulatoria. No caso de baixas 
intensidades, podemos dizer que é proporcional á probabilidade de detectamos um fóton em urna certa regiáo do espaqo. 
Nos pontos onde é nulo, nunca sao observados fótons; nos pontos onde ^ 2 tem um valor elevado, sao observados muitos 
fótons. 

Nao sao apenas as ondas eletromagnéticas que produzem figuras de interferéncia; essas figuras também sao produzidas por 
elétrons e outras partículas. Na teoría ondulatoria dos elétrons, a onda de de Broglie de um único elétron é descrita por urna 
funqáo de onda X V. A amplitude de em qualquer ponto está relacionada á probabilidade de que a partícula seja encontrada 
nesse ponto. Em analogía com a interpretaqáo de éj no caso das ondas luminosas, a grandeza l'í'l 2 é proporcional á 
probabilidade de que um elétron seja encontrado em urna certa regiáo do espago, em que |^| 2 = V F* V F é o produto da funqáo ¥ 
pelo seu complexo conjugado. Em urna dimensáo, |^| 2 dx é a probabilidade de que um elétron seja encontrado no intervalo dx. 10 
(Veja a Figura 5-19.) Chamando essa probabilidade de P(x)dx , em que P(x) é a fungáo distribuiqáo de probabilidade, temos: 

P(x)dx = l'í'fíiv 5-23 

No próximo capítulo, vamos discutir com mais detalhes a amplitude das ondas de matéria associadas a partículas e, em 
particular, o método matemático usado para calcular as amplitudes e probabilidades em várias situaqóes. O fato de nao 
havermos apresentado até agora urna interpretaqáo física para a amplitude das ondas de matéria, que se comportam como ondas 
clássicas, exibindo fenómenos como reflexáo, refraqáo, interferéncia e difraqáo e obedecendo ao principio da superposiqáo, tem 
urna razáo: no caso mais geral, a amplitude dessas ondas é um número complexo, com urna parte real e urna parte imaginária, a 
segunda proporcional a i = -\f _ |. Nao é possível medir ou interpretar diretamente números complexos em nosso mundo de 
números reais; entretanto, como vamos ver, definir as probabilidades em termos de | V F| 2 , que é sempre um número real, nao 
apresenta a mesma dificuldade. 





5-5 O Principio de Indeterminagáo 

As relagóes de indeterminagáo das ondas de matéria, que desempenham um papel importante na teoría quántica, sao análogas as 
relagóes de indeterminagáo clássicas (Equagóes 5-17 e 5-18). 
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FIGURA 5-19 Pacote de ondas tridimensional representando urna partícula em movimento ao longo do eixo x. O ponto indica a posigáo 
de urna partícula clássica. Observe que, com o passar do tempo, o pacote se toma mais largo. Este alargamento se deve ao fato de que a 
velocidade da fase nao é a mesma para todas as ondas que formam o pacote. (No caso de um pacote de ondas quadridimensional, difícil 
de representar gráficamente, o espalhamento também acontece na diregáo z.) 


Considere um pacote de ondas ^(x, t) que representa um elétron. A posigáo mais provável do elétron é o valor de x para o 
qual |Y(jc, t)\ 2 é máxima. Como |^(x, t)\ 2 é proporcional á probabilidade de que o elétron esteja em x e |^(x, t)\ 2 é diferente de 
zero para vários valores de x, existe urna indeterminagáo na posigáo do elétron (veja a Figura 5-19). Isso significa que, se 
medirmos as posigóes de vários elétrons que se encontram exatamente ñas mesmas condigóes (ou seja, elétrons que podem ser 
representados pela mesma fungáo de onda), náo obteremos sempre o mesmo resultado; a fungáo de distribuigáo dos resultados 
das medidas será ^(x, t )| 2 . Se o pacote de ondas for estreito, a indeterminagáo da posigáo será pequeña. Entretanto, as ondas 
harmónicas que formam um pacote de ondas estreito possuem muitos números de onda k. Como o momento está relacionado ao 
número de onda através da equagáo p = hk 9 o pacote também possui muitos valores de momento. Sabemos que, para todos os 
pacotes de onda, existe a seguinte relagáo entre Ax e Ak : 

MAjc-1 5-17 

Da mesma forma, existe a seguinte relagáo entre a duragáo de um pacote, A t, e a faixa de frequéncias das ondas que o pacote 
contém, Acó: 


Aü> At 1 5-18 

As Equagóes 5-17 e 5-18 expressam propriedades comuns a todos os tipos de ondas. Multiplicando essas equagóes por h e 
usando as relagóes p = hke E = /zcd, obtemos: 

Aj &p ~ h 


5-24 


e 


5-25 

As Equagóes 5-24 e 5-25 sao a expressáo matemática do principio de indeterminagáo , formulado em 1927 por Wemer K. 
Heisenberg. 11 A Equagáo 5-24 expressa o fato de que as fungóes de distribuigáo de posigáo e momento nao podem ser tomadas 
arbitrariamente estreitas ao mesmo tempo (veja a Figura 5-16); assim, as indeterminagóes ñas medidas de posigáo e momento 
estáo relacionadas entre si (Equagáo 5-24). Naturalmente, por causa dos erros experimentáis, o produto de Ax e Ap geralmente é 
muito maior do que h. O limite inferior náo se deve a urna deficiencia dos equipamentos de medida, algo que possa ser 
resolvido com o progresso da tecnología; trata-se de um limite intrínseco, associado ao dualismo ondapartícula. 

O principio de indeterminagáo de Heisenberg ajuda a explicar a existencia das partículas virtuais que mantém o núcleo 
atómico coeso (veja o Capítulo 11) e as flutuagóes quánticas que podem ter dado origem ao Big Bang (veja o Capítulo 
13). 

Para expressar o principio de indeterminagáo através de urna equagáo matemática, precisamos definir melhor o que significa 
a indeterminagáo das medidas de posigáo e momento. Se o x é o desvio-padráo das medidas de posigáo e o k é o desviopadráo das 
medidas de número de onda, o produto o x <3 k tem o valor mínimo de 1/2 quando as duas fungóes distribuigáo sáo gaussianas. 
Definindo Ax e Ap como desvios-padráo, o valor mínimo do produto das duas grandezas é ti! 2. Assim, 


Análogamente, 


A* A p s —h 


5-26 
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Exercício 

6. De acordo com o principio de indeterminagáo, jamais poderemos medir o momento de urna partícula com urna precisáo 
maior que um certo valor? 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
O Microscopio de Raios Gama 


Vejamos o que acontecería se tentássemos fazer urna medigáo táo precisa que violasse o principio de 
indeterminagáo. Urna das formas mais comuns de medir a posigáo de um objeto (um elétron, digamos) é iluminá-lo, isto é, banhá-lo 
com luz e examinar a figura de difragáo resultante. O momento pode ser medido observando novamente o elétron após alguns 
instantes e usando as duas observagoes para calcular a velocidade da partícula. Por causa dos efeitos de difragáo, náo podemos 
conhecer a posigáo de um objeto com urna precisáo maior que o comprimento de onda da radiagáo utilizada, de modo que usaremos a 
radiagáo de menor comprimento de onda conhecida, os raios gama. (Em principio, náo existe um limite inferior para o comprimento 
de onda das ondas eletromagnéticas.) Também sabemos que a luz possui momento e energía e que, portanto, afeta o movimento do 
elétron ao ser espalhada; assim, de vemos usar a menor intensidade possível de radiagáo. Reduzir a intensidade da radiagáo significa 
diminuir o número de fótons, mas precisamos usar pelo menos um fóton para observar o elétron. A menor intensidade possível, 
portanto, é a correspondente a um único fóton. O espalhamento de um fóton por um elétron constituí o efeito Compton, discutido na 
Segáo 3-4. O momento do fóton é hf/c = h/X. Quanto menor o X da radiagáo usada para medir a posigáo do elétron, maior o momento 
do fóton e, portanto, maior a perturbagáo sofrida pelo elétron, mas podemos analisar o evento de espalhamento e introduzir urna 
corregáo, contanto que o momento do fóton e o ángulo de espalhamento sejam conhecidos. 

A situagáo está ilustrada na Figura 5-20. (Heisenberg propós este problema como um gedankenexperiment, ou experimento 
imaginário.) Como um único fóton náo pode produzir urna figura de difragáo, podemos pensar na figura de difragáo como o resultado 
de urna série de experimentos iguais. A posigáo do elétron é determinada observando em um microscopio a posigáo do fóton 
espalhado. Vamos supor que apenas um fóton tenha sido utilizado. Podemos tomar como indeterminagáo da posigáo a resolugáo 
máxima que pode ser conseguida usando urna radiagáo de comprimento de onda X: 12 
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em que 0 é metade do ángulo subtendido pela lente (Figura 5-22 a e b). 
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FIGURA 5-20 (a) “Observagáo de um elétron” com o auxilio de um microscopio de raios gama, (b) Por causa do tamanho finito da lente, existe 
urna indeterminagáo Áp x ~ p sen 0 = h sen 0/X do momento do fóton difratado. A indeterminagáo do momento do elétron após o espalhamento é 
pelo menos igual a este valor, (c) A posigáo do elétron nao pode ser conhecida com urna precisáo maior que a largura do máximo central da 
figura de difragáo, Ax = X/sen 0. O produto das indeterminagóes, A p x Ax, é, portanto, da ordem de h , a constante de Planck. 

Vamos supor que a componente x do momento do fóton tenha sido determinada em um experimento anterior. Para chegar á tela e 
contribuir para a figura de difragáo da Figura 5-20c, o fóton espalhado precisa passar pela lente; assim, a componente x do momento 
do fóton espalhado pode ter qualquer valor entre 0 ep x = p sen 0, na qual p é o momento total do fóton espalhado. De acordo com a 
lei de conservagáo do momento, a indeterminagáo no momento do elétron depois do espalhamento deve ser maior ou igual á do fóton 
espalhado (seria igual, naturalmente, se o momento inicial do elétron fosse conhecido com precisáo); nesse caso, 
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Assim, embora o elétron pudesse ter urna posigáo e um momento precisamente definidos antes de ser observado; nossa observagáo 
introduziu inevitavelmente urna indeterminagáo nos valores medidos dessas grandezas. Isso ilustra o ponto essencial do principio de 
indeterminagáo: o fato de que o produto das indeterminagoes na posigáo e no momento nao pode ser menor que urna constante da 
ordem de h nem mesmo em principio , ou seja, ainda que as condigoes de observado sejam ideáis. Se o elétron fosse “iluminado” 
com outros elétrons em lugar de fótons, a conclusáo seria a mesma, já que a relagáo A = h/p é válida tanto para fótons como para 
elétrons. 


5-6 Algumas Consequéncias do Principio de Indeterminagáo 

No próximo capítulo vamos ver que a equagáo de Schródinger pode ser aplicada a muitos problemas de física atómica. 
Entretanto, nem sempre é fácil resolvé-la em situagoes concretas. O principio de indeterminagáo permite chegar a muitas 
conclusóes semiquantitativas a respeito do comportamento de sistemas atómicos sem necessidade de resolver o problema em 
todos os seus pormenores. A abordagem usada para aplicar o principio de indeterminagáo a sistemas atómicos será ilustrada 
inicialmente tomando como exemplo urna partícula localizada no interior de urna caixa. Em seguida, apresentaremos exemplos 
numéricos e discutiremos algumas consequéncias adicionáis do principio de indeterminagáo. 


Energía Mínima de urna Partícula em urna Caixa 

Urna consequéncia importante do principio de indeterminagáo é o fato de que urna partícula confinada em um espago finito náo 
pode ter energía cinética nula. Considere o caso de urna partícula em urna “caixa” unidimensional de comprimento L. Se 
sabemos com certeza que a partícula se encontra no interior da caixa, Ax náo pode ser maior que L. Isso significa que A p deve 
ser maior ou igual a h/L. (Como estamos interessados apenas em ordens de grandeza, vamos ignorar o fator 1/2 da Equagáo 5- 
26. De qualquer forma, muitas distribuigóes náo sáo gaussianas, de modo que, no caso geral, Ax A p > h! 2.) Vamos tomar o 
desvio-padráo como urna medida de A p: 


(a p ) 2 - C r - p)iv - {p 2 - 2 pp + p 2 )™ = p 2 - p 2 

No caso de urna caixa simétrica, o momento médio p é nulo, já que a probabilidade de a partícula estar se movendo para a 
direita em um determinado instante é igual á probabilidade de estar se movendo para a esquerda. Assim, temos: 


(¿/O 2 = 7 - 



e a energía cinética média é 


E = 



5-28 


Assim, de acordo com o principio de indeterminagáo, a energía de urna partícula (qualquer partícula) no interior de urna caixa 
fechada (qualquer caixa) náo pode ser nula. Essa energía mínima, que, no caso de urna partícula em urna caixa unidimensional, 
é dada pela Equagáo 5-28, é conhecida como energía de ponto zero. 


EXEMPLO 5-6 


_Partícula Macroscópica em urna Caixa Considere urna partícula pequeña mas macroscópica, de massa m = 

1(T 6 g, confinada em urna caixa unidimensional de comprimento L = 1CT 6 m. Calcule a energía cinética mínima da partícula e a 
velocidade correspondente. 


SOLUQÁO 

1. A energía cinética mínima é dada pela Equagáo 5-28: 






ñ 2 _ (1,055 x lO _34 J*s) 2 

" 2mLr ~ (2) (10" 9 kg) (10" f> m) 3 
= 5,57 X 10' 4S J 
= 3,47 X I0~ M cV 

2. A velocidade correspondente a esta energía cinética é 

j2E _ ¡2 {5*51 X 10 _48 J) 

V ” \~rñ ~ V KT 9 kg 

= 1,06 X 10“ 19 m/s 

Observagáo: Este cálculo mostra que, no caso de objetos macroscópicos, a energía cinética mínima associada ao principio de 
indeterminaqáo é táo pequeña que nao pode ser medida. 


EXEMPLO 5-7 


Elétron em urna Caixa de Dimensóes Atómicas Se a partícula em urna caixa unidimensional de 
comprimento L = 0,1 nm (o tamanho de um átomo) é um elétron, qual é a energía de ponto zero? 


SOLUQÁO 

Usando novamente a Equaqáo 5-28, obtemos: 

_ {he) 2 (197,3 eV-nin) 2 

2mc 2 Lr ~ 2(0,511 X Kí^eV) (0.1 nm) 2 

Os elétrons dos átomos tém urna energía cinética da mesma ordem de grandeza. 


Tamanho do Átomo de Hidrogénio 

A energía de um elétron de momento p a urna distancia r de um próton é dada por 

2 m r 

Tomando a indeterminaqáo na posiqáo do elétron, Ax, como igual a r, temos: 


Assim, a energia pode ser escrita na forma 
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Existe urna distancia r m para a qual E é mínima. Fazendo dE/dr = 0, obtemos os valores de r m eE m : 




7 ^— = a Q = 0.0529 nm 
ke £ $n 
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2ñ 2 


— 13,6 eV 


O fato de que o valor obtido para r m é exatamente igual ao raio da primeira órbita de Bohr se deve á escolha judiciosa de Ax = r 
em vez de 2 r ou r/2, valores igualmente razoáveis. O importante, porém, é que obtemos um valor da ordem de grandeza correta 














para o tamanho do átomo para qualquer valor razoável de Ax. 


Largura das Linhas Espectrais 

Urna das consequéncias da Equagáo 5-27 é o fato de que a energia de um sistema nao pode ser medida exatamente, a menos que 
a medida seja realizada durante um tempo infinito. Quando um átomo se encontra em um estado excitado, nao permanece 
indefinidamente nesse estado, mas sofre transigóes sucessivas para estados de menor energia até chegar ao estado fundamental. 
O decaimento de um estado excitado é um processo estatístico. 

Podemos considerar o tempo médio de decaimento, x, conhecido como tempo de vida do estado excitado, como urna medida 
do tempo disponível para determinar a energia do estado. No caso das transigdes atómicas, x é da ordem de 10 -8 s. A 
indeterminagáo na energia correspondente a esse tempo é dada por 


h 6.58 X 10~ 6 eV 

A¿ * ” = -- —R - 

T 10 *s 


lO“ 7 eV 


Esta indeterminagáo na energia faz com que haja urna indeterminagáo AX no comprimento de onda da luz emitida. No caso de 
transigóes para o estado fundamental, que tem urna energia perfeitamente determinada E 0 gragas ao tempo de vida infinito, a 
indeterminagáo percentual do comprimento de onda pode ser calculada da seguinte forma: 


o que nos dá, 
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A indeterminagáo na energia A E = h/x é denominada largura de linha natural e representada pelo símbolo r 0 . Outros efeitos 
responsáveis pelo alargamento das linhas espectrais sáo o efeito Doppler, o efeito de recuo e as colisóes atómicas. No caso de 
espectros óticos na faixa dos elétrons-volts, a largura de linha Doppler D é da ordem de 10 -6 eV á temperatura ambiente, ou 
seja, aproximadamente 10 vezes maior que a largura de linha natural, e a largura de linha de recuo pode ser ignorada. No caso 
de transigóes nucleares na faixa dos MeV, a largura de linha Doppler e a largura de linha de recuo sáo da ordem de eV, muito 
maiores que a largura de linha natural. Como vamos ver no Capítulo 11, em alguns casos especiáis de átomos em sólidos em 
baixas temperaturas, as larguras de linha Doppler e de recuo sáo praticamente nulas e a largura das linhas espectrais é a largura 
natural. Este efeito, conhecido como efeito Móssbauer em homenagem ao descobridor, é extremamente importante, pois 
permite gerar fótons com energías muito bem definidas, que podem ser usados em experimentos de altíssima precisáo. Assim, 
por exemplo, os fótons de 14,4 keV emitidos pelo átomo de 57 Fe tém urna largura natural 10 -11 vezes menor que a energia. 


Exercícios 

7. O que acontece com a energia de ponto zero de urna partícula em urna caixa unidimensional quando o comprimento da caixa 
tende a infinito? 

8. Por que o principio de indeterminagáo náo é importante no caso de objetos macroscópicos? 


EXEMPLO 5-8 


_Emissáo de um Fóton Quase todos os átomos excitados decaem, isto é, emitem um fóton, após um tempo x 

da ordem de 1(T 8 s. Qual é a indeterminagáo mínima (1) da energia e (2) da frequéncia do fóton emitido? 


SOLUQÁO 

1. Como a indeterminagáo mínima da energia é a largura de linha natural r 0 = /z/x, 






_ 6,63 x ltr 34 J’ & _ 4,14 x ID -15 eV*s 
0 2* X ](T S $ 2* X i<r tí s 

= 6,6 X LO" 8 eV 

2. De acordo com a rela9áo de de Broglie E = /zoo, temos: 

A E = hA oo = ñ(2n Af) = h Af 
de modo que a Equagáo 5-27 pode ser escrita na forma 

AEAt = hAfAt > h 

e, portanto, a indeterminagáo da frequéncia é dada por 

2tt A/ 2it X I0 -S 
1,6 X 10 7 H7 

Observagáo: A frequéncia dos fótons na regido visível do espectro é da ordem de 10 14 Hz. 


5-7 O Dualismo Onda-Partícula 

Vimos neste capítulo que o elétron, inicialmente considerado urna partícula, exibe as propriedades ondulatorias de difraqao e 
interferencia. Vimos também, em capítulos anteriores, que a luz, inicialmente considerada um fenómeno ondulatorio, apresenta 
as propriedades de urna partícula ñas interaqóes com a matéria, como no efeito fotelétrico e no efeito Compton. Na verdade, 
todos os fenómenos naturais (elétrons, átomos, luz, som) possuem aspectos corpusculares e aspectos ondulatorios. 

Costuma-se dizer, por exemplo, que os elétrons se comportam ao mesmo tempo como ondas e como partículas. Esta 
afirmaqáo pode parecer paradoxal para o leitor, já que, na física clássica, os conceitos de onda e de partícula sao mutuamente 
excludentes. Urna partícula clássica se comporta como urna bala de revólver: pode ser localizada e desviada, transiere energia 
bruscamente, através de colisóes, e nao exibe as propriedades de difraqáo e interferencia. Urna onda clássica se comporta como 
urna onda do mar: nao tem urna localizaqáo precisa, transiere energia de forma gradual e exibe as propriedades de difraqáo e 
interferencia. Nenhuma entidade, pensavam os cientistas até o inicio do século XX, podia se comportar ao mesmo tempo como 
urna partícula e urna onda. 

Hoje sabemos que os conceitos clássicos nao descrevem adequadamente nem as ondas nem as partículas. Tanto a matéria 
como a radiaqáo apresentam aspectos corpusculares e ondulatorios. Quando estamos estudando a emissáo e absorqáo de energia, 
os aspectos corpusculares predominam. Quando estamos mais preocupados com a propagaqáo de energia no espaqo, os aspectos 
ondulatorios sao dominantes. Observe que a emissáo e a absorqáo de energia sao eventos localizados. Assim, por exemplo, a luz 
atinge a retina do olho de um pesquisador e um fóton é absorvido, transferindo energia para um determinado cone ou bastonete: 
urna observaqáo acabou de ocorrer. Esta descriqáo ilustra o fato de que as observagóes de fenómenos físicos sao descritas em 
termos de aspectos corpusculares. Por outro lado, para prever a distribuiqáo da intensidade luminosa na retina do pesquisador, é 
preciso levar em conta as amplitudes de ondas que se propagaram no espaqo e foram difratadas na pupila. Assim, as previsoes , 
ou seja, estimativas prévias do que vai ser observado, sao descritas em termos de aspectos ondulatorios. Vamos analisar mais de 
perto esta questáo. 

Todo fenómeno pode ser descrito por urna funqáo de onda que é a soluqáo de urna equaqáo de onda. No caso da luz, a 
funqáo de onda é o campo elétrico £(jt, i) (em urna dimensáo), que é a soluqáo de urna equaqáo de onda como a Equaqáo 5-11. A 
funqáo de onda do elétron é chamada de ¥(*, i). A equaqáo de onda correspondente, denominada equagáo de Schródinger , será 
discutida no próximo capítulo. O quadrado do módulo da funqáo de onda é igual á probabilidade (por unidade de volume) de 
que o elétron seja observado em um ponto do espaqo. A funqáo de onda exibe as propriedades de urna onda clássica, como 
interferencia e difraqáo. Para podermos prever onde estará um elétron (ou qualquer outra partícula) em um instante futuro, 
temos que estudar a propagaqáo da funqáo de onda, usando métodos semelhantes aos da teoría ondulatoria clássica. Quando um 
elétron (ou um fóton) interage com outras partículas, a funqáo de onda é modificada pela interaqáo. Essa interaqáo pode ser 
descrita pela teoría corpuscular clássica, como no caso do efeito Compton. Existem casos em que a teoría corpuscular clássica e 
a teoría ondulatoria clássica levam aos mesmos resultados. Quando o comprimento de onda é muito menor que qualquer objeto 
ou abertura , os resultados obtidos usando a teoría corpuscular sao iguais aos obtidos usando a teoría ondulatoria, já que os 
efeitos de difragdo e interferencia sao pequeños demais para serem observados. Exemplos comuns sao a ótica geométrica, que 
pode ser considerada urna teoría corpuscular, e o movimento de bolas de futebol e avióes a jato. Quando estamos interessados 
apenas nos valores médios da energia e do momento, a teoría ondulatoria funciona táo bem como a teoría corpuscular. Assim, 







por exemplo, a teoría ondulatoria da luz prevé corretamente que a corrente elétrica total no efeito fotelétrico é proporcional á 
intensidade da luz. 
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Leitura Suplemental-1 

A ideia de que partículas de matéria como os elétrons também podem se comportar como ondas pode, á 
primeira vista, parecer paradoxal. Urna explicagáo particularmente lúcida do dualismo onda-partícula foi 
proposta por R. P. Feynman e serviu de base para o ensaio O Experimento de Duas Fendas, disponível no 
site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram a Equagáo 5-29 e as Figuras 5- 
21 e 5-22. 


Resumo 


TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1. Relagoes de de Broglie 

f=E/h 

5-1 


II 

5-2 


Os elétrons e todas as outras partículas apresentam propriedades 


ondulatorias, como interferencia e difragáo. 


2. Ondas de matéria 

Mostraram que os elétrons sao difratados por um monocristal de Ni 


de acordo com a equagáo de Bragg 


Davisson e Germer 

nk = D sen tp 

5-5 

3. Pacotes de ondas 

d 2 y _ 1 d 7 y 

5-11 

Equagáo de onda 

dx 2 v 2 di 2 


SkSx- ] 

5-17 

Relagóes de indeterminagáo 

SiaSt ~ l 

Vp =f\ = tó/k 

5-1S 


día dVp 


Velocidade de fase 

'' = S = + k Hk 

5-16 

Velocidade de grupo 

0 pacote de ondas se propaga com a velocidade da partícula, ou seja, a 

velocidade da partícula é igual á velocidade de grupo v g . 


Velocidade das ondas de matéria 



4. Interpretagáo probabilística 

0 módulo da fungáo de onda ao quadrado é proporcional á 
probabilidade de que a partícula seja observada no intervalo dx. 


P\ x)dx - [Yf dx 

5-23 

5. 0 principio de indeterminado de 



Heisenberg 
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5-26 


> — h 
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5-27 


Partícula em urna caixa 


onde as indeterminagoes sao definidas como os desvios-padráo 
correspondentes. 


Energía do átomo de hidrogénio 



5-28 


A energía mínima de urna partícula em urna “caixa” é maior que zero. 


De acordo com o principio de indeterminado, E m ¡ n = -13,6 eV, o 
mesmo valor obtido usando o modelo de Bohr. 
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1. Louis V. P. R. de Broglie (1892-1987), físico francés. Formado em historia, interessou-se por problemas de física e 
matemática por influencia do irmáo Maurice, que era físico, e chegou a trabalhar como técnico de rádio do exército francés (na 


Torre Eiffel) durante a Primeira Guerra Mundial. O assunto da tese de doutorado de de Broglie recebeu atengáo especial porque 


o orientador, Paul Langevin (que descobriu o principio no qual se baseia o sonar), comentou a respeito com Einstein, que 
descreveu a hipótese de de Broglie a Lorentz como “... o primeiro raio de luz a iluminar... o maior dos enigmas da física”. 
Recebeu o Prémio Nobel de Física de 1929, tomando-se a primeira pessoa a receber o prémio por urna pesquisa feita para urna 
tese de doutorado. 

2. L. de Broglie, New Perspectives in Physics , Basic Books, New York, 1962. 

3. Veja, por exemplo, Tipler, P., Physics for Scientists and Engineers , 5 th ed. (New York: W. H. Freeman and Co., 2008), 
Section 35-5. 

4. Jean-Baptiste Perrin (1870-1942), físico francés. Foi o primeiro a demonstrar que os raios catódicos eram na verdade 
partículas carregadas, o que serviu de inspiragáo para o experimento no qual J. J. Thomson mediu a razáo q/m dessas partículas, 
que hoje chamamos de elétrons. Foi também o primeiro a medir o tamanho aproximado dos átomos e moléculas e a calcular o 
número de Avogadro. Recebeu o Prémio Nobel de Física de 1926 pelo conjunto de suas pesquisas. 

5. Clinton Joseph Davisson (1881-1958), físico americano. Dividiu o Prémio Nobel de Física de 1937 com George Paget 
Thomson pela observagáo da difragáo de partículas. Davisson foi o primeiro cientista a ganhar o prémio Nobel por urna 




pesquisa que nao foi realizada em urna instituigáo de ensino. Lester Halbert Germer era um dos assistentes de Davisson no Bell 
Telephone Laboratories. 

6. As ondas de matéria, como qualquer onda, mudam de diregáo ao passarem de um meio (no caso, o cristal de Ni) para outro (o 
vácuo). Este efeito, que depende da razáo entre os índices de refragáo dos dois meios, pode ser calculado com o auxilio da lei de 
Snell. No caso de incidencia normal, a Equagáo 5-5 nao é afetada; para outros ángulos de incidencia, é necessária urna pequeña 
corregáo, que nao foi levada em conta nem na Figura 5-6 nem na Figura 5-7. 

7. Nobel Prize Lectures: Physics (Amsterdam e New York: Elsevier, 1964). 

8. Os físicos usam duas defmigóes diferentes para o número de onda. Para os físicos experimentáis, o número de onda é dado 
por k = Í/X; para os físicos teóricos, o número de onda é dado por k = 2n/X. Neste livro, adotamos a segunda definigáo. 

9. Por convengáo, a largura é definida como a distancia entre os pontos em que a amplitude da envoltória é igual á metade da 
amplitude máxima. 

10. Esta interpretagáo de |^| 2 foi proposta pela primeira vez pelo físico alemáo Max Bom (1882-1970), que sucedeu a Planck 
como professor da Universidade de Berlim. Bom recebeu o Premio Nobel de Física de 1954, em parte pela interpretagáo de | V F| 2 . 

11. Wemer Karl Heisenberg (1901-1976), físico alemáo. Depois de receber o título de Ph.D. sob a orientagáo de Sommerfeld, 
trabalhou como assistente de Bom e de Bohr. Foi diretor do projeto de pesquisa nuclear da Alemanha durante a Segunda Guerra 
Mundial. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1932 pela criagáo da mecánica quántica. 

12. O poder de resolugáo dos microscopios é discutido com detalhes em Jenkins, F. A. e H. E. White, Fundamentáis of Optics , 
4th ed. (New York: McGraw-Hill, 1976), pp. 332-334. A expressáo de Ax usada no texto é determinada pelo critério de 
Rayleigh, segundo o qual o limite de resolugáo de dois pontos corresponde ao caso em que o máximo central da figura de 
difragáo produzida por um dos pontos coincide com o primeiro mínimo da figura de difragáo produzida pelo outro ponto. 

13. Richard Phillips Feynman (1918-1988), físico americano. Esta discussáo foi inspirada no livro Lectures on Physics 
(Reading, MA: Addison-Wesley, 1965). Feynman compartilhou o Premio Nobel de Física de 1965 com S. Tomonaga e J. 
Schwinger pela criagáo da eletrodinámica quántica. Foi Feynman que, como membro da comissáo encarregada de investigar a 
explosáo do ónibus espacial Challenger , descobriu que o defeito estava nos anéis de retengáo dos foguetes auxiliares. Um dos 
expoentes da física americana, Feynman foi também um eximio tocador de bongó e arrombador de cofres. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 5-1 A Hipótese de de Broglie 

5-1. (a) Qual é o comprimento de onda de um corpo de 1 g que se move com urna velocidade de 1 m por ano? ( b ) Qual deveria 
ser a velocidade do corpo para que o comprimento de onda fosse igual a 1 cm? 

5-2. Se a energía cinética de urna partícula é muito maior do que a energía de repouso, podemos usar a aproximagáo relativística 
E ~ pe. Use essa aproximagáo para calcular o comprimento de onda de um elétron com urna energia de 100 MeV. 

5-3. Os elétrons de um microscopio eletrónico sao acelerados por urna diferenga de potencial V 0 que faz com que o 
comprimento de onda seja 0,04 nm. Qual é o valor de F 0 ? 

5-4. Calcule o comprimento de onda de urna partícula com urna energia cinética de 4,5 keV supondo que se trata (a) de um 
elétron; (b) de um próton; ( c ) de urna partícula alfa. 

5-5. De acordo com a mecánica estatística, a energia cinética média de urna partícula a urna temperatura T é 3£772, onde k é a 
constante de Boltzmann. Qual é o comprimento de onda das moléculas de nitrogénio á temperatura ambiente? 

5-6. Determine o comprimento de onda de um neutrón com urna energia cinética de 0,02 eV (o valor aproximado de kT á 
temperatura ambiente). 

5-7. Um próton se move livremente entre duas paredes rígidas separadas por urna distáncia L = 0,01 nm. (a) Se o próton é 
representado por urna onda estacionária unidimensional, com um no em cada parede, mostré que os valores permitidos do 
comprimento de onda sao dados por X = 2L/n , em que n é um número inteiro positivo. ( b ) Encontré urna expressáo geral para a 
energia cinética do próton e determine os valores dessa energia para n = 1 e n = 2. 

5-8. Qual deve ser a energia cinética de um elétron para que a razáo entre o comprimento de onda de de Broglie e o 
comprimento de onda de Compton seja (a) 10 2 ; ( b ) 0,2; (c) 10 3 ? 

5-9. Calcule o comprimento de onda de um próton proveniente do espago sideral cuja energia é (a) 2 GeV; ( b ) 200 GeV. 

Segáo 5-2 Medida do Comprimento de Onda das Ondas de Matéria 

5-10. Qual é o ángulo de Bragg cp para elétrons difratados por um cristal de níquel se a energia dos elétrons é (a) 75 V; ( b ) 100 


eV? 


5-11. Calcule a energia cinética de um próton cujo comprimento de onda de de Broglie é 0,25 nm. Se um feixe de prótons com 
esse comprimento de onda é difratado por um cristal de calcita com urna distancia interplanar de 0,304 nm, qual é o ángulo 
correspondente ao máximo de difragáo de Bragg de primeira ordem? 

5-12. (a) O ángulo de difragáo de elétrons de 50 eV em um cristal de MgO é 55,6°. Qual é a distáncia interatómica DI {tí) Qual 
é o ángulo de difragáo para elétrons de 100 eV? 

5-13. Um cristal tem urna familia de planos cujo espagamento é 0,30 nm. Um feixe de néutrons incide normalmente no cristal e 
o primeiro máximo de difragáo é observado em c|) = 42°. Determine o comprimento de onda e a energia cinética dos néutrons. 

5-14. Mostré que no experimento de Davisson e Germer com elétrons de 54 eV, usando planos com D = 0,215 nm, nao é 
possível observar picos de difragáo correspondentes a n > 2. 

5-15. Um feixe de elétrons com urna energia cinética de 350 eV incide normalmente á superficie de um cristal de KC1 que foi 
cortado de tal forma que o espagamento D entre átomos vizinhos nos planos paralelos á superficie é 0,315 nm. Calcule o ángulo 
cp para o qual sao observados picos de difragáo de todas as ordens possíveis. 

Segáo 5-3 Pacotes de Ondas 

5-16. Informagóes sao transmitidas através de um cabo, na forma de pulsos elétricos, a urna taxa de 100.000 pulsos/s. ( a ) Qual a 
maior duragáo que os pulsos podem ter sem que haja superposigáo? ( b ) Para essa duragáo, qual deve ser a banda passante 
mínima do receptor? 

5-17. Duas ondas harmónicas se propagam simultáneamente em um fio comprido. As ondas podem ser descritas pelas fungóes 
y\ = 0,002 cos(8,0v - 400/) ey 2 = 0,002 cos(7,6v - 380/), onde y ex estáo em metros e / em segundos, (a) Escreva a fungáo de 
onda da onda resultante na forma da Equagáo 5-15. ( b ) Qual é a velocidade de fase da onda resultante? (c) Qual é a velocidade 
de grupo? ( d) Calcule a distáncia Av entre dois zeros sucessivos do pacote de ondas e determine essa distáncia em fungáo de Ak. 

5-18. (a ) Demonstre, a partir da Equagáo 5-16, que a velocidade de grupo também pode ser expressa na forma 

v g = Vp-X{dv p /dX) 

( b ) A velocidade de fase da luz no vidro comum varia com o comprimento de onda, ou seja, o vidro é um meio dispersivo. Qual 
é a forma geral da variagáo de v com X no vidro? O valor de dv/dk é positivo ou negativo? 

5-19. Um aparelho de radar usado para medir a velocidade de bolas de tenis emite pulsos com um comprimento de onda de 2,0 
cm e urna duragáo de 0,25 ps. ( a ) Qual é a duragáo do pacote de ondas produzido? ( b ) Para que frequéncia o receptor deve ser 
sintonizado? (c) Qual deve ser a banda passante mínima do receptor? 

5-20. A frequéncia natural de um certo diapasáo é 880 Hz. Se o diapasáo é golpeado com um pequeño martelo e um quarto de 
segundo mais tarde é envolvido com urna flanela, qual é, aproximadamente, a faixa de frequéncias contida no pulso sonoro 
emitido pelo diapasáo? 

5-21. Se urna linha telefónica pode transmitir urna faixa de frequéncias Af= 5.000 Hz, qual é a duragáo aproximada do pulso 
mais curto que a linha é capaz de transmitir? 

5-22. (a) Vocé é encarregado de montar um experimento de duas fendas usando elétrons de 5 eV. Se vocé deseja que o primeiro 
mínimo da figura de difragáo seja observado para um ángulo de 5 o , qual deve ser a distáncia entre as fendas? (tí) A que 
distáncia das fendas deve estar o plano do detector para que a distáncia entre os primeiros mínimos de um lado e do outro do 
máximo central seja 1 cm? 

Segáo 5-4 Interpretado Probabilística da Fungáo de Onda 

5-23. Urna esfera rígida tem 100 g de massa, 1 cm de raio, urna energia cinética de 2 J, nao está sujeita a nenhuma forga e está 
confinada a urna regiáo entre duas paredes rígidas separadas por urna distáncia de 50 cm. (a) Qual é a probabilidade de que, em 
um determinado instante, o centro da esfera esteja exatamente a meio caminho entre as duas paredes? {tí) Qual é a probabilidade 
de que o centro da esfera esteja entre as marcas de 24,9 e 25,1 cm? 

5-24. A fungáo de onda de urna partícula que se move em urna dimensáo entre duas paredes separadas por urna distáncia L é 
¥(*) = A sen{nx/L). Supondo que a partícula nao pode deixar a regiáo entre as paredes, qual é o valor de ^4? 

5-25. A fungáo de onda que descreve o estado de um elétron confinado ao eixo v é dada, no instante / = 0, por 

x ¥{xfi)=Ae~ x2/4 ° 2 

Determine a probabilidade de que o elétron seja encontrado em urna regiáo dx com centro em {a) x = Q\{tí)x = a; (c) x = 2o. (d) 
Qual é a posigáo mais provável do elétron? 


Segáo 5-5 O Principio de Indeterminado 

5-26. Um diapasáo de frequéncia f Q vibra durante um intervalo de tempo A t, produzindo urna forma de onda como a da Figura 
5-23. Esta fungáo de onda é semelhante a urna onda harmónica, exceto pelo fato de que está limitada a um intervalo de tempo 
At e a urna distancia Av = vAt, em que véa velocidade de fase. Seja N o número aproximado de ciclos da oscilagáo. Podemos 
determinar a frequéncia contando o número de ciclos e dividindo o resultado por At. ( a ) A contagem do número de ciclos 
envolve urna indeterminagáo de ± 1 ciclo. Explique por qué (veja a figura). Qual é a indeterminagáo resultante no cálculo da 
frequéncia/? ( b ) Escreva urna expressáo para o número de onda k em fungáo de A x q N. Mostré que a indeterminagáo de A(±l) 
leva a urna indeterminagáo A k = 2n/Ax no valor de k. 
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FIGURA 5-23 Problema 5-26. 


5-27. Se um estado excitado de um átomo tem um tempo de vida de 10 7 s, qual é a indeterminagáo da energía dos fótons 
emitidos por esse átomo em urna transigáo espontánea para o estado fundamental? 

5-28. A observagáo de urna joaninha de 5 mm de diámetro e 1,0 mg de massa, usando urna lente de baixa ampliagáo, revela que 
o inseto está parado, com urna indeterminagáo de 1(T 2 mm. Com que velocidade a joaninha pode estar se movendo? 

5-29. O 222 Rn decai por emissáo de urna partícula a com um tempo de vida de 3,823 dias. A energia cinética da partícula a é 
5,490 MeV. Qual é a indeterminagáo da energia cinética? Explique em urna frase de que forma o tempo de vida finito do estado 
excitado do núcleo de radónio afeta a indeterminagáo de energia da partícula a emitida. 

5-30. Se a indeterminagáo da posigáo é igual ao comprimento de onda de urna partícula, qual é a relagáo entre a indeterminagáo 
e o valor do momento da partícula? 

5-31. Em urna das historias do personagem de G. Gamow chamado Mr. Tompkins, o herói visita urna “selva quántica” na qual h 
tem um valor muito grande. Suponha que vocé se encontré em um local onde h = 50 J • s. Um leopardo passa correndo, a 
poucos metros de distáncia. O animal tem 2 m, do focinho até a ponta da cauda, urna massa de 30 kg e está se movendo com 
urna velocidade de 40 m/s. Qual é a indeterminagáo na posigáo do “ponto médio” do leopardo? Descreva em urna frase qual 
seria o aspecto do leopardo nessas circunstáncias. 

5-32. Para determinar a posigáo de urna partícula (um elétron, por exemplo) usando ondas eletromagnéticas (ou seja, 
“iluminando” a partícula), o comprimento de onda da radiagáo usada deve ser no máximo da mesma ordem que a precisáo 
desejada. Calcule o momento e a energia de um fóton com um comprimento de onda X = 5 x 1CT 12 m. Se a posigáo de um 
elétron é determinada com urna precisáo Av = 5 x 1(T 12 m, qual é a indeterminagáo do momento do elétron? 

5-33. O decaimento de átomos e núcleos a partir de estados excitados muitas vezes deixa o sistema em outro estado excitado de 
menor energia. (a) Um exemplo é o decaimento do núcleo de 48 Ti. O estado excitado superior tem um tempo de vida de 1,4 ps; 
o estado excitado inferior, um tempo de vida de 3,0 ps. Qual é a indeterminagáo relativa AE/E da energia dos raios gama de 
1,3117 MeV que sáo emitidos na transigáo do estado superior para o inferior? ( b ) Outro exemplo é a linha H a da série de 
Balmer do hidrogénio. Nesse caso, o tempo de vida dos dois estados é praticamente o mesmo, 1(T 8 s. Qual é a indeterminagáo 
da energia dos fótons responsáveis pela linha H a l 

5-34. Usando lasers, é possível produzir pulsos luminosos com alguns femtossegundos de duragáo. Esses pulsos sáo táo curtos 
que náo é possível associar urna cor específica ao pulso. Para verificar que isso é verdade, calcule a duragáo de um pulso de 
láser cujo intervalo de frequéncias cobre toda a faixa do espectro visível (de 4,0 x 10 14 Hz a 7,5 x 10 14 Hz). 

Segáo 5-6 Algumas Consequéncias do Principio de Indeterminagáo 

5-35. Que tamanho deve ter um corpo para exibir efeitos de difragáo ao ser bombardeado com néutrons de 10 MeV? Existe algo 
na natureza com dimensóes dessa ordem de grandeza, que possa ser usado como alvo para demonstrar as propriedades 
ondulatorias de néutrons de 10 MeV? 

5-36. No interior dos núcleos, a forga atrativa entre os prótons e néutrons se manifesta através da troca de píons (veja o Capítulo 
11). Para que isso acontega sem que a lei de conservagáo da energia seja violada, o pión deve ser reabsorbido dentro de um 
intervalo de tempo compatível com o principio de indeterminagáo de Heisenberg. Considere a reagáo de emissáo p —> p + 7i, na 
qual m Jl = 135 MeV/c 2 . (a) Ignorando a energia cinética, de quanto é a violagáo da conservagáo de energia nesta reagáo? Dentro 










de que intervalo de tempo o pión de ve ser reabsorbido para que a lei de conservagáo da energía nao seja violada? 

5-37. Mostré que a relagáo Ap s As > h pode ser escrita na forma ALAcp > h para urna partícula que esteja se movendo em círculos 
em torno do eixo dos z, onde p s é o momento linear tangencial ao círculo, sé o comprimento de um arco de círculo, L é o 
momento angular e cp é o ángulo subtendido pelo arco de círculo. Com que precisáo é possível especificar a posigáo angular do 
elétron no átomo de Bohr? 

5-38. Um estado excitado de um certo núcleo tem urna meia-vida de 0,85 ns. Considerando que este tempo é a indeterminagáo 
A t para a emissáo de um fóton, use a Equagáo 5-25 para calcular a indeterminagáo da frequéncia, A/ e calcule Af/f para X = 0,01 
nm. 

5-39. Os tempos de vida das partículas conhecidas como ressonáncias nao podem ser medidos diretamente, mas sao calculados 
a partir da largura (ou indeterminagáo) da curva da segáo reta de espalhamento em fungáo da energía (veja o Capítulo 12). 
Assim, por exemplo, o espalhamento de um pión por um próton pode dar origem, através da reagáo n + p —> A, a urna 
ressonáncia A com urna massa de 1.685 MeV/c 2 e urna largura de 250 Mev, como mostra a Figura 5-24. Calcule o tempo de 
vida da ressonáncia A. 



Energía (MeV) 

FIGURA 5-24 Problema 5-39. 

Segáo 5-7 O Dualismo Onda-Partícula 

5-40. Urna partícula com urna massa de 4 g, que se move a urna velocidade constante de 100 m/s, atravessa um orificio. Qual 
deve ser, no máximo, a largura do orificio para que os efeitos de difragáo da onda de matéria associada á partícula sejam 
observados? Explique por que um objeto comum nao poderia passar pelo orificio. 

5-41. Dado que um objeto menor que o comprimento da onda da radiagáo que o ilumina nao pode ser “visto”, qual deve ser, no 
mínimo, a energía cinética dos elétrons de um microscopio eletrónico para que um átomo com um diámetro de 0,1 nm, o 
tamanho aproximado de um átomo de silicio, possa ser observado? 

NÍVEL II 

5-42. No interior de um núcleo atómico, os prótons e néutrons estáo confinados em urna regiáo com aproximadamente 10 -15 m 
de diámetro, (a) Qual é a velocidade mínima de um próton ou neutrón nessas condigóes? ( b ) Qual é a energia cinética mínima 
de um próton ou neutrón nessas condigóes? (c) Qual seria a energia cinética mínima de um elétron nessas condigóes? 

5-43. Usando a expressáo relativística E 2 = p 2 c 2 + m 2 c 4 , (a) mostré que a velocidade de fase da onda associada a um elétron é 
maior que c ; ( b ) mostré que a velocidade de grupo da onda associada a um elétron é igual á velocidade do elétron. 

5-44. Mostré que, se y x e y 2 sao solugóes da Equagáo 5-11, a fungáo y 3 = C x y x + Qy 2 também é urna solugáo, quaisquer que 
sejam os valores das constantes C x e C 2 . 

5-45. O apito da policía de Londres tem urna frequéncia de 2.500 Hz. Se um guarda sopra o apito durante 3,0 s, ( a ) qual é a 
incerteza da frequéncia? {tí) Qual é a largura do pacote de ondas produzido? (c) Qual é a incerteza do comprimento de onda do 
som? (d) Qual é o comprimento de onda do som? 

5-46. Urna partícula de massa m está se mo vendo no interior de urna caixa unidimensional de comprimento L. (Suponha que a 
energia potencial da partícula no interior da caixa é nula e, portanto, a energia total é igual á energia cinética, p 2 l2m.) A energia 
da partícula é quantizada pela condigáo de onda estacionária rúd2 = L , na qual X é o comprimento de onda da partícula e n é um 
número inteiro. {a) Mostré que as energías permitidas sao dadas por E n = n 2 E x , na qual E x = /z 2 /8mZ 2 . ( b ) Determine E n para um 
elétron no interior de urna caixa com 0,1 nm de comprimento e faga um diagrama de níveis de energia para os estados de n = 1 a 
n = 5. Use o segundo postulado de Bohr,/= AE/h , para calcular o comprimento de onda da radiagáo eletromagnética emitida 
quando o elétron sofre urna transigáo (c) do estado n = 2 para o estado n = 1; {d) do estado n = 3 para o estado n = 2; ( e ) do 
estado n = 5 para o estado n= 1. 












5-47. (a) Use os resultados do Problema 5-46 para determinar a energía do estado fundamental (n = 1) e dos dois primeiros 
estados excitados de um próton em urna caixa unidimensional de comprimento L = 1CT 15 m = 1 fm. (Essas energías sao da 
mesma ordem de grandeza que as energías nucleares.) Calcule o comprimento de onda da radiagáo eletromagnética emitida 
quando o próton sofre urna transigáo ( b ) do estado n = 2 para o estado n = 1; (c) do estado n = 3 para o estado n = 2; (i) do 
estado n = 3 para o estado n= 1. 

5-48. ( a ) Urna partícula de massa m é confinada ao espago unidimensional entre duas barreiras infinitas situadas a urna distancia 
A urna da outra. Usando o principio de indeterminagáo, obtenha urna expressáo para a energía de ponto zero (energía mínima) 
da partícula, (tí) Use o resultado do item (a) para calcular a energia mínima de um elétron confinado ao espago entre duas 
barreiras infinitas para A = 1(T 10 m e A = 1 cm. (c) Calcule a energia mínima de urna esfera de 100 mg que pode se mover 
apenas entre dois pontos situados a 2 cm de distancia um do outro. 

5-49. Um próton e urna bala de revólver de 10 g se movem a urna velocidade de 500 m/s, medida com urna precisáo de 0,01%. 
Se as posigóes dos dois objetos sao medidas ao mesmo tempo que as respectivas velocidades, qual é a maior precisáo possível 
das medidas de posigáo? 

NÍVEL III 

5-50. Mostré que a Equagáo 5-11 é satisfeita pela fungáo y =y(cp) 9 na qual cp = x ~ vt, qualquer que seja a fungáo f 

5-51. Um elétron e um positrón se movem um em diregáo ao outro com a mesma velocidade escalar, 3 x 10 6 m/s. As duas 
partículas se aniquilam mutuamente e produzem dois fótons de mesma energia. (a) Quais eram os comprimentos de onda do 
elétron e do positrón? Determine (tí) a energia; (c) o momento; (d) o comprimento de onda dos fótons. 

5-52. Algumas partículas elementares podem “violar” a lei de conservagáo da energia criando outra partícula e tomando a 
absorvé-la logo em seguida. Assim, por exemplo, um próton pode emitir um pión positivo através da reagáo p —> n + 7i + , na qual 
n representa um neutrón. O pión tem urna massa de 140 MeV/c 2 . A reabsorgáo deve ocorrer dentro de um intervalo de tempo A t 
que seja compatível com o principio de indeterminagáo. (a) Determine, no exemplo acima, o excesso A E pelo qual a lei de 
conservagáo da energia foi violada (ignore a energia cinética), (tí) Por quanto tempo A t o pión pode existir? (c) Supondo que o 
pión esteja se movendo com urna velocidade praticamente igual á da luz, a que distáncia do núcleo consegue chegar no 
intervalo de tempo A f! (Como veremos no Capítulo 11, este é o alcance aproximado da interagáo nuclear forte.) (d) Supondo 
que no momento em que um pión é reabsorbido outro pión é emitido, quantos píons seriam registrados por urna “cámara de 
núcleons” durante 1 ps? 

5-53. Inicialmente, de Broglie aplicou a Equagáo 5-2 aos fótons, imaginando que tivessem urna massa pequeña mas diferente de 
zero. Ele supós que as ondas de radiofrequéncia, com X = 30 m, viajavam com urna velocidade igual a pelo menos 99% da 
velocidade da luz visível, para a qual X = 500 nm. Partindo da expressáo relativística hf= jmc 2 , na qual y = (1 - v 2 /c 2 ) _1/2 , 
verifique a conclusáo do cientista de que o limite superior para a massa de repouso do fóton é 10“ 44 g. ( Sugestáo : Encontré urna 
expressáo para v/c em fungáo de hf e me 2 e suponha que me 2 « hf.) 

5-54. Suponha que vocé deixe cair várias bolinhas de chumbo em um alvo desenhado no cháo. De acordo com o principio de 
indeterminagáo, mesmo que o ponto médio de langamento esteja situado diretamente acima da mosca, as bolinhas náo caem 
necessariamente na mosca, pois o resultado do experimento depende da indeterminagáo das condigóes iniciáis. (< a ) Se existe 
urna indeterminagáo Av na posigáo horizontal da bolinha e urna indeterminagáo Av x na componente horizontal da velocidade da 
bolinha, escreva urna expressáo para a dispersáo mínima AX dos pontos de impacto em relagáo ao centro do alvo, supondo que 
a distáncia vertical entre o ponto de langamento e o alvo é y 0 . (b) Modifique o resultado do item (a) para incluir o efeito sobre 
AX das indeterminagóes Ay e Av^ no ponto de langamento. 

5-55. Usando a aproximagáo de primeira ordem para o efeito Doppler,/ =fo(l + v/c), calcule a variagáo de energia de um fóton 
de 1 eV emitido por um átomo de ferro que está se aproximando do observador com urna energia 3£772 a urna temperatura T = 
300 K. Compare este alargamento Doppler com a largura de linha natural calculada no Exemplo 5-8. Repita o cálculo para um 
fóton de 1 MeV emitido em urna transigáo nuclear. 

5-56. Calcule a ordem de grandeza da variagáo de energia de um fóton associada ao recuo de um núcleo de ferro se a energia do 
fóton for (a) 1 eV; (tí) 1 MeV. Para isso, calcule primeiro o momento do fóton e depois o valor de p 2 l2m para o núcleo usando o 
valor calculado para o momento do fóton. Compare os resultados com a largura de linha natural calculada no Exemplo 5-8. 


A Equagáo de Schródinger 
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6-6 Reflexáo e Transmissáo de Ondas 


O fato de que o uso de ondas clássicas estacionárias parecía ser urna forma natural de quantizar o momento e a energía das 
partículas com massa de repouso diferente de zero, apoiado pela demonstragáo experimental da difragáo de elétrons e 
outras partículas, inspirada na hipótese de de Broglie, levou os físicos a buscar urna teoría ondulatoria para o elétron análoga á 
teoría ondulatoria da luz. Nessa teoría ondulatoria do elétron, a mecánica clássica aparecería como o limite para pequeños 
comprimentos de onda, assim como a ótica geométrica é o limite da teoría ondulatoria da luz para pequeños comprimentos de 
onda. A génese da teoría correta é descrita da seguinte forma por Félix Bloch, 1 que estava presente na ocasiáo: 

... em um dos coloquios seguintes [no inicio de 1926], Schródinger apresentou urna explicagáo muito clara do modo como de 
Broglie associava urna onda a urna partícula e a forma como ele [de Broglie] podía chegar ás regras de quantizagáo... impondo que 
urna órbita estacionária contivesse um número inteiro de ondas. Quando terminou, Debye 2 comentou que achava aqueta forma de 
trabalhar quase infantil... [que para] lidar com ondas de forma adequada, era preciso dispor de urna fungáo de onda. 

Em 1926, Erwin Schródinger 3 publicou sua hoje famosa equagáo de onda, que govema a propagagáo das ondas de matéria, 
incluindo as dos elétrons. Alguns meses antes, na tentativa de explicar os fenómenos atómicos, Wemer Heisenberg havia 
proposto urna teoría, aparentemente distinta, que envolvía apenas grandezas mensuráveis. Grandezas dinámicas, como energía, 
posigáo e momento, eram representadas por matrizes; os elementos diagonais dessas matrizes representavam os resultados 
possíveis das medidas. Embora as teorías de Schródinger e Heisenberg paregam diferentes, o próprio Schródinger provou que 
sáo equivalentes, isto é, que urna pode ser demonstrada a partir da outra. A teoría resultante, hoje conhecida como mecánica 
ondulatoria ou mecánica quántica, foi urna das teorías mais bem-sucedidas de todos os tempos. Embora seus principios possam 
parecer estranhos para aqueles de nos cujas experiencias se limitam ao mundo macroscópico, e embora a matemática necessária 
para resolver até mesmo os problemas mais simples seja bastante sofisticada, parece náo haver alternativa para descrever 
corretamente os resultados experimentáis da física atómica e nuclear. Neste livro, vamos limitar nosso estudo á teoría de 
Schródinger porque é mais fácil de aprender e um pouco menos abstrata que a teoría de Heisenberg. Inicialmente, vamos limitar 
nossa discussáo a problemas unidimensionais que envolvem urna só partícula. 


6-1 A Equagáo de Schródinger em Urna Dimensáo 



A equagáo de onda que governa o movimento de elétrons e outras partículas com massa de repouso diferente de zero, que é 
análoga á equagáo de onda clássica (Equagáo 5-11), foi proposta por Schródinger no final de 1925 e hoje é conhecida como 
equagáo de Schródinger. Como a equagáo de onda clássica, a equagáo de Schródinger relaciona as derivadas da fungáo de onda 
em relagáo ao tempo e em relagáo ao espago. O raciocinio seguido por Schródinger para chegar á equagáo que recebeu o seu 
nome foi algo tortuoso e nao há necessidade de reproduzi-lo aqui. De qualquer forma, a equagáo de Schródinger náo pode ser 
demonstrada, assim como náo é possível demonstrar as leis de Newton. A validade de equagáo de Schródinger , como a de 
qualquer equagáo fundamental , está na concordancia com os resultados experimentáis. Como a segunda lei de Newton, a 
equagáo de Schródinger náo é relativisticamente correta, ou seja, vale apenas para velocidades muito menores que a velocidade 
da luz. Apesar disso, como o leitor bem sabe, as leis de Newton sáo perfeitamente satisfatórias para resolver urna imensa 
quantidade de problemas náo relativísticos. O mesmo acontece com a equagáo de Schródinger quando é aplicada a problemas 
náo relativísticos de física atómica, molecular e da matéria condensada. Schródinger tentou, sem sucesso, formular urna equagáo 
de onda relativística, o que so foi conseguido por Dirac em 1928. 

Embora fosse apropriado simplesmente postular a equagáo de Schródinger, podemos ter urna ideia do que esperar 
considerando primeiro a equagáo de onda para fótons, que é a Equagáo 5-11 com a velocidade v igual ace com a fungáo y(x , i) 
substituida pelo campo elétrico £(jt, t)\ 


1 
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Como vimos no Capítulo 5, urna solugáo particularmente importante desta equagáo é a fungáo de onda harmónica £(jc, t) = 
cos(áx - coi)- Diferenciando esta fungáo duas vezes, obtemos: 
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Substituindo na Equagáo 6-1, temos: 
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o) = kc 6-2 

Fazendo co = E/h e p = hk, já que se trata de urna radiagáo eletromagnética, temos: 

£ = pe 6-3 

que seja 
de onda 


que, como já vimos, é a relagáo entre a energía e o momento de um fóton. 

Vamos agora aplicar as relagóes de de Broglie a urna partícula como o elétron e determinar urna relagáo entre co e k 
análoga á Equagáo 6-2. Poderemos entáo usar este resultado para verificar qual de ve ser a diferenga entre a equagáo 
para elétrons e a Equagáo 6-1. A energía total de urna partícula (náo relativística) de massa m é dada por 





Erwin Schródinger. [Cortesía da Niels Bohr Library, American Institute ofPhysics .] 
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E = f- + V 
2m 
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em que Véa energía potencial. Combinando as relaqoes de de Broglie (Equaqoes 5-21 e 5-22) com a Equa?ao 6-4, obtemos: 


hH 2 

fw> = — + V 
2 m 


<i-5 


Existem duas diferengas importantes entre a Equagáo 6-5 e a Equagáo 6-2: a presenga da energía potencial Feo fato de que a 
frequéncia angular co nao varia linearmente com k. Observe que obtemos um fator de co quando derivamos urna fungáo de onda 
harmónica em relagáo ao tempo e um fator de k quando derivamos a fungáo em relagáo á posigáo. Esperamos, portanto, que a 
fungáo de onda para os elétrons relacione a derivada primeira em relagáo ao tempo á derivada segunda em relagáo ao espago e 
que também envolva a energia potencial do elétron. 

Finalmente, também é preciso que a equagáo de onda para os elétrons seja urna equagáo diferencial linear em relagáo á 
fungáo de onda ^(x, i). Isso assegura que, se ^(x, i) e X ¥ 2 (x, t ) forem solugóes da equagáo de onda para a mesma energia 
potencial, qualquer combinagáo linear destas solugóes também seja urna solugáo, isto é, que ^(x, t) = a\¥\(x, i) + a^M^x, 0 seja 
urna solugáo, em que a\ e a 2 sáo constantes arbitrárias. Urna combinagáo deste tipo é dita linear porque as fungóes ^(x, i) e 
^(x, i) aparecem apenas elevadas á primeira potencia. A linearidade garante que diferentes fungóes de onda se somem para 
produzir interferencias construtivas e destrutivas, que, como vimos, constituem urna característica importante das ondas de 
matéria. Observe, em particular, que (1) todos os termos da equagáo de onda devem ser lineares em relagáo a ¥(*, /); (2) todas 
as derivadas de ^(x, t) devem ser lineares em relagáo a ^(x, t). 4 


A Equacao de Schródinger 

Estamos agora prontos para postular a equagáo de Schródinger para urna partícula de massa m. Em urna dimensáo, a equagáo 
tem a seguinte forma: 
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dt 


6-6 


Vamos mostrar que esta equagáo é satisfeita por urna fungáo de onda harmónica no caso especial de urna partícula livre, isto é, 
sobre a qual náo age nenhuma forga e para a qual, portanto, a energia potencial é constante: F(x, i) = V 0 . Observe, em primeiro 
lugar, que urna fungáo da forma cos(¿x - cof) náo satisfaz esta equagáo porque a derivagáo em relagáo ao tempo transforma o 





cosseno em seno, mas duas derivagóes sucessivas em relagáo a v produzem um cosseno. Um raciocinio semelhante mostra que a 
fungáo sen(foc - co t) também nao pode ser urna solugáo. Entretanto, a forma exponencial da fungáo de onda harmónica satisfaz a 
equagáo. Considere a fungáo 

W(jm) = 

— A — o)f) 4- i sen(kx — wf) ] 6-7 

na qual A é urna constante. Nesse caso, 
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Substituindo essas derivadas na equagáo de Schródinger e fazendo V(x , i) = V 0 , obtemos: 

—+ V Q ^ ~ ihi-itoW 
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2m 

que é a Equagáo 6-5. 

Urna diferenga importante entre a equagáo de Schródinger e a equagáo de onda clássica está no fato de que o número 
imaginário i = ] aparece explícitamente 5 na equagáo de Schródinger. As fungóes de onda que satisfazem a equagáo de 

Schródinger náo sáo necessariamente reais, como podemos ver no caso da fungáo de onda de urna partícula livre (Equagáo 6-7). 
Isso significa que a fungáo de onda ^(v, t ) que satisfaz a equagáo de Schródinger náo é urna fungáo diretamente mensurável 
como a fungáo de onda clássica y(x, t ), já que os resultados de medigóes sáo necessariamente números reais. Entretanto, como 
vimos na Segáo 5-4, a probabilidade de encontrarmos um elétron no intervalo entre x q x + dx pode ser determinada, assim 
como podemos determinar a probabilidade de que o resultado de urna jogada de cara ou coroa seja cara. A probabilidade P(x)dx 
de que o elétron seja encontrado no intervalo entre x q x + dx foi definida pela Equagáo 5-23 como igual a l'Epdx. Esta 
interpretagáo probabilística de 'E foi proposta por Max Bom e reconhecida, apesar dos ¡mediatos e respeitáveis protestos de 
Einstein e Schródinger, como o modo mais apropriado de relacionar as solugóes da equagáo de Schródinger aos resultados de 
medigóes. A probabilidade de que um elétron esteja no intervalo dx , um número real, pode ser medida verificando que fragáo do 
tempo a partícula é encontrada nesta regiáo em urna série muito grande de situagóes iguais. Como ^(v, t ) é urna fungáo 
complexa, devemos modificar ligeiramente a interpretagáo da fungáo de onda que foi discutida no Capítulo 5 para que a 
probabilidade de encontrar o elétron no intervalo de dx , de acordo com a interpretagáo de Bom, seja um número real. Definimos 
essa probabilidade por meio da equagáo 

P{x,t)dx = \ 2 dx 6-8 

na qual ¥*, o complexo conjugado de 'E, é obtido substituindo i por ~i na fungáo 'E. 6 O fato de que 'E é urna fungáo complexa 
apenas reforga a ideia de que é inútil tentar responder a perguntas como “O que está oscilando em urna onda de matéria?” e “Em 
que tipo de meio as ondas de matéria se propagam?” A fungáo de onda náo passa de um artificio matemático; o que tem 
significado real é o produto = |^| 2 , que representa urna distribuigáo de probabilidade P(x , i) ou, como também é 
frequentemente chamado, urna densidade de probabilidade. Para manter a analogía com as ondas e fungóes de onda clássicas, 
^(v, i) é ás vezes chamada de amplitude de densidade de probabilidade ou simplesmente amplitude de probabilidade. 

A probabilidade de que um elétron seja encontrado no intervalo (x\, X\ + dx) ou no intervalo (x 2 , v 2 + dx) é a soma das 
probabilidades parciais, P{x\)dx + P(x?)dx. Como o elétron tem que estar necessariamente em algum ponto do espago, a soma 
das probabilidades para todos os valores possíveis de v deve ser igual a 1. Assim, temos: 7 
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A Equagáo 6-9 é conhecida como condigáo de normalizagáo. Esta condigáo desempenha um papel importante na mecánica 
quántica, pois impóe urna restrigáo adicional as possíveis solugóes da equagáo de Schródinger. No caso particular que estamos 
considerando, a condigáo de normalizagáo significa que a fungáo de onda ¥(*, t) deve tender a zero com rapidez suficiente para 
que a integral da Equagáo 6-9 permanega finita quando v —> ±oo. Se isso nao acontecer, a probabilidade nao poderá ser definida. 
Como vamos ver na Segáo 6-3, é esta restrigáo, combinada com as condigóes de contorno do problema, que leva á quantizagáo 
da energia de partículas confinadas. 

Nos capítulos que se seguem, vamos estudar as solugóes da equagáo de Schródinger para urna grande variedade de sistemas 
reais; ao longo deste capítulo, porém, estaremos interessados apenas em apresentar algumas das técnicas usadas para resolver a 
equagáo e discutir as propriedades muitas vezes surpreendentes das solugóes. Com este objetivo, vamos nos concentrar em 
problemas unidimensionais e usar algumas fungóes de energia potencial pouco realistas, como, por exemplo, barreiras infinitas, 
que nos permitiráo investigar as várias propriedades das solugóes sem nos perdermos em complicagóes matemáticas. Vamos 
descobrir que muitos problemas práticos podem ser resolvidos aproximadamente usando esses modelos simples. 


Separado das Fungóes do Tempo e do Espado de ip(x, í) 

Schródinger aplicou primeiro sua equagáo de onda a problemas simples como o do átomo de hidrogénio (no modelo de Bohr) e 
o do oscilador harmónico (no modelo de Planck), mostrando que a quantizagáo da energia nesses sistemas pode ser explicada 
naturalmente em termos de ondas estacionárias. Essas ondas também sao chamadas de autofungóes. Nos problemas em que a 
energia potencial nao varia com o tempo, as fungóes do tempo e do espago na equagáo de onda podem ser separadas, o que 
permite escrever a equagáo de Schródinger em urna forma muito mais simples. 8 Para isso, supomos que a fungáo \|/(jc, /)éo 
produto de urna fungáo apenas de x por urna fungáo apenas de t: 

'T (jc, r) = i1í(jc)4>(í) 6-10 


Vamos mostrar em seguida que a fungáo ¥(*, t) pode ser escrita na forma da Equagáo 6-10 nos casos em que fungáo potencial 
nao varia com o tempo , ou seja, pode ser escrita na forma V(x). 

Substituindo ¥(*, t), dada pela Equagáo 6-10, na equagáo de Schródinger, Equagáo 6-6, obtemos: 


o que nos dá 
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dx 2 


+ 


V(jc)4j(jc)4>(0 = 


dá>(t) 

dt 
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onde as derivadas agora sao ordinárias e nao parciais. Dividindo a Equagáo 6-12 por \\r(x)$(t), temos: 


-* 2 i , v _ i 

2 m 4r(¿ : ) dx A <b (f) dt 
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Observe que o lado esquerdo da Equagáo 6-13 é fungáo apenas deieo lado direito é fungáo apenas de t. Isso significa que 
variagóes de t nao podem afetar o valor do lado esquerdo da Equagáo 6-13 e variagóes de x nao podem afetar o valor do lado 
direito. Assim, os dois lados da equagáo devem ser iguais á mesma constante C, conhecida como constante de separagáo , e 
vemos que a hipótese da Equagáo 6-10 é válida: as variáveis podem ser separadas. Com isso, substituimos urna equagáo 
diferencial parcial com duas variáveis independentes, a Equagáo 6-6, por duas equagóes diferenciáis ordinárias com apenas urna 
variável independente cada urna: 
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6-15 










Vamos resolver primeiro a Equagáo 6-15. Existem dois motivos para isso: (1) a Equagáo 6-15 nao envolve o potencial F(x); em 
consequéncia, a parte dependente do tempo §(t) de todas as solugóes ^(x, t) da equagáo de Schródinger tem a mesma forma 
quando o potencial nao varia com o tempo, de modo que so precisamos fazer o cálculo urna vez; (2) a constante de separagáo C 
tem um significado especial que queremos discutir antes de resolver a Equagáo 6-14. A Equagáo 6-15 pode ser escrita na forma 


c te 

. , . = —dt = ——dt 
4 > (/) di ñ 
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A solugáo geral da Equagáo 6-16 é 


4>(f) = e~‘ c,/A 
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que também pode ser escrita na forma 


<|>(í) = e ,cv * = cos (^“) ~ ¿seíl (x) = 

/ ct\ . / a\ 

= coül 277 —j - í Sonl ¿'iry j 
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Assim, §(t), que descreve a variagáo com o tempo de ^(x, t ), é urna fungáo oscilatoria de frequéncia /= C/h. Entretanto, de 
acordo com a relagáo de de Broglie (Equagáo 5-1), a frequéncia da onda representada por ^(x, i) é f= E/h\ assim, a constante de 
separagáo C deve ser igual a E, a energía total da partícula, e, portanto, 


()>(/) - e~ iE '¡ k 
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para todas as solugóes da Equagáo 6-6 que envolvem potenciáis independentes do tempo. Fazendo C = E na Equagáo 6-14 e 
multiplicando ambos os membros por \|/(x), obtemos: 


—ñ 2 A* (-0 
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+ = £t|r(jc) 


6-18 


A Equagáo 6-18 é conhecida como equagáo de Schródinger independente do tempo. 

A equagáo de Schródinger independente do tempo em urna dimensáo é urna equagáo diferencial ordinária com apenas urna 
variável independente e, portanto, é muito mais fácil de lidar que a forma geral da equagáo de Schródinger (Equagáo 6-6). A 
condigáo de normalizagáo da Equagáo 6-9 pode ser expressa em termos de \|/(x), já que a variagáo com o tempo desaparece 
quando calculamos o quadrado do valor absoluto da fungáo de onda: 
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e, portanto, a Equagáo 6-9 se reduz a 



(jc)iIj (*)<&: = 1 
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Condigoes que urna Fungáo de Onda Deve Satisfazer 

A forma da fungáo de onda \|/(x) que satisfaz a Equagáo 6-18 depende da forma da fungáo energía potencial V(x). Ñas próximas 
segóes, vamos discutir alguns problemas simples, mas importantes, nos quais V(x ) é especificada. Os potenciáis usados nesses 
exemplos seráo aproximagóes de potenciáis encontrados na natureza, simplificados para facilitar os cálculos matemáticos. Em 
alguns casos, a derivada da energía potencial pode ser descontinua, isto é, V(x) pode ter urna forma em urna regiáo do espago e 
outra forma em urna regiáo vizinha. [Esta é urna aproximagáo válida de situagóes reais ñas quais V(x) varia rápidamente em 
urna pequeña regiáo do espago, como a superficie de um metal.] O método usado nesses casos consiste em resolver 
separadamente a equagáo de Schródinger para cada regiáo e exigir que as solugóes sejam iguais nos pontos de transigáo. 

Como a probabilidade de encontrar urna partícula náo pode variar descontinuamente de um ponto para o ponto vizinho, a 
fungáo de onda \j/(x) deve ser continua. 9 Como a equagáo de Schródinger envolve a derivada segunda cfi\\f/dx 2 = \i/"(jv), a 
derivada primeira, d\\r/dx = \|/'(x) [que é a inclinagáo de \|/(jc)], também de ve ser continua. Assim, o gráfico de \|/(x) em fungáo de 
x náo deve apresentar variagóes bruscas. [Nos casos especiáis em que a energia potencial é infinita em urna certa regiáo do 



espago, esta restrigáo nao existe. Como nenhuma partícula pode ter energía potencial infinita, \| j(x) deve ser nula ñas regióes 
onde V(x) é infinita. Isso significa que, na fronteira de urna regiáo na qual a energía potencial é infinita, \|/'(x) deve ser 
descontinua para que \j /(x) se anule bruscamente.] 

Se \|/(v) ou d\\f/dx nao fosse finita ou unívoca, o mesmo acontecería com 'Ffv, t) ou cE¥/dx. Como veremos daqui a pouco, as 
previsóes da mecánica ondulatoria com relagáo aos resultados de medigóes envolvem essas duas grandezas e, portanto, fungóes 
de onda com essas propriedades nao seriam aceitáveis, já que grandezas mensuráveis, como momento angular e posigáo, jamais 
sao infinitas ou plurívocas. Urna restrigáo final quanto á forma da fungáo de onda \|/(v) é que \|/(v) deve tender a zero quando v 
—> zboo com rapidez suficiente para que a normalizagáo seja preservada. Vamos resumir, para futuras consultas, as condigóes que 
urna fungáo de onda \|/(v) deve satisfazer: 

1. \| f(x) deve existir, ser continua e satisfazer a equagáo de Schródinger. 

2. d\\t/dx deve existir e ser continua. 

3. \| j(x) e d\\t/dx devem ser finitas. 

4. \| /(x) e d\\f/dx devem ser unívocas. 

5. \|/ deve tender a zero com suficiente rapidez, quando v —► ±oo, para que a integral de normalizagáo, Equagáo 6-20, convirja. 

Exercícios 

1. Como a equagáo de onda clássica, a equagáo de Schródinger é linear. Por que isso é importante? 

2. Nao existe um fator i = \/— ] na Equagáo 6-18. Isso significa que \\r(x) deve ser real? 

3. Por que o campo elétrico £(jt, t) deve ser real? A equagáo de onda clássica pode ser satisfeita por fungóes complexas? 

4. Explique a relagáo entre a equagáo de Schródinger e a hipótese de de Broglie. 

5. Qual seria o efeito sobre a equagáo de Schródinger de somarmos a energía de repouso de urna partícula á energía total E que 
aparece na relagáo de de Broglie/= E/hl 

6. Descreva em palavras o que significa a normalizagáo da fungáo de onda. 


EXEMPLO 6-1 


_Lima Solugáo da Equagáo de Schródinger Mostré que, para urna partícula livre, de massa m , que se move 

em urna dimensáo, a fungáo \j/(x) = A sen kx + B eos kx é urna solugáo da equagáo de Schródinger independente do tempo para 
qualquer valor das constantes A e B. 


SOLUQÁO 

Para urna partícula livre, V(x) = 0 e, portanto, a energía total é igual á energía cinética; assim, p = hk = (2 mE) m . Derivando \|/(x), 
obtemos: 


dx 


= kA eos kx - kB 'ienkx 


Derivando novamente, temos: 


Substituindo na Equagáo 6-18, 


Zm 


—r = — ,(:M sci \kx — k'fícoskx 
dx ■ 

— — k 2 (/i sen kx + ZícosA*) — — ír tl'C) 


[(—£ 2 )(,4sen£.r + Bcoskx)] = + Bcc&kx) 
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Como h 2 k 1 = 2 mE, temos: 


£t|r{je) = 


e, portanto, a fungáo dada é urna solugáo da Equagáo 6-18. 






6-2 O Pogo Quadrado Infinito 

Um problema que pode ser usado para ilustrar várias propriedades das fungoes de onda e também é um dos problemas mais 
fáceis de resolver usando a equagáo de Schródinger unidimensional independente do tempo é o do pogo quadrado infinito, 
também chamado de problema da partícula em urna caixa. Um exemplo macroscópico seria urna conta pendurada em um fio 
sem atrito e limitada a mover-se entre dois obstáculos impenetráveis. Podemos também construir urna “caixa” para elétrons 
usando eletrodos e grades em um tubo evacuado, como na Figura 6-1 a. As paredes da caixa sao representadas pelos potenciáis 
entre as grades G e os eletrodos C (Figuras 6-16 e 6-1 c). Para tomar as paredes mais altas e mais íngremes, basta aumentar o 
potencial V e diminuir a distancia entre os eletrodos e as grades, respectivamente. No limite, a energia potencial tem o aspecto 
da Figura 6-2, que é um gráfico da energia potencial de um pogo quadrado infinito. Neste problema, a energia potencial é da 
forma 


V(x) =o o < x < L 

V(x) = » x < 0 e x > L 

Embora um potencial assim definido seja claramente artificial, vale a pena analisar este problema a fundo, por várias razóes: (1) 
solugóes exatas da equagáo de Schródinger podem ser obtidas sem a difícil matemática que quase sempre é necessária no caso 
de potenciáis mais realistas; (2) o problema está relacionado de perto ao problema da corda vibrante da física clássica; (3) o 
problema pode ser usado para ilustrar muitos aspectos gerais dos problemas da mecánica quántica; (4) este potencial constitui 
urna aproximagáo razoável para algumas situagóes reais, como a de um elétron livre no interior de um metal (veja o Capítulo 
10 ). 
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FIGURA 6-1 (a) Um elétron que se encontré na regiáo entre as duas grades G náo experimenta nenhuma forga, já que as grades estáo 
aterradas. Ñas regioes entre as grades G e os eletrodos C, porém, existe um campo elétrico cuja intensidade depende do valor da tensáo V. 
(b) Quando V é pequeña, o gráfico da energia potencial do elétron em fungáo de x apresenta “paredes” pequeñas e com urna inclinagáo 
suave, (c) Quando V é grande, as paredes sáo altas e íngremes, tomando-se intransponíveis quando F —> oo. 
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FIGURA 6-2 Energía potencial de um pogo quadrado infinito. Para 0 < x < L, a energía potencial V(x) é nula. Fora dessa regiáo, V{x) é 
infinita. A partícula fica confinada na regiáo do pogo, 0 <x<L. 

Como a energía potencial é infinita do lado de fora do pogo, a fungáo de onda é necessariamente nula nessa regiáo, ou seja, a 
partícula náo pode deixar o pogo. (Durante a resolugáo deste e de outros problemas, náo se esquega da interpretagáo de Bom: a 
densidade de probabilidade da posigáo da partícula é proporcional a |\|/| 2 .) Assim, precisamos resolver a Equagáo 6-18 apenas na 
regiáo no interior do pogo, 0 <x<L, atendendo á condigáo de que, como a fungáo de onda deve ser continua, \|/(x) deve ser nula 
emx = 0ex = Z.A condigáo imposta á fungáo de onda na fronteira entre dois meios (no caso, a fronteira entre a regiáo em que 
a energia potencial é nula e a regiáo em que a energía potencial é infinita) é chamada de condigáo de contorno. Vamos ver que, 
do ponto de vista matemático, sáo as condigóes de contorno que, juntamente com a exigencia de que \j/(x) —> 0 quando x —> ±oo, 
levam á quantizagáo da energia. Um exemplo clássico é o de urna corda vibrante fixa ñas duas extremidades. Nesse caso, a 
fungáo de onda y(x , i) é o deslocamento da corda. Se os pontos fixos da corda sáo x = 0 e x = Z, temos as mesmas condigóes de 
contorno que no caso do pogo quadrado infinito, isto é, y(x, i) deve ser nula em x = 0 e x = Z. Essas condigóes de contorno 
levam á quantizagáo das frequéncias de vibragáo da corda. Foi esta quantizagáo de frequéncias (que sempre ocorre na física 
clássica nos problemas que envolvem ondas estacionárias), juntamente com a hipótese de de Broglie, que motivou Schródinger 
a procurar urna equagáo de onda para os elétrons. 

A condigáo de onda estacionária para ondas clássicas em urna corda de comprimento Z fixa ñas duas extremidades é que a 
corda contenha um número inteiro de meios comprimentos de onda : 




n = 1 t 2 + :v 
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Vamos mostrar em seguida que a mesma condigáo surge espontáneamente na solugáo da equagáo de Schródinger para urna 
partícula em um pogo quadrado infinito (Figura 6-2). Como o comprimento de onda está relacionado ao momento da partícula 
através da relagáo de de Broglie p = h/X e a energia total da partícula no interior do pogo é igual á energia cinética p 2 /2m , esta 
quantizagáo do comprimento de onda significa que a energia também é quantizada e que os valores permitidos sáo dados por 
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Como a energia depende do número inteiro n , costuma-se usar o símbolo E n para representá-la. Em termos de h = hlln, a 
energia é dada por 


E n = n‘ 


irh 2 
2mL 2 
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em que E\ é a menor energia permitida, 10 dada por 
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Vamos agora chegar ao mesmo resultado resolvendo a equacao de Schródinger independente do tempo (Equaqao 6-18), que, 
para V(x) = 0, é dada por 










ou 
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em que 


* a = m = 


2 >r.E 
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é o quadrado do número de onda e \|/"(jc) = d 2 \\i(x)/dx 2 . A Equagáo 6-26 possui solugóes da forma 

ijf(jf) = Astnkx 6-2ííff 


e 


ifí (x) = B eos hx 6-28¿i 

em que A e B sao constantes. A condigáo de contorno \\r(x) = 0 em x = 0 exclui a solugáo em cosseno (Equagáo 6-28 b) porque 
eos 0=1; assim, devemos ter necessariamente B = 0. A condigao de contorno \| /(x) = 0 em x = L nos dá 

i\f ( L ) = Asen kL = 0 6-29 

Para que esta condigao seja satisfeita, kL deve ser igual a um número inteiro multiplicado por \|/, isto é, os valores permitidos de 
k sao dados por 

K = ti = I, 2,3 t .,. 6-30 

Escrevendo o número de onda k em termos do comprimento de onda k = 2nlk, vemos que a Equagáo 6-30 é igual á Equagáo 6- 
22, usada para calcular os comprimentos de onda das ondas estacionárias em urna corda vibrante. Os níveis de energia 
quantizados, ou autovalores de energia , podem ser obtidos a partir da Equagáo 6-27 substituindo k pelos valores k n dados pela 
Equagáo 6-30. O resultado é 
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h-k\ = fiV 
2 m 2 mLr 



que é igual á Equagáo 6-24. A Figura 6-3 mostra o diagrama de níveis de energia e a fungáo energia potencial do pogo quadrado 
infinito. 
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FIGURA 6-3 Gráfico da energía em fungáo de x para urna partícula em um pogo quadrado infinito. A energía potencial V(x) está indicada 
por retas verdeáis. O conjunto de valores permitidos E n da energía total, dados pela Equagáo 6-24, constituí o diagrama de níveis de 
energía do pogo de potencial quadrado infinito. Classicamente a energía da partícula pode ter qualquer valor. Na mecánica quántica, 
apenas os valores dados por E n = n 2 (h 2 n 2 /2mL 2 ) estáo associados a solugoes bem comportadas da equagáo de Schródinger. Normalmente, 
o eixo x é omitido nos diagramas de níveis de energía. 


A constante A da fungáo de onda da Equagáo 6-28a é determinada pela condigáo de normalizagáo: 
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Como a fungáo de onda é nula ñas regióes do espago onde a energia potencial é infinita, as regides de -oo a O e de L a +oo náo 
contribuem para a integral. Assim, so é necessário calcular a integral de O a L. O resultado, que náo depende de n, é A n = 
(2 /L) m . As fungdes de onda normalizadas que representam as solugdes deste problema, também conhecidas como autofungoes , 
sáo, portanto, dadas por 

, , / 2 tvnx _ , 
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Essas fungóes de onda sáo exatamente iguais ás ondas estacionárias y n {x ) de urna corda vibrante. As fungóes de onda e as 
distribuigóes de probabilidade P n (x) sáo mostradas na Figura 6-4 para o estado de menor energia, n = 1, denominado estado 
fundamental , e para os dois primeiros estados excitados , n = 2 e n = 3. [Como neste caso as fungóes de onda sáo reais, P n (x ) = 
= Y 2 ^-] Observe na Figura 6-4 que os valores máximos de \| / n (x) e P n (x) sáo (2/L) m e 2/Z, respectivamente, para qualquer 
valor de n. Observe também que tanto \| / n (x) como P n {x) existem para qualquer valor de x entre -oo e +oo, mas sáo diferentes de 
zero apenas para x > O e x < L. 













Ya, 


^2 T¿ 

2¡L 

1 r 

/ vy i r 

0 

U 3 2U3 L x 0 

U3 2 L!3 L X 


< 


4TJL 

2/L 

/ , 

y Vy i 

0 

U2\ L x 0 

U2 L x 





Yi 


■fiií 

_ 2/L 

J ^ 

1^ 

0 

L x 0 

L x 


FIGURA 6-4 Fungóes de onda \|/„(x) e densidades de probabilidade P n (x) = \\ / 2 „(x) com n = 1, 2 e 3, para o pogo quadrado infinito. 
Embora nao seja mostrado na figura, \| f n (x) = 0 para x < 0 e x > L. 

O número n que aparece ñas equaqoes acima é chamado de número quántico e especifica tanto a energía como a funqao de 
onda. Dado um valor qualquer de n , podemos escrever imediatamente a funqáo de onda e a energía do sistema. O número 
quántico n aparece por causa das condiqóes de contorno, \|/(x) = 0 em x = 0 e \j/(x) = 0 em x = L. Vamos ver na Seqáo 7-1 que 
nos problemas tridimensionais surgem naturalmente tres números quánticos, associados as condiqóes de contorno das tres 
coordenadas. 

Comparagáo com os Resultados Clássicos 

Vamos agora comparar nossa soluqáo do problema usando a mecánica quántica com a soluqáo clássica. Na mecánica clássica, 
se conhecemos a funqáo energia potencial V(x), podemos determinar a forqa por meio da equaqáo F x = -dV/dx e a aceleraqáo 
por meio da equaqáo a x = F x /m (segunda lei de Newton). Integrando duas vezes a aceleraqáo, podemos calcular a posiqáo x em 
funqáo do tempo t se conhecermos a posiqáo inicial e a velocidade inicial. No problema que estamos considerando, nao existe 
nenhuma forqa quando a partícula se encontra na regiáo entre as paredes do poqo, pois nessa regiáo V=0. Assim, a partícula se 
move com velocidade constante no interior do poqo. Ñas paredes do poqo, a energia potencial muda descontinuamente de zero 
para infinito. Podemos interpretar essa variaqáo como a presenqa de urna forqa muito grande que age apenas a curta distáncia e 
faz a partícula ricochetear na parede, passando a mover-se no sentido oposto com a mesma velocidade. Classicamente, qualquer 
velocidade, e, portanto, qualquer energia, é permitida. A descriqáo clássica nao é adequada porque, de acordo com o principio 
de indeterminaqáo, nao podemos especificar exatamente a posiqáo e o momento (e, portanto, a velocidade) ao mesmo tempo. 
Isso significa que nao podemos especificar com precisáo as condiqóes iniciáis e, portanto, nao podemos atribuir á partícula urna 
posiqáo e um momento definidos. Naturalmente, no caso de urna partícula macroscópica no interior de urna caixa macroscópica, 
a energia é muito maior que a constante E x da Equaqáo 6-25 e a indeterminaqáo mínima do momento, que é da ordem de h/L , é 
muito menor que o momento e também muito menor que o erro experimental. Nesse caso, a diferenqa entre as energías de 
estados vizinhos corresponde a urna pequeña fraqáo da energia total, a quantizaqáo é imperceptível e a descriqáo clássica é 
perfeitamente adequada. 11 



FIGURA 6-5 DistribuÍ 9 áo de probabilidade do pogo quadrado infinito para n = 10. A linha tracejada é a densidade de probabilidade 

















clássica P= l/L, que é igual á média da distribuigáo quántica em urna regiáo Ax contendo várias oscilagoes. Urna medigáo com resolugáo 
Ax fomecerá o valor clássico se n for suficientemente grande para que o intervalo Ax contenha muitas oscilagoes de \|/ 2 (x). 

Vamos também comparar a previsao clássica para a distribuiqáo das medidas de posiqáo com os resultados da mecánica 
quántica. Classicamente, a probabilidade de encontrarmos a partícula em urna certa regiáo dx depende do tempo que a partícula 
passa na regiáo, que é proporcional a dx/v , em que véa velocidade. Como a velocidade é constante, a firnqáo de distribuiqáo 
clássica é constante no interior do poqo. A funqáo de distribuiqáo clássica normalizada é dada por 

PrW = l 

A Figura 6-4 mostra que, no caso dos estados de baixa energía, a firnqáo de distribuiqáo quántica está longe de ser uniforme. De 
acordo com o principio de correspondencia de Bohr, toda distribuiqáo quántica deve tender para a distribuiqáo clássica 
correspondente quando n —> oo, isto é, para altas energías. Para qualquer estado n , a distribuiqáo quántica apresenta n picos. A 
Figura 6-5 mostra a distribuiqáo para n = 10. No caso de valores muito grandes de n , os picos estáo muito próximos; se existem 
muitos picos em urna pequeña regiáo Ax, apenas o valor médio é observado. Acontece que o valor médio de sen 2 k n x para um ou 
mais ciclos completos é 1/2. Assim, 
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que é exatamente a distribuido clássica. 
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A Fun^áo de Onda Completa 

De acordo com as Equaqóes 6-10 e 6-17c, a funqáo de onda completa, incluindo a variaqáo temporal, é obtida multiplicando a 
parte espacial por 


Como já observamos, a funqáo de onda correspondente a urna energia E n varia no tempo com urna frequéncia angular <d„ = 
EJh , mas a distribuiqáo de probabilidade i )| 2 é independente do tempo. Esta é a razáo pela qual um estado desse tipo é 

chamado de estado estacionário. É instrutivo examinar a funqáo de onda completa para um estado n : 

Usando a identidade 

senír ft j; — -- 

2f 

podemos escrever a funqáo de onda na forma 
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Exatamente como no caso da funqáo de onda estacionária de urna corda vibrante, podemos considerar esta funqáo de onda 
estacionária como a superposiqáo de duas ondas de mesma frequéncia e amplitude, urna se propagando para a direita e outra 
para a esquerda. Como as grandezas mensuráveis estáo relacionadas aPoc o fato de que ¥ é urna funqáo complexa náo é 
problema. 


EXEMPLO 6-2 


_Um Elétron em um Fio Um elétron que se move em um fio fino de metal é urna aproximagáo razoável para 

urna partícula em um pogo infinito unidimensional. O potencial no interior do fio é constante mas aumenta bruscamente ñas 
extremidades. Suponha que o fio tem 1,0 cm de comprimento. ( a ) Calcule a energia do estado fundamental do elétron. ( b ) Se a 
energia do elétron é igual á energia cinética média das moléculas em um gás á temperatura T = 300 K, cerca de 0,03 eV, qual é o 
número quántico n do elétron? 






SOLUQÁO 

1. (a) A energía do estado fundamental é dada pela Equacjáo 6-25: 


7 rh 2 

r, - 

2 mL 2 

-ir (1,055 X nr w -l ’s) 2 
(2) ( 9,3 1 X 10~ 31 kg)(10 _2 m)‘ 
= 6 7 03 X I0 -34 J = 3,80 X IO _,í eV 

2. (b) A energía do estado n é dada pela Equagáo 6-24: 

E a - n 2 E { 

e, portanto, 


Fazendo E n = 0,03 V, substituindo E\ pelo valor calculado no ítem ( a ) e extraindo a raíz quadrada de ambos os membros, obtemos: 

[E¡ _ I 0,03 eV ~ 
n ~ V £, _ V 3,80 X 10 -15 eV 

= 2,81 X 10 6 

Observagáo: O valor de E¡ calculado acima nao só é pequeño demais para ser medido, mas também é menor que a 
indeterminaqáo da energía de um elétron confinado em urna regido com 1 cm de extensáo. O valor de n é táo grande que, de acordo 
com o principio de correspondencia, o problema pode ser tratado classicamente. 


EXEMPLO 6-3 


Cálculo de Probabilidades Suponha que a posigáo do elétron do Exemplo 6-2 possa ser medida com o 
elétron no estado fundamental, (a) Qual é a probabilidade de encontrar o elétron na regiáo 0 < x < Z/4? (b) Qual é a probabilidade de 
encontrar o elétron em urna regiáo com Ax = 0,0 IL de largura e com centro em x = 5Z/8? 


SOLUQÁO 

(i a ) A fungáo de onda do estado fundamental é dada pela Equagáo 6-32 com n = 1: 



A probabilidade de que o elétron seja encontrado na regiáo especificada é 

fL/i fL/iy / \ 

L p ' [x)dx= L z™ífr 

Fazendo nx/L = u (e, portanto, dx = Ldu/n) e expressando o limite superior da integral em fungáo de u, temos: 



Assim, se medirnos seguidamente a posigáo do elétron, ele será encontrado na regiáo 0 < x < 0,25 cm aproximadamente 9% do 
tempo. Esta probabilidade corresponde á área sombreada mais larga da Figura 6-6. 
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FIGURA 6-6 Densidade de probabilidade \|/ 2 (x) em fungáo de x para urna partícula no estado fundamental de um pogo quadrado infinito. A 
probabilidade de encontrar a partícula na regiáo 0 < x < LIA é igual á área sombreada mais larga. A área sombreada mais estreita corresponde á 
probabilidade de encontrar a partícula no intervalo Ax = 0,01Z no entorno do ponto x = 5Z/8. 

(b) Como a regiáo Ax = 0,0 IL é muito pequeña em comparagáo com Z, nao precisamos calcular a integral, mas podemos determinar o 
valor aproximado da probabilidade da seguinte forma: 


Fazendo Ax = 0,01Z e x = 5Z/8, temos: 


. . . 1 * TOT . 

P = F(jc)A* = — sen' — Aje 

jL- i j 


2 -ir(5L/8) , r 

P = - W (0,O1¿) 

/y /y 

2 

= — (0,854) (0,01 LJ = 0,017 
/. 


Isso significa que a probabilidade de encontrar o elétron em urna regiáo com Ax = 0,01Z de largura no entorno do ponto x = 5Z/8 é 
1,7%, aproximadamente. Este fato está ilustrado na Figura 6-6, onde a área da regiáo sombreada mais estreita corresponde a 1,7% da 
área total da curva. 


EXEMPLO 6-4 


_| Um Elétron em urna Caixa do Tamanho de um Atomo (a) Determine a energía do estado fundamental 

de um elétron confinado em urna caixa unidimensional com Z = 0,1 nm de comprimento (o tamanho aproximado de um átomo). ( b ) 
Faga um diagrama de níveis de energía e calcule o comprimento de onda dos fótons emitidos em todas as transigoes que tém como 
estado inicial um estado com n < 3 ou menos e como estado final um estado de menor energía. 


SOLUQÁO 

(a) A energía do estado fundamental é dada pela Equagáo 6-25. Multiplicando o numerador e o denominador por c 2 /4ti 2 , obtemos urna 
expressáo em termos de he e me 2 , a energía equivalente á massa de repouso do elétron (veja o Capítulo 2): 


£| 

Fazendo he = 1240 eV • nm e me 2 = 0,511 MeV, obtemos: 


_(hc)- 

%mc 2 L 2 




( I240cV * nm)~ 

8(5,11 x 10* eV) (0.1 Mif 


37,6 eV 


Esta energía é da mesma ordem de grandeza que a energía cinética do elétron no estado fundamental do átomo de hidrogénio, que é 
13,6 eV. No caso do átomo de hidrogénio, o comprimento de onda do elétron é igual ao comprimento de urna circunferencia com 
0,0529 nm de raio, 0,33 nm, aproximadamente, enquanto, para o elétron em urna caixa unidimensional com 0,1 nm de comprimento, 
o comprimento de onda no estado fundamental é 2Z = 0,2 nm. 

(b) As energías deste sistema sáo dadas por 


E r = n 2 Ei = n 2 { 37,6 cV) 









A Figura 6-7 mostra essas energías em um diagrama de níveis de energía. A energía do primeiro estado excitado é E 2 = 4(37,6 eV) = 
150,4 eV e a do segundo estado excitado é E 3 = 9(37,6 eV) = 338,4 eV. As transiges possíveis do nivel 3 para o nivel 2, do nivel 3 
para o nivel 1 e do nivel 2 para o nivel 1 estáo indicadas por setas verdeáis no diagrama. As energías dessas transigoes sao 

= 338,4 eV - 150,4 eV = IH8,0eV 
= 338,4 eV - 37,6eV = 300,8 eV 
A£ 2 -,l = 150,4 cV - 37,6 eV = 112,8 eV 

Os comprimentos de onda dos fótons produzidos nessas transigoes sao 
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FIGURA 6-7 Diagrama de níveis de energía do Exemplo 6-4. As setas verdeáis indicam as transigdes do estado n = 3 para os estados n = 2 e n = 
1 e do estado n = 2 para o estado n= 1. 


6-3 O Pogo Quadrado Finito 

A quantizagao da energía que encontramos para urna partícula em um pogo quadrado infinito é um resultado geral associado á 
solugao da equagao de Schródinger para qualquer partícula confinada em urna regido do espago. Vamos ilustrar este fato 
considerando o comportamento qualitativo da fungao de onda para urna fungao energía potencial um pouco geral, a do pogo 
quadrado finito que aparece na Figura 6-8. As solugóes da equagao de Schródinger para este tipo de potencial sao muito 
diferentes, dependendo de se a energia total E é maior ou menor que V 0 . Vamos deixar para discutir o caso em que E > V 0 na 
Segao 6-5, limitando-nos no momento a observar que, nesse caso, a partícula nao está confinada e qualquer valor de energia é 
permitido, ou seja, nao existe quantizagáo da energia. No momento, vamos supor que E < V 0 . 

No interior do pogo, V(x ) = 0 e a equagao de Schródinger independente do tempo (Equagao 6-18) se reduz á Equagao 6-26, a 
mesma de um pogo infinito: 
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FIGURA 6-8 ( a ) Potencial de um pogo quadrado finito. ( b ) O mesmo potencial, com a origem dos eixos coordenados no centro do pogo. 

A solugáo geral envolve senos e cossenos (Equagáo 6-28). No caso que estamos estudando, nao é necessário que \|/(x) seja nula 
nos limites da regido central, como no caso do pogo infinito, mas apenas que \|/(x) e \|/'(x) sejam continuas nesses pontos. Do 
lado de fora do pogo, isto é, para 0 > x > Z, a Equagao 6-18 se toma 
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O método mais direto para determinar as fungóes de onda e as energías permitidas consiste em resolver a Equagao 6-33 do 
lado de fora do pogo e exigir que \|/(x) e \j/'(x) sejam continuas ñas paredes do pogo. Nao é difícil resolver a Equagao 6-33 [a 
solugao é da forma \|/(x) = Ce _CÜC para x positivo], mas a aplicagao das condigóes de contomo envolve um método com o qual o 
leitor talvez nao esteja familiarizado; este método é descrito com detalhes na Leitura Suplementar intitulada Solugao Gráfica do 
Pogo Quadrado Finito. 

Em primeiro lugar, vamos explicar, em palavras, de que forma as exigencias de que as fungóes \\r e \j/' sejam continuas ñas 
paredes do pogo e de que \j/ —> 0 para x —> ±oo levam á selegáo de apenas certas fungóes de onda e certas energías para a 
partícula no interior do pogo, supondo que 0 < E < V 0 . O aspecto mais importante da Equagao 6-33 é que a segunda derivada \|/", 
que está associada á curvatura da fungáo de onda, tem o mesmo sinal que \|/. Se \|/ é positiva, \|/" também é positiva e a fungáo de 
onda se afasta do eixo x, como na Figura 6-9 a; se \\r é negativa, \\r" é negativa e \\r também se afasta do eixo x. Este 
comportamento é diferente do observado no interior do pogo, ou seja, na regiáo 0 < x < Z. Nessa regido, \|/ e \|/" tém sinais 
opostos e, portanto, \|/ sempre se aproxima do eixo dos x. Gragas ao comportamento que apresenta do lado de fora do pogo, para 
a maioria dos valores da energía a fungáo de onda tende a infinito para x —> ±oo; em outras palavras, a fungáo \|/(x) náo é bem 
comportada. Fungóes desse tipo, embora satisfagam a equagáo de Schródinger, náo sáo fungóes de onda apropriadas porque náo 
podem ser normalizadas. 




FIGURA 6-9 {a) Fungáo positiva com curvatura positiva; ( b ) fungáo negativa com curvatura negativa. 













A Figura 6-10 mostra a fungáo de onda de um estado com energía E = p 2 /2m = h 2 !2mX 2 para X = AL. A Figura 6-11 mostra 
urna fungáo de onda bem comportada, correspondente ao comprimento de onda X = X h que é a fungáo de onda do estado 
fundamental para o pogo finito, e o comportamento das fungóes de onda para duas energías próximas. Os níveis de energía 
permitidos no caso de um pogo quadrado finito podem ser obtidos resolvendo matemáticamente o problema. A Figura 6-12 
mostra as fungóes de onda e as distribuigóes de probabilidade para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados. 
De acordo com a figura, os comprimentos de onda no interior do pogo sao ligeiramente maiores que os comprimentos de onda 
no interior de um pogo infinito de mesma largura e, portanto, as energías correspondentes sao ligeiramente menores que as 
energías em um pogo infinito, como mostra a Figura 6-13. Outra característica do pogo finito é que existe apenas um número 
finito de energías permitidas, que depende do valor de V 0 . Quando o potencial V 0 é pequeño, existe apenas um nivel permitido 
de energía, isto é, so pode existir um estado ligado. Este fato está evidente na solugáo detalhada que apresentamos na Leitura 
Suplementar. 



é urna fungáo de onda aceitável 
do eixo dos x (a inclinagáo seja 

negativa), a taxa de aumento da inclinagáo \j/" é táo grande que a inclinagáo se toma positiva antes que a fungáo se anule e a fungáo volta 
a aumentar para maiores valores de x. Como \|/" tem o mesmo sinal que \j/, a inclinagáo aumenta sempre e a fungáo aumenta sem limite. 
[Este gráfico gerado em computador é cortesía de Paul Doherty, The Exploratorium.] 


FIGURA 6-10 A fungáo que satisfaz a equagáo de Schródinger com X = AL no interior do pogo náo 
porque tende a infinito para grandes valores de x. Embora em x = L a fungáo esteja se aproximando 
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FIGURA 6-11 Fungóes que satisfazem a equagáo de Schródinger com comprimentos de onda próximos do comprimento de onda crítico 
X\. Quando X é ligeiramente maior que X\, a fungáo tende a infinito como na Figura 6-10. Para o comprimento de onda X\, a fungáo e sua 
derivada tendem, juntas, para zero. Esta é urna fungáo de onda aceitável, que corresponde á energía E\ = h 2 /lmX 2 . Quando X é 
ligeiramente menor que X¡, a fungáo atravessa o eixo dos x enquanto a derivada aínda é negativa. A derivada se toma cada vez mais 
negativa porque sua taxa de variagáo \j/" agora é negativa. Esta fungáo tende a -oo para grandes valores de x. [ Este gráfico gerado em 
computador é cortesía de Paul Doherty, The Exploratorium .] 











FIGURA 6-12 Fungoes de onda \| i n (x) e distribuigoes de probabilidade \j f 2 n (x) para o pogo quadrado finito, com n = 1, 2 e 3. Compare os 
gráficos com os do pogo quadrado infinito (Figura 6-4), nos quais as fungoes de onda sao nulas em x = 0 q x = L. Os comprimentos de 
onda sao ligeiramente maiores que os comprimentos de onda correspondentes no pogo quadrado infinito e as energias permitidas sao 
ligeiramente menores. 
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FIGURA 6-13 Comparagáo entre os quatro primeiros níveis de energia do pogo de potencial quadrado infinito (linhas tracejadas) com os 
de um pogo finito (linhas cheias) de mesma largura. Quanto menor a profundidade do pogo finito, menor o número de níveis de energia; o 
nivel n = 1, porém, continua a existir, mesmo quando Vq —► 0. 



























Observe que, ao contrário do que acontece no caso clássico, existe urna probabilidade finita de que a partícula seja 
observada do lado de fora do pogo, ou seja, ñas regióes x> L q x < 0. Nessas regióes, a energia total é menor que a energía 
potencial e, portanto, a impressáo que se tem é de que a energia cinética seria negativa. Como urna energia cinética negativa nao 
faz sentido na física clássica, é interessante especular quanto ao significado da existencia da fungáo de onda do lado de fora da 
barreira de potencial. Será que a mecánica quántica prevé que iremos obter um valor negativo para a energia cinética da 
partícula nessas duas regióes? Se a resposta fosse afirmativa, a teoría estaría em sérias dificuldades. Felizmente, podemos 
recorrer ao principio de indeterminagáo para explicar o que acontece, sem cair em contradigóes. Considere a regiáo x> L (um 
raciocinio semelhante se aplica á regiáo v < 0). Como a fungáo de onda é proporcional a e -ax , em que a é dado pela Equagáo 6- 
34, a densidade de probabilidade \|/ 2 = e~ 2ajc é muito pequeña a urna distáncia da barreira da ordem de Ax ~ a -1 . Supondo que 
\| i(x) ~ 0 para valores de v maiores que L + a -1 , podemos dizer que encontrar a partícula na regiáo x > L equivale 
aproximadamente a encontrá-la em urna regiáo Ax ~ a -1 . Esta restrigáo introduz urna indeterminagáo no momento da ordem de 
Ap ~ h/Ax = ha e urna energia cinética mínima da ordem de (Apf/lm = h 2 a 2 /2m = V 0 ~ E, o suficiente para evitar que a energia 
cinética se tome negativa! A existencia da fungáo de onda em urna regiáo classicamente proibida é responsável pelo fenómeno 
do tunelamento, que será discutido na Segáo 6-6. 
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FIGURA 6-14 Potencial arbitrário do tipo pogo com um possível nivel de energia E. No interior do pogo, \j i(x) e \|/"(v) tém sinais opostos 
e as solugóes sao do tipo oscilatorio. Do lado de fora do pogo, \j i(pc) e \|/"(v) tém o mesmo sinal e a fungáo nao é bem comportada, exceto 
para certos valores de E. 

Boa parte de nossa discussáo do problema do pogo quadrado finito se aplica a outros problemas nos quais E > V(x ) em urna 
regiáo e E < V(x) fora da regiáo. Considere, por exemplo, a energia potencial V(x) da Figura 6-14. No interior do pogo, a 
equagáo de Schródinger é da forma 

^(jc) = -k 2 ty(x) 6-35 

em que k 2 = 2m[E - V(x)\!h 2 , ao contrário dos casos anteriores, depende de v. Como o número de onda k = 2 tí!\ varia com jc, as 
solugóes desta equagáo náo sáo simples combinagóes de senos e cossenos; entretanto, \|/" e \|/ tém sinais opostos e, portanto, \|/ 
sempre se aproxima do eixo reas solugóes sáo do tipo oscilatorio. Do lado de fora do pogo, \|/ se afasta do eixo v e, portanto, 
existem apenas alguns valores de E para os quais as solugóes tendem a zero quando v —> oo. 




Leitura Suplemental-1 

As solugóes numéricas dos problemas de pogos finitos em geral envolvem fungóes transcendentais e sáo 
muito trabalhosas. No caso de alguns potenciáis finitos, porém, as solugóes gráficas sáo relativamente 
simples e permiten! chegar a algumas conclusóes interessantes. Este é o tema da leitura suplementar 
Solugáo Gráfica do Pogo Quadrado Finito , disponível no site da LTC para este livro na Internet, onde 
também se encontram as Equagóes 6-36 a 6-43 e a Figura 6-15. 


6-4 Valores Esperados e Operadores 

Valores Esperados 

O objetivo de toda teoría científica é explicar observagóes experimentáis. Na mecánica clássica, as solugóes teóricas quase 
sempre envolvem o cálculo da posigáo de urna ou mais partículas em fungáo do tempo. Nos sistemas microscópicos, porém, 
efeitos ondulatorios tomam isso impossível; temos que nos contentar com o cálculo da fungáo de onda ¥(*, t) e da fungáo 
distribuigáo de probabilidade |^(x, i )| 2 . O máximo que podemos conhecer a respeito da posigáo de urna partícula é a 












probabilidade de que urna medigáo fomega um certo valor de v. O valor esperado de v é definido através da equagáo 
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O valor esperado de x é o valor medio de x que esperamos obter quando medimos a posigáo de um grande número de 
partículas descritas pela mesma fungáo de onda i). Como vimos, para urna partícula em um estado de energía definida, a 
distribuigáo de probabilidade é independente do tempo. Nesse caso, o valor esperado de v é dado por 

/ + ■» 

(*) *tfj (*) 6-45 


Assim, por exemplo, no caso de um pogo quadrado infinito, é fácil mostrar por simetría (ou por cálculo direto) que {x) = L! 2, o 
ponto correspondente ao centro do pogo. 

O valor esperado de qualquer fungáo X*) é dado por 
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O valor esperado de (x 2 ) para um pogo quadrado infinito de largura Z, por exemplo, pode ser calculado usando a Equagáo 6-46. 
Fica a cargo do leitor (veja o Problema 6-58) mostrar que 
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O leitor talvez tenha reconhecido os valores esperados definidos pelas Equagdes 6-45 e 6-46 como médias ponderadas que a 
física tomou emprestadas da estatística e da teoría das probabilidades. Note que o resultado de urna medida nao tem 
necessariamente urna alta probabilidade de ser igual ao valor esperado. No caso de um elétron em um pogo quadrado infinito 
em um estado com n par, por exemplo, a probabilidade de que v = L/2 é nula porque a fungáo de onda sen(nnx/L) = 0 para v = 
L/2. Mesmo assim, {x 2 ) = Ll 2, já que a fungáo de probabilidade \j/*\j/ é simétrica em relagáo ao centro do pogo. Náo se esquega 
de que o valor esperado é o valor mais provável da média de muitas medigdes. 


Operadores 


Se pudéssemos expressar o momento p de urna partícula em fungáo de jc, poderíamos calcular o valor esperado do momento, 
(x 2 ), usando a Equagáo 6-46. Entretanto, isso é impossível, já que, de acordo com o principio de indeterminagáo, os valores de v 
e p náo podem ser determinados com precisáo absoluta no mesmo instante. Assim, para calcular (p), precisamos conhecer a 
fungáo de distribuigáo para o momento. Esta fungáo pode ser determinada a partir da fungáo de onda \|/(x) usando os métodos de 


análise de Fourier. Também é possível calcular ip) usando a Equagáo 6-48, na qual 


(--V 

\ f dxj 


é um operador matemático que age 


sobre a fungáo de onda para produzir a componente v do momento (veja também a Equagáo 6-6). 
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Da mesma forma, o valor esperado do quadrado do momento, (p 2 ), pode ser calculado usando a equagáo 



Note que, quando calculamos o valor esperado de urna grandeza, o operador que representa essa grandeza age sobre a fungáo 
\|/(jc, i) e náo sobre a fungáo \|/*(jt, /); a posigáo correta do operador é entre \j/* e \|/. Este fato é irrelevante quando o operador é 
urna constante ou urna fungáo multiplicativa, mas pode se tomar extremamente importante quando o operador inclui urna 
derivagáo, como é o caso do operador momento. No caso do pogo quadrado infinito, sabemos de antemáo, sem necessidade de 
realizar nenhum cálculo, que (p 2 ) = 2mE , já que, nesse caso, E e p náo variam com v no interior do pogo e E = p 2 !2m. A 


grandeza 



que opera sobre a fungáo de onda na Equagáo 6-48, é chamada operador momento e representada pelo 



símbolo p op : 


ñ ñ 
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EXEMPLO 6-5 


Valores Esperados de p e p 2 Determine os valores de {p ) e {p 2 ) para a funsáo de onda do estado 
fundamental do pogo quadrado infinito. (Antes de continuar, tente prever o resultado.) 


SOLUQÁO 

Podemos ignorar a variagáo de 'P com o tempo e escrever: 


ip) = 


M-tMM 

fl 2 77 / 7T.V 7TA 

= 7 " / sen—eos— dx = 0 

i L L J q L L 


nx \ 

sen—I dx 


Como a probabilidade de que a partícula esteja se movendo no sentido positivo do eixo x é igual á probabilidade de que esteja se 
movendo no sentido oposto, o momento medio é nulo. 

Por outro lado, como 


temos: 




* 


iñ 


aV 2 f L 

—yj * ’M* = 


AV 

Lr 


Como, de acordo com a Equagáo 6-25, E\ = h 2 n 2 l2mL 2 , temos, como havíamos antecipado, {p 2 ) = 2 mE. 


A equaqáo de Schródinger independente do tempo (Equaqáo 6-18) pode ser escrita em termos de p ov : 



+ v'(.i>KjO = 
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em que 


2 t f \ h d 

p~ iríx) = ~— 

I r)x 


& d , f X 



Na mecánica clássica, a energia total H{x , /), expressa em termos das variáveis que representam a posiqáo e o momento, é 
chamada de fungáo hamiltoniana : H = p 2 /2m + K Substituindo o momento pelo operador momento, p op , e supondo que o 
potencial nao varia com o tempo, obtemos o operador hamiltoniano , representado pelo símbolo H op : 

2 

= vi + v (*) 6-51 

Nesse caso, a equaqáo de Schródinger independente do tempo pode ser escrita na forma 

tfüp't = 6-52 

A vantagem de escrever a equaqáo de Schródinger desta forma é que fíca mais fácil generalizá-la para problemas mais 
complicados, como o de várias partículas em movimento no espaqo tridimensional: para obter o operador hamiltoniano do 









sistema, simplesmente escrevemos a energía total do sistema em termos da posigáo e do momento e substituimos as variáveis 
que representam o momento pelos operadores apropriados. 

A Tabela 6-1 mostra os operadores que representam algumas grandezas físicas já discutidas e outras que seráo discutidas em 
breve. 

Exercícios 

7. Explique (em palavras) por que (p ) e (p 2 ) nao sao nulos no Exemplo 6-5. 

8. A probabilidade de que a posigáo de urna partícula seja igual a {x 2 } pode ser nula? 


Tabela 6-1 Alguns operadores da mecánica quántica 

Símbolo 

Grandeza 

Operador 

f(x) 

Qualquer fungáo de x, como a 
posigáo x ou a energía 
potencial V(x) 

f(x) 

Px 

Componente x do momento 

h 8 



i üx 

Py 

Componente y do momento 

h 8 



i dy 

Pz 

Componente z do momento 

h 8 



i (iz 

E 

Hamiltoniano (independente 
do tempo) 

é + 

¿m 

E 

Hamiltoniano (dependente do 
tempo) 

ih— 

8r 

E k 

Energía cinética 

ñ- 



2 m 8x 2 

4 

Componente z do momento 
angular 

rkf> 



Leitura Suplementar 

Para que coisas interessantes acontegam em um sistema com níveis de energía quantizados, é preciso que a 
densidade de probabilidade varié com o tempo; apenas desta forma o sistema pode liberar ou absorver 
energía. A leitura suplementar Transigóes entre Estados Quánticos, disponível no site da LTC Editora para 
este livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 6-52 a a 6-52e e a Figura 6-16, descreve o 
processo e o aplica á emissáo de luz por um átomo. 


6-5 O Oscilador Harmónico Simples 

Um dos problemas resolvidos por Schródinger em seus primeiros artigos sobre mecánica ondulatoria foi de urna partícula 














sujeita ao potencial do oscilador harmónico simples,* como o de um péndulo, que é dado por 


V(jc) = - Kx 2 = —mty/x 2 

w 2 2 

em que K é a constante de forga e \j/ é a frequéncia angular de oscilagáo, definida por co = ( K/m) m = 2nf. A solugáo da equagáo 
de Schródinger para este potencial é particularmente importante porque pode ser aplicada a problemas como o da vibragáo de 
moléculas em gases e sólidos. A fungáo energía potencial do oscilador harmónico simples está representada gráficamente na 
Figura 6-17, que mostra também um possível valor para a energía total E. 

Na mecánica clássica, urna partícula sujeita a este tipo de potencial fíca em equilibrio na origem (x = 0), em que 
V(x) é mínima e a forga F x = -dV/dx é nula. Quando é afastada da posigáo de equilibrio, a partícula passa a oscilar 
entre x = -A e x = +A, os pontos nos quais a energía cinética é nula e a energía total é igual á energía potencial. 
Estes pontos sao conhecidos como pontos de retorno clássicos. A distancia A está relacionada á energia total E 
através da equagáo 

E — —nm 2 A 2 6-53 

Classicamente, a probabilidade de que a partícula seja encontrada no intervalo dx é proporcional ao tempo que a partícula passa 
nesse intervalo, que é igual a dx/v. A velocidade da partícula pode ser calculada a partir da lei de conservagáo da energia: 




+ -W x 2 = E 


A probabilidade clássica é, portanto, 
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FIGURA 6-17 Fungáo energia potencial do oscilador harmónico simples. Classicamente, a partícula está confinada na regiáo entre os 
“pontos de retomo” —A e +A. 


Qualquer valor da energia E é permitido. A menor energia é E = 0, que corresponde ao caso em que a partícula se encontra em 
repouso na origem. 

A equagáo de Schródinger para este problema é 

ñ 2 1 ^ __ 

— - ñ — + — = ¿ity(jc) 6-^5 

2m dx 2 2 w w 

As técnicas matemáticas envolvidas na solugáo deste tipo de equagáo diferencial sáo estudadas apenas em cursos avangados; 
por essa razáo, vamos discutir o problema qualitativamente. Em primeiro lugar, observamos que, como o potencial é simétrico 
em relagáo á origem (x = 0), esperamos que a fungáo distribuigáo de probabilidade |\l/(v)| 2 também seja simétrica em relagáo á 
origem, isto é, possua o mesmo valor para -x e +x: 


!*(-*) | J = UpWI 1 












Isto significa que a fungáo de onda \|/(x) deve ser simétrica, com \|/(—jc) = +\|/(x), ou antissimétrica, com \\ /(—jc) = —\|/(jc). Podemos, 
portanto, simplificar a discussáo considerando apenas a regiáo em que x é positivo e determinando por simetría as solugóes para 
x. (A simetría de \|/ será discutida com detalhes daqui a pouco, na Segáo Exploratoria “Paridade”.) 

Suponha que a energia total da partícula seja E. Para x menor que o ponto de retomo clássico A definido pela Equagáo 6-53, 
a energia potencial V(x) é menor que a energia total E\ para x > A, V(x) > E. A discussáo da Segáo 6-3 pode ser aplicada 
diretamente a este problema. Para x< A, a equagáo de Schródinger assume a forma 

f'(jt) = -k 2 ty(x) 


em que 


= V(jr) ] 

e, portanto, a fungáo \|/(x) se aproxima do eixo dos x e tem um comportamento oscilatorio. Para x> A, a equagáo de Schródinger 
se torna 

= +cnjj(jr) 

em que 

a 2 = |r[v(-0 - £■] 

e, portanto, a fungáo \|/(x) se afasta do eixo dos x. Apenas certos valores de E levam a solugóes bem comportadas, ou seja, que 
tendem a zero quando x —> oo. Os valores permitidos de E no caso do oscilador harmónico simples devem ser calculados 
resolvendo a equagáo de Schródinger. O resultado é o seguinte: 

E n = n = 0, 1, 2,. .. 6-56 

Assim, a energia do estado fundamental é /zcd/ 2 e o espagamento dos níveis de energia é constante; a distancia entre níveis 
vizinhos é /zco. 

A Figura 6-18 mostra as fungóes de onda do estado fundamental (n = 0) e dos dois primeiros estados excitados (n = 1 e n = 
2) do oscilador harmónico simples. A fungáo de onda do estado fundamental tem a forma de urna curva gaussiana e a energia do 
estado, E 0 = /zco/2, é a menor energia compatível com o principio de indeterminagáo. 

As solugóes permitidas da equagáo de Schródinger, as fungóes de onda do oscilador harmónico simples, tém a seguinte 
forma: 


= C,«—“>«,(*) 6-57 

onde as constantes C n sáo constantes de normalizagáo e as fungóes H n (x ) sáo polinomios de ordem n denominados polinomios 
de HermiteP As fungóes de onda para n = 0, 1 e 2 (Figura 6-18) sáo: 


+,<*) 


4^2 (^) ™ ^ 


IttKÚX 


,..2 


> 
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FIGURA 6-18 Fungoes de onda do estado fundamental e dos dois primeiros estados excitados do oscilador harmónico simples, ou seja, 
dos estados com n = 0, 1 e 2. 
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FIGURA 6-19 Densidade de probabilidade \j/ „(x) do oscilador harmónico simples, em fungáo da variável adimensional u = (mw/h) x , 
para n = 0, 1, 2, 3 e 10. As curvas tracejadas sao as densidades de probabilidade clássicas para as mesmas energias; as retas verdeáis 
indicam os pontos de retomo clássicos, x = ±A. 


As moléculas, ao vibrar, se comportam como osciladores harmónicos. Medindo a frequéncia das vibragoes (veja o Capítulo 9 ), é 
possível determinar as constantes de forga, a energía de ligagoes químicas e outras propriedades dos sólidos. 


Note que as fungóes de onda sao simétricas para valores pares de n e antissimétricas para valores impares de n. A Figura 6-19 
mostra as distribuigóes de probabilidade \\f 2 n (x) para n = 0, 1, 2, 3 e 10 e as distribuigóes clássicas correspondentes. 

É possível demonstrar que as fungóes de onda dadas pela Equagáo 6-57 apresentam a seguinte propriedade: 



— 0 ¡i menos que 


r> = m ± 1 


6 -5<) 



Esta propriedade leva a urna condigáo, conhecida como regra de selegáo , para que as transigóes (do tipo dipolo 
elétrico) entre os estados de um oscilador harmónico simples sejam possíveis: 

A diferenga entre os números quánticos do estado final e do estado inicial deve ser igual a +1 ou a -1. 

Esta regra de selegáo é expressa pela seguinte equagáo: 


áfí = ±1 6-60 



FIGURA 6-20 Níveis de energía do oscilador harmónico simples. As transigóes que obedecem á regra de selegáo A n = ±1 estáo 
indicadas por setas (setas apontando para baixo indicam emissáo; setas apontando para cima indicam absorgáo). Como o espagamento dos 
níveis é uniforme, a mesma energía /zco é emitida ou absorvida em todas as transigóes permitidas. Para este potencial em particular, a 
frequéncia do fóton emitido ou absorvido é igual á frequéncia de oscilagáo, o que está de acordo com as previsoes da teoría clássica. 


Como a diferenga de energía entre dois estados vizinhos é /zco, esta é a energía do fóton emitido ou absorvido em urna transigáo 
do tipo dipolo elétrico. A frequéncia do fóton é, portanto, igual á frequéncia clássica do oscilador, como imaginou Planck para 
chegar á fórmula da radiagáo do corpo negro. A Figura 6-20 mostra o diagrama de níveis de energía do oscilador harmónico 
simples, com as transigóes permitidas indicadas por setas verticais. 



Leitura Suplemental-1 

A solugáo da equagáo de Schródinger para o oscilador harmónico simples (Equagáo 6-55) envolve o uso 
de técnicas matemáticas sofisticadas. Entretanto, é possível calcular os níveis de energía permitidos usando 
um método bem mais fácil, proposto pelo próprio Schródinger. Este é o tema da leitura suplementar O 
Artificio de Schródinger , disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, com 
agradecimentos para Wolfgang Lorenzon, que chamou a atengáo dos autores para esta interessante solugáo 
alternativa. 


SEQÁO EXPLORATORIA 
Paridade 


















Nesta segáo, tivemos o cuidado de representar o potencial do oscilador harmónico simples de urna forma que o 
tomasse simétrico em relagáo ao ponto x = 0 (veja a Figura 6-17). Fizemos o mesmo, anteriormente, com o pogo quadrado finito da 
Figura 6-8 b. O objetivo em casos como esses é chamar a atengáo para a simetría do problema e simplificar os cálculos. Se o potencial 
V(x) é simétrico em relagáo á origem, V(x) = V(~x). Isso significa que o operador hamiltoniano H 0p , definido pela Equagáo 6-51, é 
invariante em relagáo á transformagáo x —► —x. Esta transformagáo é conhecida com operagáo de paridade e representada pelo 
operador P. Assim, se \j/(x) é urna solugáo da equagáo de Schrodinger 


HjH*) = 


6-52 


a operagáo de paridade P leva a 


UvjH-x) = ®r(-x) 

e, portanto, \|/(—x) é também urna solugáo da equagáo de Schrodinger, com a mesma energia E. Quando duas (ou mais) fungóes de 
onda sao solugóes correspondentes ao mesmo valor de energia, dizemos que esse nivel de energia é degenerado. Neste caso, como 
existem duas fungóes, \|/(x) e \|/(-x), associadas á mesma energia E , dizemos que o nivel de energia é duplamente degenerado. 

Para que as duas equagoes anteriores sejam verdadeiras, \j/(x) e \|/(—x) podem diferir apenas por urna constante multiplicativa C, 
isto é, 


+60 = cqr(--*) + (-*) = cí >{ x ) 


ou 


(jp) - G|i ( -x) — <A[i (*) 

o que nos dá C = ±1. SeC = 1, \j/(x) é urna fungáo par, isto é, \|/(—x) = \j/(x). Se C = -1, \|/(x) é urna fungáo impar, ou seja, \|/(—x) = 
-\|/(x). A paridade é usada na mecánica quántica para descrever as propriedades de simetría das fungóes de onda em relagáo a urna 
reflexáo das coordenadas espaciáis em relagáo á origem, isto é, em relagáo a urna operagáo de paridade. Os termos par e impar sáo 
usados para descrever a simetría das fungóes de onda e náo significam necessariamente que os números quánticos correspondentes 
sejam pares ou impares. Voltaremos a falar de paridade no Capítulo 12. 


6-6 Reflexáo e Transmissáo de Ondas 

Até agora, estivemos interessados em problemas de estados ligados, nos quais a energia potencial era maior que a energia total 
para grandes valores de x. Nesta segáo, vamos discutir alguns exemplos simples de estados náo ligados, ou seja, de estados para 
os quais E > V(x) quando x tende a +oo ou a -oo (ou ambos). Nesse tipo de problema, (P\\r(x)/dx 2 e \|/(x) tém sinais opostos ñas 
regióes em que E > V(x) e portanto, nessas regióes, \|/(x) se aproxima do eixo dos x e náo se torna infinita para grandes valores 
de |x|. Isso significa que qualquer valor de E é permitido. Fungóes de onda desse tipo náo sáo normalizáveis, já que \|/(x) náo 
tende a zero quando x tende a +oo ou a -oo (ou ambos) e, em consequéncia, 

+ :í. 

| i|í(jc) \ l dx -+™ 

x 

A solugáo rigorosa deste tipo de problema seria a combinagáo de um número infinito de ondas planas em um pacote de ondas 
de largura finita que fosse normalizável. Para nossos propósitos, porém, basta limitar a integral a dois limites arbitrários finitos 
a e b, o que permite que a fungáo \j/(x) seja normalizada. Fungóes de onda desse tipo sáo encontradas com frequéncia no 
espalhamento de feixes de partículas por potenciáis e por isso é comum normalizá-las em termos da densidade de partículas do 
feixe, p. Assim, 




em que dN é o número de partículas no intervalo dx e N é o número de partículas no intervalo (b - a). 14 Como vamos ver, 
mesmo neste caso em que a energia náo é quantizada, o fato de as solugóes da equagáo de Schrodinger apresentarem um 
comportamento ondulatorio leva a alguns resultados muito interessantes. 



Degrau de Potencial 

Considere urna regiáo na qual a energía potencial é descrita por urna fungáo degrau (Figura 6-21), definida da seguinte forma: 

V'(jf) = 0 para x < 0 

V(jr) = V 0 para x > 0 

Estamos interessados no que acontece quando um feixe de partículas, todas com a mesma energia total E , movendo-se da 
esquerda para a direita, encontra o degrau de potencial. 

A resposta clássica é simples. Para x < 0, a partícula está se movendo para a direita com urna velocidade v = (2 E/m) m . Em x 
= 0, é submetida a urna forga impulsiva. Se a energia total E é menor que V 0 , a partícula inverte seu movimento e passa a se 
mover para a esquerda com a mesma velocidade, ou seja, é refletida pelo degrau. Se a energia total E é maior que V 0 , a partícula 
continua a se mover para a direita, mas com urna velocidade menor, dada por v = [2 (E - V 0 )/m] 1/2 . Este problema clássico 
corresponde ao de urna bola de massa m que está rolando em urna superficie plana e encontra urna rampa de altura y 0 = VJmg. 
Se a energia cinética inicial da bola é menor que V 0 , a bola sobe parcialmente a ladeira e depois rola de volta para a esquerda, 
chegando á superficie plana com urna velocidade igual á inicial. Se a energia cinética inicial é maior que V 0 , a bola chega ao 
alto da ladeira e continua a rolar para a direita com menor velocidade. 

O resultado da mecánica quántica é semelhante ao resultado clássico se E < V 0 , mas bem diferente se E > V 0 , como na 
Figura 6-22 a. A equagáo de Schródinger ñas duas regióes do espago indicadas na figura é dada por 


Regiáo I 


Regiáo II 


U < 0 ) 


A|j(*) 

dx 2 
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(* > 0 ) 


*1 = 


y'iifiE 

ñ 


d'M*) 

dx 2 

e k 2 


-k 2 Mx) 

6-62 

V2w (E - Vp) 
ñ 


m*. 



FIGURA 6-21 Degrau de potencial. Classicamente, urna partícula proveniente da esquerda, com urna energia total E maior que Vo, é 
sempre transmitida; a variagáo de potencial em x = 0 simplesmente dá origem a urna forga impulsiva que reduz a velocidade da partícula. 
Por outro lado, urna onda proveniente da esquerda é parcialmente transmitida e parcialmente refletida porque o comprimento de onda 
muda abruptamente em x = 0. 


As solugóes gerais sao 

Regiáo I 

(jí < 0) i|f) (*) = + Be ” Éi,;r 6-63 

Regiáo II 

(jc > 0) = Ce*'-* + De 6-64 

Particularizando estas solugóes para o problema que estamos examinando, no qual as partículas se movem da esquerda para a 
direita, vemos que o primeiro termo da Equagáo 6-63 representa o feixe original, já que, multiplicando Ae lklx pela parte temporal 
de ¥(*, 0, e obtemos urna onda plana (isto é, um feixe de partículas livres) se movendo para a direita. O segundo termo, 











Be ~ lklx , representa partículas se movendo para a esquerda na regiáo I. Na Equagáo 6-64, D = 0, já que o segundo termo 
representa partículas se movendo inicialmente da direita para a esquerda na regiáo II e nao existe nenhuma partícula nesta 
situagáo. Assim, a constante A é conhecida (pois o termo Ae lklx , como vimos, pode ser normalizado em termos da densidade de 
partículas do feixe), a constante D é nula e os valores de B e C devem ser calculados de tal forma que a solugáo geral satisfaga 
as condigóes de contorno do problema. Para determinar os valores de 5 e C, aplicamos a condigáo de continuidade as fungóes 
\| f(x) e d\\f/dx em v = 0, exigindo que i|/i(0) = \|/ n (0) e d\\fi(0)/dx = d\\fn(0)/dx. Para que \|/ seja continua emx = 0,é preciso que 


+j(0) = ¿ + B = í|r ir (0) = C 

ou 

A + B = C 6 -65f/ 

Para que seja continua emx = 0,é preciso que 

¿¡A “ k¡Ü = kyC 6 - 65 b 
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FIGURA 6-22 (a) Degrau de potencial. As partículas se movem da esquerda para a direita com energía total E > Vq. ( b ) O comprimento 
de onda da onda incidente (regiáo I) é menor do que o da onda transmitida (regiáo II). Como k 2 <k\, \C\ 2 > \A¡ 2 ; além disso, T< 1. 


Resolvendo o sistema de Equagóes 6-65 considerando B e C como incógnitas (Problema 6-49), obtemos: 


B - 


C = 


2k l 

k i + 1*2 


*2 , E' n - (E - v„) 
A — 


1/2 


,4 = 


e'v + (e- v 0 ) 1/2 
2£ l/2 

£ l/2 + (£ - 


6-66 
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As Equagóes 6-66 e 6-67 podem ser usadas para calcular as amplitudes relativas da onda refletida e da onda transmitida, 
respectivamente. Também é possível definir os coeficientes de reflexáo ( R ) e transmissáo (7) como as intensidades relativas dos 
feixes refletido e transmitido: 15 
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É fácil mostrar que 

















T + R = I 
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Entre as consequéncias do fato de que as solugoes da equagáo de Schródinger apresentam um comportamento ondulatorio, 
podemos destacar as seguintes: 

1. O coeficiente de reflexao R nao é nulo para E > V 0 . Assim, ao contrário do que acontece no caso clássico, algumas partículas 
sao refletidas pelo degrau de potencial, mesmo que tenham energia suficiente para ultrapassá-lo. (Este fenómeno é análogo 
á reflexao de ondas eletromagnéticas na interface de dois meios com índices de refragáo diferentes.) 

2. O valor de R depende da diferenga entre k\ e k 2 , mas nao depende do sinal da diferenga; em outras palavras, o coeficiente de 
reflexao seria o mesmo se as partículas estivessem se movendo de urna regiáo de potencial maior para urna regiáo de 
potencial menor. 

Como k=p/h = 27iA, o comprimento de onda muda quando as partículas passam pelo degrau. Á primeira vista, a amplitude da 
onda transmitida deveria ser necessariamente menor que a da onda incidente; lembre-se, porém, de que |\|/| 2 é proporcional á 
densidade de partículas. Como as partículas se movem mais lentamente na regiáo II (k 2 < h), |\j/ n | 2 pode ser inicialmente maior 
que como na Figura 6.22 b. A Figura 6-23 mostra a variagáo com o tempo de um pacote de ondas incidente em um degrau 
de potencial, para E > V 0 . 

Vamos agora considerar o caso da Figura 6-24 a, em que E < V 0 . Classicamente, esperamos que todas as partículas sejam 
refletidas em x = 0. No caso quántico, observamos que k 2 na Equagáo 6-64 agora é um número imaginário. Assim, 

^J,(x) = Ce ik - X = Ce-™ 6-71 

é urna funqao exponencial real, na qual ^ \flm ( V'. — E) !h (Escolhemos a raiz positiva para que \p n —» 0 para x —> oo.) 
Isso significa que o numerador e o denominador do lado direito da Equagáo 6-66 sáo complexos conjugados e, portanto, \B \ 2 = 
¡A¡ 2 , R = 1 e T= 0. A Figura 6-25 mostra a variagáo de R e T com a razáo E!V 0 , na qual E é a energia das partículas e V 0 a altura 
do degrau. Em concordáncia com o resultado clássico, para E/Vo< 1 todas as partículas sáo refletidas de volta para a regiáo I. 
Entretanto, outro resultado interessante da solugáo quántica é que nem todas as partículas sáo refletidas no ponto x = 0. Como 
\|/ n é urna fungáo exponencial decrescente, a densidade de partículas na regiáo II é proporcional a 



FIGURA 6-23 Variagáo com o tempo de um pacote de ondas unidimensional que representa urna partícula incidente em um degrau de 
potencial, para E > Vq. A posigáo de urna partícula clássica está indicada por um ponto. Observe que parte do pacote é transmitida e parte 
é refletida, embora a energia da partícula representada pelo pacote seja suficiente para transpor a barreña. Os picos estreitos sáo causados 
pela descontinuidade de V(x ) em x = 0. 
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FIGURA 6-24 ( a ) Degrau de potencial. As partículas incidentes se movem da esquerda para a direita com energía total E < Vq. (6) A 
onda que penetra na regiáo II é urna exponencial decrescente; o valor de R neste caso é igual ale nenhuma energía é transmitida. 



FIGURA 6-25 Coeficiente de reflexáo R e coeficiente de transmissáo T de um degrau de potencial V 0 em fungáo da energía E (em 
unidades de F 0 ). 


KJ 2 = |C|V*“ 6-72 

A Figura 6-246 mostra a funqáo de onda para o caso em que E < V 0 . A funqao de onda nao se anula para x > 0, mas a amplitude 
diminuí exponencialmente, como no caso do poqo de potencial finito. A onda penetra ligeiramente na regiáo classicamente 
proibida (x > 0), mas, em seguida, é totalmente refletida. (Como foi visto na Seqáo 6-3, isso nao significa que partículas com 
energía cinética negativa sejam observadas nessa regiáo, já que observar urna partícula nessa regiáo introduz urna 
indeterminaqáo no momento que corresponde a urna energia cinética mínima maior que V 0 ~ E.) Esta situaqáo é semelhante á da 
reflexáo interna total na ótica clássica. 


EXEMPLO 6-6 


_Reflexáo em um Degrau com Vq > E Um feixe de elétrons de energia E = 0,1 V 0 incide em um degrau de 

potencial Vq = 2 eV. Este potencial é da mesma ordem de grandeza que a fungáo trabalho dos elétrons na superficie dos metáis (veja a 
Segáo 3-3). Fa$a um gráfico da probabilidade relativa |\|/| 2 de que os elétrons penetrem urna distancia x no degrau para o intervalo de x 
= 0 até x = 10 -9 m, o equivalente a cinco diámetros atómicos. 














SOLUQÁO 

Parax > 0, a furujao de onda é dada pela Equafáo 6-71. De acordo com a Equa^áo 6-67, temos: 


|c | 2 = 


2(O,IV 0 ) l/5 


(0,1 VJ) 1 '' 2 + (-0,9 V'o) 1 '’ 2 


= 0,4 


onde tomamos \A \ 2 = 1. Calculando 2ax para vários valores de x entre 0 e 10 9 m, obtemos, para 2a = [2m(l,9Vo)] m /h, as duas 
primeiras colunas da Tabela 6-2. Calculando e~ 2cuc e multiplicando por |C| 2 = 0,4, obtemos |\|/| 2 , que aparece na terceira coluna da 
Tabela 6-2 e está plotado na Figura 6-26 em fun^áo de x. 


Tabela 6-2 |qj| 2 

x(m) 

2ax 

lv 2 l 

0 

0 

0,40 

0,1 X 10 " 10 

0,137 

0,349 

1,0 X lo ” 10 

1,374 

0,101 

2,0 x 10 ” 10 

2,748 

0,026 

5,0 x 10 “ 10 

6,869 

0,001 

10,0 x 10 ‘ 10 

13,74 

*0 


0,4 - 

0,3 - 

— 0,2 - 

0,1 - 

n i. .. 

0 2 4 6 8 ID x 
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FIGURA 6-26 


Barreira de Potencial Quadrada 


Vamos agora discutir um dos potenciáis mais interessantes da mecánica quántica, a barreira de potencial quadrada (Figura 6- 
27 a), que pode ser expressa matemáticamente da seguinte forma: 


VM 


Vo para 0 < x < a 
0 para 0 > x e x > a 
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No caso clássico, urna partícula que está se movendo da esquerda para a direita na regiáo I, com E > V 0 , continua a se mover 
para a direita na regiáo II, mas com menor velocidade; ao chegar á regiáo III, recupera a velocidade inicial, se E < V 0 , a 
partícula nao consegue penetrar na regiáo II; é refletida na fronteira entre as regióes I e II e passa a se mover da direita para a 
esquerda na regiáo I. No caso quántico, o comportamento das partículas é muito diferente, tanto para energías menores que V 0 
quanto para energías maiores que V 0 ! 

Em primeiro lugar, vamos ver o que acontece quando um feixe de partículas que se movem da esquerda para a direita, todas 
com a mesma energía E < V 0 , incide em urna barreira de potencial (Figura 6-27). Por analogía com o caso do degrau de 
potencial, é fácil ver que as soluqóes gerais da equaqáo de onda sao as seguintes: 
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= Aé k ' x + Be~ ¡k ' x 

x < 0 

<jf„ (jc) = Ce-** + De 

0 < x < a 

4f IU (jt) = Fe ik ' x - Ge~ !k ' x 

x ~> a 


em que ¿ 2mE/ñ e a = \^2m ( — £ ) fh- Observe que os expoentes de \j/ n sao reais, enquanto os expoentes de 

\|/i e \|/ m sao imaginários. Como as partículas do feixe incidente estao se movendo da esquerda para a direita, G = 0. O valor de A 
depende da intensidade do feixe incidente e as constantes B, C, D e F podem ser determinadas aplicando as condigóes de 
contorno do problema, isto é, exigindo que \|/ e d\| f/dx sejam continuas emx = 0ei = a. Nao vamos nos preocupar com os 
detalhes matemáticos; limitaremos a discussáo aos resultados mais interessantes. 
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FIGURA 6-27 (a) Barreira de potencial quadrada. (, b ) Penetragáo da barreña por urna onda com urna energía menor que a da barreña. 
Parte da onda consegue atravessar a barreira, embora, classicamente, a partícula nao possa entrar na regiáo 0 < x < a, na qual a energía 
potencial é maior que a energía total. 


Como vimos no estudo do degrau de potencial, no caso em que E <Vo, a amplitude da fungáo de onda nao cai bruscamente 
para zero na fronteira das regióes I e II, mas passa a sofrer um decaimento exponencial enquanto penetra na regiáo II. A partir 
da fronteira das regióes II e III, a fungáo de onda volta a apresentar um comportamento senoidal, como mostra a Figura 6-21b. 
Isso significa que existe urna probabilidade finita de que a partícula representada pela fungáo de onda seja encontrada do outro 
lado da barreira, embora classicamente náo tenha energía suficiente para ultrapassá-la. Este fenómeno, conhecido como efeito 
túnel ou tunelamento , é análogo a um fenómeno da ótica clássica denominado reflexáo interna total frustrada (veja a Figura 6- 
28). A probabilidade de que o tunelamento ocorra em urna dada situagáo é expressa por meio do coeficiente de transmissáo. 

O coeficiente de transmissáo T da regiáo I para a regiáo III é dado pela seguinte expressáo (veja o Problema 6-64): 

I F\ 2 


sen bota 
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FIGURA 6-28 O fenómeno ótico conhecido como reflexáo intema total frustrada. Gragas á presenga do segundo prisma, parte da onda 
atravessa o espago vazio, embora o ángulo de incidencia no primeiro prisma seja maior que o ángulo crítico. Este efeito pode ser 



















demonstrado com um láser e dois prismas de 45° feitos de vidro ou com um feixe de micro-ondas e dois prismas de 45° feitos de parafina. 




FIGURA 6-29 Diagrama esquemático mostrando o percurso da agulha de um microscopio de tunelamento (linha tracejada) ao longo da 
superficie de urna amostra, enquanto a altura é ajustada para que a corrente de tunelamento se mantenha constante. A agulha tem urna 
ponta de dimensoes atómicas que permite observar irregularidades de pequeñas dimensoes (até mesmo átomos isolados), como mostra a 
linha tracejada. 

Para aa » 1, a Equagáo 6-75 assume urna forma um pouco mais simples: 

7 - ,6 f0 - f F 2 ™ 

No microscopio de tunelamento (STM*), inventado na década de 1980 por Gerd Binnig e Heinrich Rohrer, o pequeño espago 
vazio entre urna amostra e urna agulha funciona como urna barreira de potencial para os elétrons da superficie da amostra, como 
se pode ver na Figura 6-29. Urna tensáo aplicada entre a agulha e a amostra faz com que os elétrons atravessem o espago vazio 
por tunelamento. A corrente de tunelamento é extremamente sensível á distancia entre a agulha e a amostra; urna variagáo de 
apenas 0,5 nm (o diámetro de um átomo) na largura da barreira pode fazer com que a corrente se tome 10 4 vezes maior ou 
menor. Se a distancia entre a agulha e a amostra é ajustada para que a corrente de tunelamento permanega constante, os 
movimentos verticais da agulha reproduzem a topografía da superficie da amostra. Desta forma, é possível estudar a superficie 
de urna amostra com resolugáo atómica. 

Urna importante aplicagáo do tunelamento é o diodo túnel , um componente usado em circuitos eletrónicos. Outra é a emissáo de 

campo , o tunelamento de elétrons facilitado por um campo elétrico, usado atualmente em microscopios eletrónicos de transmissáo 
e varredura e em um tipo de tela para computadores. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
Decaimento Alfa 


O efeito túnel foi usado por G. Gamow, E. U. Condon e R. W. Gumey em 1928 para explicar a enorme variagáo da 
vida média para o decaimento a dos núcleos radioativos e a própria existencia, até certo ponto surpreendente, do decaimento a. 16 No 
decaimento a, que será discutido com mais detalhes no Capítulo 11, quanto menor a energía da partícula a emitida, maior a vida 
média. A energía das partículas a emitidas pelos átomos radioativos varia de 4 a 7 MeV, enquanto as vidas médias correspondentes 
variam de 10 10 anos a 1(T 6 s. Gamow representou o núcleo radioativo como um pogo de potencial no interior do qual se encontra a 
partícula a (Figura 6-30 a). Para r menor que o raio atómico R , a partícula a é atraída pela forga nuclear. Como nao conheciam 
praticamente nada a respeito dessa forga, Gamow e colaboradores a representaram como um pogo quadrado. Do lado de fora do 
núcleo, a partícula a é repelida pela forga de Coulomb. Essa repulsáo é dada pela energía potencial de Coulomb +kZze 2 /r , na qual z = 
2 para a partícula a e Ze é a carga residual do núcleo. A energía total E é igual á energía cinética da partícula a emitida, já que a 
energía potencial se reduz praticamente a zero a urna curta distancia do núcleo. Podemos ver na Figura 6-30 a que o aumento de E 
reduz a altura relativa da barreira, V— E, e também a largura. Como, de acordo com a Equagáo 6-76, a probabilidade de transmissáo 
varia exponencialmente com a largura e a raiz quadrada da altura da barreira, um pequeño aumento de E leva a um grande aumento da 












probabilidade de transmissáo e, portanto, a urna grande redugáo da vida média. A partir deste modelo, Gamow e colaboradores 
conseguirán! chegar a urna expressáo para a taxa de decaimento a dos núcleos radioativos em fungáo da energia cinética das 
partículas emitidas que concordava muito bem com os resultados experimentáis. O raciocinio usado pelos cientistas foi o seguinte: 



Imagens em um microscopio de tunelamento de nanopartículas de platina, de tamanhos e formas escolhidos, depositadas em TiO2(110). [Fonte: 
Prof. Beatriz Roldan Cuenya at the Ruhr - University Bochum, Germany.] 
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FIGURA 6-30 ( a ) Modelo da fungáo energia potencial para urna partícula a dentro e fora de um núcleo atómico. No interior do núcleo (isto é, 
para r < R), a interagáo nuclear pode ser descrita aproximadamente por um pogo de potencial. Do lado de fora do núcleo, a interagáo nuclear é 
desprezível e o potencial pode ser descrito pela lei de Coulomb, V(r) = +kZze 2 /r , em que Ze é a carga residual do núcleo e ze é a carga da 
partícula a. No interior do núcleo, a partícula a oscila de um lado para o outro e é refletida repetidamente pela barreña de potencial. De acordo 
com a mecánica quántica, cada vez que a partícula a se choca com a barreña, existe urna pequeña probabilidade de que consiga atravessá-la e 
aparega do lado de fora do núcleo em r = rj. A fungáo de onda é semelhante á que aparece na Figura 6-27 b. (b ) Taxa de decaimento para a 
emissáo de partículas a por vários núcleos radioativos em fungáo da energia das partículas emitidas. A reta representa a previsáo teórica 
(Equagáo 6-79); os pontos sao resultados experimentáis. 


A probabilidade de que urna partícula a atravesse a barreña por tunelamento em urna única tentativa é proporcional ao coeficiente 
de transmissáo T da Equagáo 6-76. Na prática, o valor do produto a a é táo grande que a variagáo da exponencial com a energia da 
partícula a domina a expressáo e podemos escrever 
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T ~ e 

O valor dado pela Equagáo 6-77 é um número muito pequeño, ou seja, em cada colisáo com a barreira, é muito provável que a 
partícula a seja refletida. O número N de vezes por segundo que a partícula a se aproxima da barreira é dado aproximadamente por 

Quando E > Vq, nao há onda refletida se oa = n, 2n, .. por causa da interferencia destrativa. No caso de elétrons incidentes em átomos de 
gases nobres, este fenómeno, que resulta em um coeficiente de transmissáo igual a 1 para certas energías dos elétrons, é conhecido como 
efeito Ramsauer-Townsend e pode ser usado para medir o diámetro atómico dos gases nobres. 

N — 6-78 

2 ti 

em que véa velocidade da partícula no interior do núcleo. Assim, a taxa de decaimento, ou seja, a probabilidade por unidade de 
tempo de que o núcleo emita urna partícula a, que também é igual ao inverso da vida média x, é dada por 

taxa de decaimento = — = -Ae ó .79 

1 2fí 

A Figura 6-30 b ilustra a boa concordancia entre os resultados teóricos obtidos a partir do modelo de Gamow e os dados 
experimentáis. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
O Relógio Atómico de NH 3 


O efeito túnel também desempenha um papel importante na inversdo periódica das moléculas de amónia. A 
molécula de NH 3 possui duas configuragoes de equilibrio (Figura 6-31 a). Os tres átomos de hidrogénio estáo no mesmo plano; o 
átomo de nitrogénio oscila entre duas posigoes de equilibrio, de um lado e do outro do plano formado pelos átomos de hidrogénio. A 
fungáo energía potencial V(x) a que o átomo de N está sujeito possui dois mínimos dispostos simétricamente em relagáo ao plano 
(Figura 6-3 Ib). Como o átomo de nitrogénio está ligado á molécula, a energía é quantizada; os níveis de menor energía estáo muito 
abaixo do máximo central do potencial. O máximo central constituí, portanto, urna barreira para o átomo de N que se encontra em um 
dos níveis de menor energía. Classicamente, a barreira seria intransponível; gragas ao efeito túnel, porém, existe urna probabilidade 
finita de que seja atravessada pelo átomo de N. Isso faz com que o átomo de N oscile lentamente de um lado para outro do plano 
formado pelos átomos de H. 17 A frequéncia de oscilagáo é 2,3786 x 10 10 Hz quando o átomo de nitrogénio se encontra no estado 
caracterizado pela energía E\ da Figura 6-31 b. Esta frequéncia é relativamente baixa em comparagáo com a da maioria das vibragóes 
moleculares, um fato que permitiu que a frequéncia de tunelamento do átomo de N na molécula de NH 3 fosse usada como padráo nos 
primeiros relógios atómicos , dispositivos usados para medir o tempo com precisáo. 



FIGURA 6-31 (a) A molécula de NH 3 oscila entre as duas posigoes de equilibrio indicadas na figura. As trés moléculas de H estáo no mesmo 
plano; o átomo de N pode estar acima ou abaixo deste plano, (b) Energía potencial do átomo de N em firngáo da distancia acima ou abaixo do 
plano formado pelos átomos de H. Algumas energías permitidas, incluindo a do estado fundamental e do primeiro estado excitado, sáo menores 
que a da barreira central; mesmo assim, o átomo de N é capaz de atravessá-la por tunelamento. 



Leitura Suplemental-1 

O fenómeno quántico do tunelamento serve de base para vários dispositivos usados em equipamentos 
eletrónicos, como a jungáo Josephson e o diodo túnel, que é o tema da leitura suplementar O Diodo Túnel , 
disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram a Equagáo 6-80 e 
a Figura 6-32. 
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TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1 . Equagáo de Schródinger 

, + V(x,t)V(x,t) = ih 

¿m ctr át 

6-6 

Dependente do tempo, em urna 
dimensao 

* V-. ) + |/ W‘l'W - 

¿m dx~ 

6-18 

Independente do tempo, em urna 
dimensao 

jm 4- se 

e 

6-9 

Condigáo de normalizagáo 

f + K 

/ = 1 

6-21) 

Condipóes de aceitabilidade 

1. ip(x) deve existir e satisfazer a equagáo de Schródinger. 



2. \|/(x) e dy/dx devem ser continuas. 



3. \|/(x) e d\\f/dx devem ser finitas. 



4. \|/(x) e d\\f/dx devem ser unívocas. 



5. \j/(x) deve ser normalizável. 


2. Po^o quadrado infinito 

E, t = . j = » = 1.2, 3,„. 

2 inLr 

6-24 

Energías permitidas 

f , ¡2 ttliX 

'KW = J-sen-^- n - U2 t _V-. 

6-32 

Fungóes de onda 



3. Pogo quadrado finito 

As energías permitidas em um pogo finito sao menores que as 
energías correspondentes em um pogo quadrado infinito de mesma 
largura. 

Todo pogo finito possui pelo menos um estado ligado, ao qual está 
associada urna energía permitida. 

4. Valores esperados e operadores 

0 valor esperado ou valor médio de urna grandeza física 
representada por um operador, como o operador momento p op , é 
dado por 


f + * f + * /y\ 



M = y__ = y _ 

6-48 


5. Oscilador harmónico simples / ] \ 

E,, = ( n + — Jftto n = 0. 1 , 2,. .. 6-56 


Energías permitidas 















6. Reflexáo e Transmissáo 

Quando o potencial varia abruptamente em urna distáncia pequeña 
em comparagáo com o comprimento de onda de urna partícula, a 
partícula pode ser refletida, mesmo que E > V(x). Urna partícula 
também pode penetrar em urna regiáo na qual E < V(x). 
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1. Félix Bloch (1905-1983), físico suíqo naturalizado americano. Estava estudando na Universidade de Zurique quando assistiu 
ao coloquio mencionado no texto. A citaqao é de um discurso proferido na sede da American Physical Society em 1976. Bloch 
recebeu, com Edward Mili Purcell, o Premio Nobel de Física de 1952, por haver medido o momento magnético do neutrón 
usando um método que ele mesmo havia desenvolvido e que levou á criaqao de urna técnica de medida conhecida como 
ressonáncia magnética nuclear (NMR*). 

2. Peter Joseph Wilhelm Debye (1884-1966), químico holandés naturalizado americano. Sucedeu a Einstein na cadeira de física 
teórica da Universidade de Zurique e recebeu o Premio Nobel de Química de 1936 por suas contribuiqóes para o estudo da 
estrutura das moléculas. 

3 t Erwin Rudolf Josef Alexander Schródinger (1887-1961), físico austríaco. Sucedeu a Planck na cadeira de física teórica da 
Universidade de Berlim em 1928, dois anos depois de publicar, em rápida sucessáo, seis artigos que estabeleceram os 
fundamentos da mecánica ondulatoria. Graqas a esses trabalhos, dividiu o Premio Nobel de Física de 1933 com P.A.M. Dirac. 
Por nao concordar com o regime nazista, mudou-se em 1940 para a Irlanda, onde permaneceu até se aposentar, em 1955. Em 
1956, voltou para Viena, onde morreu em 1961. 

4. Para verificar que isso é verdade, considere o efeito sobre ¿J 2v F(x, f)l}fc 2 de multiplicar ^(x, i) por um fator C. Nesse caso, 
2 0¥(x, t)/¿pc 2 = C~ c } 2v F(x, t)r$c 2 e a derivada é multiplicada pelo mesmo fator. Assim, a derivada é proporcional á primeira 
potencia da funqáo, ou seja, é linear em relaqáo a T^x, t). 

5. O número imaginário i aparece porque a equaqáo de Schródinger relaciona urna derivada primeira em relaqáo ao tempo a 
urna derivada segunda em relaqáo ao espaqo. No caso da equaqáo de onda clássica (Equaqáo 5-11), a relaqáo é entre a derivada 
segunda em relaqáo ao tempo e a derivada segunda em relaqáo ao espaqo. Em consequéncia, a funqáo T^x, t ) é urna funqáo 
complexa, enquanto a funqáo y(x, i) é urna funqáo real. 

6. Embora os resultados das mediqóes sejam números reais, a parte imaginária de W contribuí para esses resultados. Todo 
número complexo pode ser escrito na forma z = a + bi , em que a e b sao números reais e i = Wj. O módulo ou valor absoluto 
de z é definido por meio da expressáo |-| = ^7 2 + b 2 • Como o complexo conjugado de z é z* = a - bi , z*z = (a - bí){a + bi) = 
a 2 + b 2 = |z| 2 ; assim, o cálculo de ¡W] 2 inclui urna contribuiqáo da parte imaginária. 

7. Estamos usando a convenqáo da estatística segundo a qual a certeza é representada por urna probabilidade igual a 1. 

8. Este método de soluqáo das equaqóes diferenciáis parciais é conhecido como método da separagáo de variáveis. Na mecánica 
quántica, como na mecánica clássica, muitos potenciáis de interesse sao independentes do tempo; assim, o método pode ser 
aplicado á equaqáo de Schródinger em urna grande variedade de situaqóes. 

9. É preciso observar que existem exceqóes para esta exigencia na teoría quántica. 

10. A soluqáo E = 0, correspondente a n = 0, nao é físicamente possível. Como vimos na Seqáo 5-6, de acordo com o principio 





de indeterminagáo, a energia mínima para urna partícula em urna caixa deve ser maior ou igual a h 2 HmL 2 . 

11. Lembrando que combinagóes lineares das solugóes da equagáo de Schródinger também sao solugóes, devemos observar que 
a simulagáo do comportamento clássico de urna partícula macroscópica em urna caixa macroscópica exige o uso de fungóes de 
onda que sao urna combinagáo de muitos estados estacionários; assim, as partículas clássicas jamais possuem urna energia 
definida, pelo menos em termos microscópicos. 

12. Para simplificar a notagáo, vamos as vezes omitir as variáveis independentes e escrever simplesmente \| f n em vez de \|/„(x) e 
'í'n em vez de ^(x, /). 

13. Os polinomios de Hermite sao fungóes conhecidas, já que constituem as solugóes de urna importante equagáo diferencial da 
física matemática. Muitos livros de mecánica quántica contém urna lista dos polinomios de Hermite para vários valores de n. 

14. É fácil mostrar que a única diferenga entre urna fungáo \|/(x) normalizada em termos da densidade de partículas e urna 
fungáo \|/(x) para a qual |\|/(x)| 2 representa a densidade de probabilidade está apenas em urna constante multiplicativa. 

15. Na maioria dos livros elementares de mecánica quántica, T q R sáo expressos em unidades de partículas por unidade de 
tempo. 

16. Rutherford havia mostrado que o espalhamento de partículas \|/ de 8,8 MeV produzidas pelo decaimento de 212 Po obedecía á 
lei de Coulomb até distáncias menores que 3 x 10~ 14 m, isto é, da ordem das dimensóes do núcleo. Isso quería dizer que a 
barreira de Coulomb a essa distáncia tinha urna altura de pelo menos 8,8 MeV; entretanto, a energia das partículas a emitidas 
pelo 238 U é apenas 4,2 MeV, menos de metade da altura da barreira. A física clássica era incapaz de explicar este paradoxo. 

17. Como o centro de massa da molécula deve permanecer fixo em um referencial inercial, o plano formado pelos átomos de H 
também oscila no sentido oposto ao do átomo de N. Na verdade, como a massa dos átomos de hidrogénio é muito menor que a 
dos átomos de nitrogénio, a amplitude do movimento do plano é maior que a do movimento do átomo de nitrogénio. Entretanto, 
é o movimento relativo que é importante. 

18. Veja, por exemplo, F. Capasso e S. Datta, “Quantum Electron Devices”, Physics Today , 43, 74 (1990). Leo Esaki recebeu o 
Premio Nobel de Física de 1973 (juntamente com Ivar Giaver e Brian D. Josephson) pela invengáo do diodo túnel. 


Problemas ] 111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 6-1 A Equagáo de Schródinger em Urna Dimensáo 

6-1. Mostré que a fungáo de onda ^(x, /) = Ae {bc ~ (út) náo satisfaz a equagáo de Schródinger dependente do tempo. 

6-2. Mostré que a fungáo ^(x, i) = Ae i{kx ~ &í) satisfaz tanto a equagáo de Schródinger dependente do tempo quanto a equagáo de 
onda clássica (Equagáo 6-1). 

6-3. Em urna regiáo do espago, urna partícula possui urna fungáo de onda dada por co(x) = Ae x ' e urna energia dada por 
h 2 /2mL 2 , em que L é um comprimento. ( a ) Determine a energia potencial em fungáo de x e faga um gráfico de V em fungáo de x. 
(b) Que tipo de potencial clássico tem essa forma? 

6-4. (a) Determine a energia cinética em fungáo de x para a partícula do Problema 6-3. ( b ) Mostré que x = L é o ponto de 
retomo clássico. (c) A energia potencial de um oscilador harmónico simples é dada por V(x) = mco 2 x 2 /2, na qual co é a frequéncia 
angular do oscilador. Compare este valor com o encontrado no item (a) do Problema 6-3 e mostré que a energia total para esta 
fungáo de onda pode ser escrita na forma E = h(ti/2. 

6-5. (a) Mostré que a fungáo de onda ^(x, t) = A sen(kx - co/) náo satisfaz a equagáo de Schródinger dependente do tempo. ( b ) 
Mostré que ^(x, t)=A cos(kx - co/) + ¿A sen(kx - co/) satisfaz a equagáo de Schródinger dependente do tempo. 

6-6. A fungáo de onda de um elétron livre, ou seja, de um elétron que náo está sujeito a urna forga, é dada por \|/(x) = A sen[(2,5 
x 10 10 )x], na qual x está em metros. Determine (a) o momento do elétron; (b) a energia total do elétron; ( c ) o comprimento de 
onda do elétron. 

6-7. Urna partícula de massa m e energia total zero se encontra em urna regiáo do espago na qual a fungáo de onda é \|/(x) = 
Ce x IL . (< a ) Determine a energia potencial V(x) da partícula em fungáo de x; ( b ) faga um gráfico de V(x) em fungáo de x. 

6.8. Normalize a fungáo de onda do Problema 6-2 entre ~a e +a. Por que a fungáo náo pode ser normalizada entre -oo e +oo? 

Segao 6-2 O Pogo Quadrado Infinito 

6-9. Urna partícula se encontra em um pogo quadrado infinito de largura L. Calcule a energia do estado fundamental (a) se a 
partícula é um próton e Z = 0,1 nm, o tamanho aproximado de urna molécula; ( b ) se a partícula é um próton eZ*l fm, o 
tamanho aproximado de um núcleo. 


6-10. Urna partícula se encontra no estado fundamental em um pogo quadrado infinito cujo potencial é dado pela Equagáo 6-21. 
Determine a probabilidade de que a partícula seja encontrada no intervalo Ax = 0,002Z em (a) x = Ll 2; {tí) x = 2Z/3; (c) x = L. 
(Como Ax é muito pequeño, nao é necessário executar urna integragáo.) 

6-11. Repita o Problema 6-10 para o caso de urna partícula no segundo estado excitado (n = 3) de um potencial quadrado 
infinito. 

6-12. Um corpo com urna massa de 10 -6 g está se movendo com urna velocidade de 10 _1 cm/s em urna caixa de 1 cm de 
comprimento. Considerando a caixa como um pogo unidimensional quadrado infinito, calcule o valor aproximado do número 
quántico n do estado em que se encontra a partícula. 

6-13. ( a ) Determine os valores de Ax e Ap para o corpo do Problema 6-12, supondo que A x/L = 0,01% e Ap/p = 0,01%. ( b ) Qual 
é o valor de AxA p/hl 

6-14. Urna partícula de massa m está confinada em um tubo de comprimento L. (a) Use a relagáo de indeterminagáo para 
estimar a menor energía possível do sistema, (tí) Supondo que nao existem forgas no interior do tubo e que a partícula sofre 
choques elásticos com as paredes das extremidades do tubo, use a equagáo de Schródinger para determinar a energía do estado 
fundamental da partícula. Compare a resposta com a do item ( a ). 

6-15. (a) Qual é o comprimento de onda da partícula do Problema 6-14 no estado fundamental? (tí) Qual é o comprimento de 
onda da partícula no segundo estado excitado (n = 3)? (c) Use a relagáo de de Broglie para calcular o módulo do momento da 
partícula no estado fundamental. ( d) Mostré que a energía da partícula no estado fundamental é igual a p 2 l2m. 

6-16. O comprimento de onda da luz emitida por um láser de rubi é 694,3 nm. Se a emissáo de um fóton com este comprimento 
de onda estivesse associada á transigáo de um elétron do nivel n = 2 para o nivel n = 1 de um pogo quadrado infinito, qual seria 
a largura L do pogo? 

6-17. As energías permitidas de urna partícula de massa m em um pogo quadrado infinito unidimensional sao dadas pela 
Equagáo 6-24. Mostré que um nivel com n = 0 viola o principio de indeterminagáo de Heisenberg. 

6-18. Em um modelo simplificado do átomo neutro de uránio, os elétrons estáo confinados em urna caixa unidimensional de 
0,05 nm de largura, com um elétron por nivel de energía, {a) Calcule a energía do nivel ocupado de maior energía neste modelo. 
{tí) Compare o resultado do item {a) com a energia de repouso do elétron. 

6-19. Suponha que urna conta macroscópica com urna massa de 2,0 g esteja se movendo sem atrito em um fio horizontal no 
qual existem dois batentes a 10 cm de distáncia um do outro. Se a velocidade da conta é 20 nm/ano (ou seja, urna velocidade 
extremamente pequeña), qual é o valor do número quántico correspondente? 

6-20. Um elétron se encontra no estado n = 5 de um pogo unidimensional quadrado infinito, (a) Mostré que a probabilidade de 
encontrar o elétron na regiáo entre os pontos x = 0,2Z e x = 0,4Z é 1/5. {tí) Calcule a probabilidade de encontrar o elétron em um 
“volume” Ax = 0,0 IL no entorno do ponto x = Ll 2. 

6-21. Nos primordios da física nuclear, antes que o neutrón fosse descoberto, acreditava-se que o núcleo fosse constituido por 
elétrons e prótons. Considerando o núcleo um pogo unidimensional quadrado infinito de largura L = 10 fm e ignorando efeitos 
relativísticos, calcule a energia do estado fundamental {a) para um elétron e {tí) para um próton no interior do núcleo, (c) 
Determine a diferenga de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado de cada partícula. (As diferengas 
entre os níveis de energia dos núcleos sáo da ordem de 1 MeV.) 

6-22. Um elétron se encontra no estado fundamental de um pogo unidimensional infinito de largura L = 10 -10 m. Calcule a forga 
que o elétron exerce ao se chocar com urna das paredes do pogo. {Sugestdo: F = -dE/dL. Por qué?) Como esta forga se compara 
com o peso de um elétron na superficie da Terra? 

6-23. As fungóes de onda de urna partícula em um pogo quadrado unidimensional infinito sáo dadas pela Equagáo 6-32. Mostré 
que, para essas fungóes, j\|/ n (x)\|/ m (x)¿/x = 0, ou seja, que \| i n {x) e \| i m {x) sáo ortogonais. 

Segáo 6-3 O P 050 Quadrado Finito 

6-24. Faga um gráfico {a) da fungáo de onda; {tí) da distribuigáo de probabilidade para o estado n = 4 do pogo quadrado finito. 

6-25. Um pogo quadrado finito com 1,0 fm de largura contém um neutrón. Qual deve ser a profundidade do pogo para que 
existam apenas dois níveis permitidos de energia para o neutrón? 

6-26. Um elétron está confinado em um pogo quadrado finito cujas “paredes” tém 8,0 eV de altura. Se a energia do estado 
fundamental é 0,5 eV, estime a largura do pogo. 

6-27. Levando em conta características como a curvatura, o comprimento de onda e a amplitude, faga um gráfico da fungáo de 
onda associada a urna partícula de energia E no pogo de potencial finito da Figura 6-33. 
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FIGURA 6-33 Problema 6-27. 


6-28. Para um pogo quadrado finito de largura a = 10 nm, com seis níveis de energía permitidos, (a) faga um gráfico do pogo de 
potencial; {b) faga um gráfico da fungáo de onda do estado com n = 3, entre x = -2 a e x = + 2 a; (c) faga um gráfico da 
densidade de probabilidade para o mesmo intervalo do item ( b ). 

Segáo 6-4 Valores Esperados e Operadores 

6-29. Calcule o valor esperado da componente x do momento de urna partícula de massa m no nivel n = 3 de um pogo quadrado 
unidimensional infinito de largura L. Vocé considera o resultado razoável, já que a energia de urna partícula neste nivel é 
9n 2 h 2 /2mL 2( ? 

6-30. Determine (a) (x); ( b ) (x 2 ) para o segundo estado excitado (n = 3) de um pogo quadrado infinito. 

6-31. (a) Mostré que a distribuigáo clássica de probabilidade para urna partícula em um pogo unidimensional quadrado infinito 
de largura L é dada por P(x ) = l/L. ( b ) Use o resultado do item (a) para calcular (x 2 ) e (x 2 ) para urna partícula clássica nesse tipo 
de pogo. 

6-32. Mostré, a partir da equagáo de Schródinger dependente do tempo, que (p 2 ) = (2 m[E - F(x)]> para qualquer potencial F(x) e 
que (p 2 ) = (2 mE) para o pogo quadrado infinito. Use este resultado para calcular (p 2 ) para o estado fundamental do pogo 
quadrado infinito. 

6-33. Calcule e ^ = V(jf 1 ) - (x) 2 , — V(p 2 } — { p ) 2 > <5 x o p para a fungáo de onda do estado fundamental do 

pogo quadrado infinito. ( Sugestoes : Por simetría, <p> = 0; de acordo com o Problema 6-32, (p 2 ) = (2 mE)). 

Segáo 6-5 O Oscilador Harmónico Simples 

6-34. Determine os valores de (x 2 ) e (x 2 ) para o estado fundamental de um oscilador harmónico simples (Equagáo 6-58). O valor 
de A 0 é (mco//m) 1/4 . 

6-35. Use a lei de conservagáo da energia para obter urna expressáo relacionando x 2 e p 2 no caso do oscilador harmónico 
simples. Em seguida, use essa expressáo e o resultado do Problema 6-34 para calcular o valor de (p 2 ) para o estado fundamental 
do oscilador harmónico simples. 

6-36. (a) Usando o valor de A 0 dado no Problema 6-34, escreva a fungáo de onda total T^x, t) para o estado fundamental do 
oscilador harmónico simples. ( b ) Use o operador p x da Tabela 6-1 para calcular (p 2 ). 

6-37. Para o estado fundamental do oscilador harmónico simples (n = 0), o polinomio de Hermite H n {x ) da Equagáo 6-57 é 
H 0 (x) = 1. Determine ( a ) a constante de normalizagáo C 0 ; ( b ) (x 2 ); (c) (F(x)> para esse estado. (Sugestáo: As integráis necessárias 
para resolver o problema estáo na Tabela Bl-1 do Apéndice Bl.) 

6-38. Para o primeiro estado excitado do oscilador harmónico simples (n = 1), o polinomio de Hermite da Equagáo 6-57 é H x (x) 
= x. Determine ( a ) a constante de normalizagáo C\\ {b) (x); (c) (x 2 ); ( d) (F(x)) para este estado. ( Sugestáo : A mesma do Problema 
6-37.) 

6-39. Um oscilador harmónico quántico de massa m se encontra no estado fundamental com pontos de retomo clássicos em ±A. 
(a) Calcule o valor de Ap para este estado, supondo que a massa está confinada em urna regiáo Ax~2A. ( b ) Compare a energia 
cinética calculada a partir do valor de Ap obtido no item ( a): (1) com a energia total do estado fundamental; (2) com o valor 
esperado da energia cinética. 

6-40. Calcule o espagamento entre níveis de energia vizinhos por unidade de energia, isto é, o valor de A E n /E n , para o oscilador 
harmónico quántico; em seguida, faga w^ooe mostré que o resultado está de acordo com o principio de correspondéncia de 
Bohr (veja a Segáo 4-3). 
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6-41. Calcule {x ) e {x ) (a) para o estado fundamental e ( b ) para o primeiro estado excitado do oscilador harmónico simples. 

6-42. O período de um péndulo macroscópico constituido por urna esfera de 10 g suspensa por um fio de massa desprezível com 
50 cm de comprimento é 1,42 s. (a) Calcule a energía do estado fundamental do sistema (energía de ponto zero). ( b ) Se o 
péndulo é colocado em um estado no qual a massa atinge urna altura 0,1 mm acima da altura mínima, qual é o número quántico 
desse estado? (c) Qual é a frequéncia de oscilagáo do péndulo no estado do item (b)l 

6-43. Mostré que as fungóes de onda do estado fundamental e do primeiro estado excitado do oscilador harmónico simples, 
dadas na Equagáo 6-58, sao ortogonais, ou seja, mostré que \\\f 0 (x)\\fi(x)dx = 0. 

Segáo 6-6 Reflexáo e Transmissáo de Ondas 

6-44. Urna partícula livre, de massa m e número de onda k\, está se movendo para a direita. No ponto x = 0, o potencial muda 
bruscamente de 0 para V 0 e permanece com este valor para todos os valores positivos de v. (a) Se a energía inicial da partícula é 
E = h 2 Jd\l2m, qual é o número de onda k 2 na regiáo v > 0? Expresse a resposta em fungáo de k\ e V 0 . (b ) Calcule o coeficiente de 
reflexáo R do degrau de potencial, (c) Qual é o valor do coeficiente de transmissáo 77 (d) A cada milháo de partículas com 
número de onda k\ que incidem no degrau de potencial, quantas partículas, em média, continuam a se mover no sentido positivo 
do eixo xl Como este valor se compara com a previsáo clássica? 

6-45. Um próton com urna energia de 44 MeV se encontra em um núcleo cujo pogo de potencial tem 50 MeV de profundidade. 
O próton “enxerga” urna barreira de Coulomb com 10~ 15 m de largura na superficie do núcleo, (a) Use a Equagáo 6-76 para 
calcular a probabilidade de que o próton atravesse a barreira na primeira vez em que se chocar com ela. ( b ) Supondo que o raio 
R do núcleo é 10 -15 mea velocidade do próton é náo relativística, calcule a taxa de emissáo de prótons (ou seja, a taxa de 
decaimento) de um material que contém esse tipo de núcleo, (c) Por que fator é dividida a resposta do item ( b ) se a largura da 
barreira é multiplicada por dois? 

6-46. No Problema 6-44, suponha que o potencial varié bruscamente de 0 para -F 0 emi = 0, fazendo a velocidade da partícula 
aumentar em vez de diminuir. O número de onda da partícula incidente continua a ser k\ e a energia inicial continua a ser 2V 0 . 
(a) Qual é o número de onda da partícula na regiáo v > 0? ( b ) Calcule o coeficiente de reflexáo R do degrau de potencial, (c) 
Qual é o valor do coeficiente de transmissáo 77 (d) A cada milháo de partículas com número de onda k\ que incidem no degrau 
de potencial, quantas partículas, em média, continuam a se mover no sentido positivo do eixo x? Como este valor se compara 
com a previsáo clássica? 

6-47. Em um dispositivo semicondutor, urna camada de óxido forma urna barreira com 0,6 nm de largura e 9 eV de altura entre 
dois fios condutores. Elétrons chegam á barreira depois de serem acelerados por urna tensáo de 4 V. (a) Que fragáo dos elétrons 
incidentes consegue atravessar a barreira por tunelamento? ( b ) Qual deve ser a tensáo de aceleragáo para que a fragáo dos 
elétrons incidentes que consegue atravessar a barreira por tunelamento seja o dobro do valor encontrado no item ( a)l 

6-48. Use a Equagáo 6-70 para mostrar que T= 0 no caso de partículas incidentes em um degrau de potencial com E < V 0 . 

6-49. Demonstre as Equagóes 6-66 e 6-67 a partir das Equagóes 6-65a e 6-65 b. 

6-50. Um feixe de elétrons com urna energia cinética E = 2,0 eV incide em urna barreira de potencial de altura V 0 = 6,5 eV e 
largura a = 5,0 x 10“ 10 m (veja a Figura 6-26). Que fragáo dos elétrons consegue transpor a barreira? 

6-51. Um feixe de prótons com urna energia cinética de 40 MeV incide em um degrau de potencial de 30 MeV. (a) Que fragáo 
do feixe é refletida? Que fragáo é transmitida? ( b ) Responda ao item (a) supondo que as partículas sáo elétrons. 

NÍVEL II 

6-52. Um próton se encontra em um pogo quadrado infinito dado pela Equagáo 6-21 com L = 1 fm. (a) Calcule a energia do 
estado fundamental em MeV. ( b ) Faga um diagrama de níveis de energia para este sistema. Calcule o comprimento de onda dos 
fótons emitidos ñas transigóes (c) de n = 2 para n = 1; (d) de n = 3 para n = 2; (e) de n = 3 para n= 1. 

6-53. Urna partícula se encontra no estado fundamental de um pogo quadrado infinito dado pela Equagáo 6-21. Calcule a 
probabilidade de que a partícula seja encontrada na regiáo (a) 0 < x < 772; (b) 0 < x < Lt 3; (c) 0 < v < 3774. 

6-54. (a) Mostré que, para grandes valores de n , a diferenga relativa de energia entre o estado neo estado n + 1 de urna 
partícula em um pogo quadrado infinito é dada aproximadamente por 

~ ^ tí ^ 



(b) Qual é a diferenga percentual aproximada entre as energías dos estados n\ = 1.000 e n 2 = 1.001? (c) Comente a respeito da 
relagáo entre os resultados dos itens (a) e{b)e o principio de correspondéncia de Bohr. 

6.55. Calcule o valor esperado da energia cinética de urna partícula de massa m que se move no nivel n = 2 de um pogo 



quadrado unidimensional infinito de largura L. 

6.56. Urna partícula de massa m se encontra em um pogo quadrado infinito cujo potencial é dado por 

V = * JC < -L/2 

V = 0 -L/2 < x < +L/2 

V = X +L/2 < x 

Como este potencial é simétrico em relagáo á origem, a densidade de probabilidade, |\|/(x)| 2 , também deve ser simétrica, (a) 
Mostré que isso significa que \|/(—jc) = \|/(x) ou \|/(—jc) = —\|/(jc). (¿) Mostré que as solugóes da equagáo de Schrodinger 
independente do tempo sao 


= 



ft = l, 3,5,7..,. 


e 


<Kí) = 


2 tvnx 

- sen¬ 
il L 


n = 2,4„ 6, 8,.,, 


(c) Mostré que as energías permitidas sao as mesmas do poco quadrado infinito cujo potencial é dado pela Equaqao 6-21. 

2 2 

6-57. A fungáo de onda do estado fundamental de um oscilador harmónico simples é \|/ 0 (x) = Ae~ x aL . (á) Mostré que \|/i(x) = 
Ld\\f 0 (x)/dx também é urna solugáo da equagáo de Schrodinger. (b) Qual é a energía desse novo estado? (c) Depois de examinar 
os nos da fungáo de onda do ítem (¿), como vocé classificaria este estado excitado? 

6-58. Para as fungóes de onda 


t|í(x) = ^-sen^- « = U 2,3,... 

correspondentes a um pogo quadrado infinito de largura L, mostré que 

= l 2 ^ ü_ 

3 2 n lf ir 

6-59. Um elétron com urna energia de 10 eV incide em urna barreira de potencial de 25 eV de altura e 1 nm de largura, (a) Use 
a Equagáo 6-76 para calcular a ordem de grandeza da probabilidade de que o elétron atravesse a barreira por tunelamento. (b) 
Repita o cálculo supondo que a barreira tem 0,1 nm de largura. 

6-60. Urna partícula de massa m se encontra em urna regiáo na qual a energia potencial tem um valor constante V 0 . (a) Mostré 
que nem ¥(x, i) = A sen {kx - co t) nem t) = A eos {kx - co t) satisfazem a equagáo de Schrodinger dependente do tempo. 
(, Sugestáo : se Ci sen c |) + C 2 eos c|) = 0 para qualquer valor de C\ = C 2 = 0.) ( b ) Mostré que ^(x, t) = A [cos(Ax - coi) + i sen (kx 
- coi)] = Ae l(kx satisfaz a equagáo de Schrodinger independente do tempo, contanto que a relagáo entre k, V 0 e co seja dada 
pela Equagáo 6-5. 

NÍVEL III 

6-61. A energia potencial de urna partícula de massa m sobre urna mesa pode ser descrita pelas equagóes 

V = mgz para z > 0 

V = ^ paraz < 0 

Para um valor positivo qualquer da energia total E , indique a regiáo classicamente permitida em um gráfico de V(z) em fungáo 
de z. Faga também um gráfico da energia cinética em fungáo de z. A equagáo de Schrodinger para este problema é muito difícil 
de resolver. Usando argumentos semelhantes aos da Segáo 6-3 a respeito da curvatura das fungóes de onda que representam 
solugóes válidas da equagáo de Schrodinger, faga esbogos das fungóes de onda do estado fundamental e dos dois primeiros 
estados excitados. 

6-62. Use a equagáo de Schrodinger para mostrar que o valor esperado da energia cinética de urna partícula é dado por 





{£*) 



1 

2m í& 2 / 


dx 


6-63. Um elétron no interior de um pogo quadrado infinito de largura L = 10 -12 m está se movendo com velocidade relativística; 
isso significa que o momento do elétron nao é dado por p = (2 mE) m . (a) Use o principio de indeterminagáo para confirmar que 
a velocidade é relativística. (b) Encontré urna expressáo para os níveis permitidos de energía do elétron. (c) Calcule o valor de 
E i. ( d) Qual é a diferencia relativa entre o valor relativístico e o valor nao relativístico de E X 1 

6-64. (a) Demonstre a Equagáo 6-75. ( b ) Mostré que a Equagáo 6-76 constituí urna aproximagáo da Equagáo 6-75 para aa » 1. 

6-65. Um feixe de prótons com urna energía de 20 MeV incide, no ponto v = 0, em um degrau de potencial de 40 MeV de 
altura. Faga um gráfico da probabilidade relativa de que os prótons sejam observados na regiáo entre i = 0ex = 5fmem fungáo 
de v. (, Sugestáo : Faga |^4| 2 = le use o resultado do Exemplo 6-6.) 



*0 termo “simples” é usado para indicar que o oscilador está 
sujeito apenas a urna for^a de retorno, ou seja, o problema do 
oscilador simples nao envolve outras forjas, como forjas 
externas e forjas de amortecimento. (N.T.) 

*Do inglés Ncanning Tunneling A/icroscope, ou seja, Microscopio 
de Tunelamento e Varredura. (N.T.) 

*Do inglés Nuclear A/agnetic T^esonance. (N.T.) 
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7-1 A Equagáo de Schródinger em Trés Dimensóes 

7-2 Quantizagáo do Momento Angular e da Energía do Átomo de Hidrogénio 

7-3 As Fungóes de Onda do Átomo de Hidrogénio 

7-4 O Spin do Elétron 

7-5 Momento Angular Total e Interagáo Spin-Órbita 
7-6 A Equagáo de Schródinger para Duas (ou Mais) Partículas 
7-7 Estados Fundamentáis dos Átomos: A Tabela Periódica 
7-8 Estados Excitados e Espectros dos Metáis Alcalinos 


N este capítulo, vamos aplicar a teoría quántica a sistemas atómicos. Para todos os átomos neutros, com excegáo do 
hidrogénio, a equagáo de Schródinger nao pode ser resolvida exatamente. Apesar disso, foi no reino da física atómica que 
a equagáo de Schródinger colheu seus maiores sucessos, já que os físicos sabem como descrever matemáticamente a interagáo 
eletromagnética dos elétrons com outros elétrons e com o núcleo atómico. Com o uso de métodos aproximados e de 
computadores de alta velocidade, vários aspectos do comportamento de átomos mais complexos que o hidrogénio, como os 
comprimentos de onda e intensidades das linhas espectrais, podem ser calculados, muitas vezes com urna precisáo táo alta 
quanto se deseje. A equagáo de Schródinger para o átomo de hidrogénio foi resolvida no primeiro artigo de Schródinger, 
publicado em 1926. Este problema é muito importante, náo só porque neste caso a equagáo de Schródinger pode ser resolvida 
exatamente, mas também porque as solugóes obtidas servem como ponto de partida para solugóes aproximadas no caso de 
outros átomos. Vamos, portanto, estudar este problema com certa profundidade. Embora algumas passagens matemáticas 
necessárias para resolver a equagáo de Schródinger sejam relativamente difíceis, vamos tentar apresentar resultados 
quantitativos na medida do possível, mostrando alguns resultados sem demonstrá-los e discutindo qualitativamente aspectos 
importantes desses resultados apenas quando necessário. Sempre que possível, fomeceremos argumentos físicos simples para 
mostrar que os resultados sáo razoáveis. 


7-1 A Equagáo de Schródinger em Trés Dimensóes 


No Capítulo 6, consideramos movimentos em apenas urna dimensáo, mas, naturalmente, o mundo real tem trés dimensóes. 


Embora em muitos casos o estudo do movimento em apenas urna dimensáo seja suficiente para revelar todos os aspectos físicos 


importantes do problema, existem algumas peculiaridades do movimento em trés dimensóes que precisam ser destacadas. Em 
coordenadas retangulares, a equagáo de Schródinger independente do tempo tem a seguinte forma: 



+ ÍAfí = Ei* 
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No caso geral, tanto a fungáo de onda como a energía potencial sao fungóes das tres coordenadas espaciáis, x,y ez. 


O Pogo Quadrado Infinito em Tres Dimensoes 

Para comegar, vamos considerar a versáo tridimensional do problema da partícula em urna caixa. Nesse caso, a fungáo energía 
potencial V(x,y , z) é nula para 0 < x < L, 0<j<Ze0<z<L A energía potencial é infinita do lado de fora dessa regiáo de 
forma cúbica. Aplicando as condigóes de contorno, verificamos que a fungáo de onda é nula ñas paredes da caixa e é urna 
fungáo senoidal no interior da caixa. Na verdade, quando consideramos apenas urna das coordenadas, como, por exemplo, a 
coordenada x, obtemos urna solugáo igual á do problema da partícula em urna caixa unidimensional, discutido na Segáo 6-2. Em 
outras palavras, a variagáo da fungáo de onda com v é da forma sen k x x , em que k\ = n x n/L e n\ é um número inteiro. A fungáo 
de onda completa ¥(*, y, z) pode ser escrita como um produto de tres fungóes: urna fungáo apenas de jc, urna fungáo apenas de y 
e urna fungáo apenas de z: 

*Kw) = I (r) liMj) 'h(z) 7-2 

onde as fungóes sáo fungóes senoidais. Assim, por exemplo, experimentando a solugáo 

= A seo k¡x seo k?y seo k# 7-3 

constatamos, substituindo esta fungáo na Equagáo 7-1, que a energía é dada por 


que é equivalente a 


h 2 2 

£ = ^ 


k\ 




E = 


(/>.r + Pv + rí) 

2 m 


em que p x = hk u p y = hk 2 ep z = hk 3 . Para que a fungáo de onda seja nula ñas paredes, é necessário que k x = n x n/L, k 2 = n 2 TílL e k 3 
= n 2 TílL. Nesse caso, a energia total é dada por 


E 




frir 

2mL? 


(»i 4- n\ + nj) 
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em que n\ 9 n 2 e n 3 sáo números inteiros positivos, como na Equagáo 6-24. 

Note que a energia e a fungáo de onda sáo caracterizadas por tres números quánticos , resultantes de tres condigóes de 
contorno , urna para cada coordenada. Neste caso, os tres números quánticos sáo independentes, mas em outros problemas o 
valor de um dos números quánticos pode afetar o valor dos outros. Assim, por exemplo, como vamos ver daqui a pouco, em 
problemas como o do átomo de hidrogénio, nos quais o potencial tem simetría esférica, é mais fácil resolver a equagáo de 
Schródinger em coordenadas esféricas. Os números quánticos associados a condigóes de contorno em coordenadas esféricas sáo 
interdependentes. 

No caso da caixa cúbica, o estado fundamental (estado de menor energia) é dado pela Equagáo 7-4 com n\ = n 2 = n 2 = 1. O 
primeiro estado excitado corresponde a tres combinagóes diferentes dos números quánticos: n\ = 2, n 2 = n 2 = 1; n 2 = 2, n\ = n 2 = 
1; n 3 = 2, n x = n 2 = 1, já que, de acordo com a Equagáo 7-4, E in = E m = E n2 . A cada um desses conjuntos de números 
quánticos corresponde urna fungáo de onda diferente, embora a energia seja a mesma. Por exemplo, a fungáo de onda para n\ = 
2 e n 2 = n 3 = 1 é 


2ltX TTV TTZ 

t2h = ^ sei1 — se11 ~r sen ~r 

i - L E 

Um nivel de energia ao qual estáo associadas duas ou mais fungóes de onda recebe o nome de degenerado. Neste caso, a 
degeneragáo é tripla, já que existem tres fungóes de onda com a mesma energia. A degeneragáo está relacionada á simetría do 
problema; tudo que destrói ou modifica a simetría também destrói ou modifica a degeneragáo. 1 No caso, por exemplo, de urna 
caixa em forma de paralelepípedo, na qual V = 0 para 0 < x < 0 < y < L 2 e 0 < z < L 3 , as condigóes de contorno levam ás 

relagóes k\L x = n\% 9 k 2 L 2 = n 2 n , k 3 L 3 = n 3 n e a energia total é dada por 

_ frV /nf\ 

™ 2mU? L\ ' LlJ 
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FIGURA 7-1 Diagrama de níveis de energía (a) de um pogo cúbico infinito; (tí) de um pogo infinito em forma de paralelepípedo. No 
pogo cúbico, muitos níveis de energía sao triplamente degenerados, isto é, existem tres fungoes de onda diferentes com a mesma energía. 
Essa degeneragáo desaparece quando a simetría do potencial é menor, como em (,b ). O diagrama é apenas esquemático; nenhum dos 
níveis de (tí) tem necessariamente a mesma energía que um dos níveis de (a). 


A Figura 7-1 mostra os níveis de energía do estado fundamental e dos dois primeiros estados excitados para urna caixa cúbica 
(L\ = L 2 = Z 3 ), caso em que os estados excitados sao degenerados, e para urna caixa em forma de paralelepípedo (L x ^ Z 2 ^ Z 3 ), 
caso em que nao existe degeneragáo. 


A Equagáo de Schródinger em Coordenadas Esféricas 

Vamos agora discutir outro tipo de pogo de potencial, mais parecido com o de um átomo de verdade. Supondo que o próton está 
em repouso, podemos tratar o átomo de hidrogénio como urna partícula isolada, o elétron, se movendo com energia cinética 
p 2 l2m e no campo elétrico do núcleo, representado por urna energia potencial V(r): 


Os cientistas conseguiram produzir átomos de um elétron, que possuem níveis de energia semelhantes aos do átomo 
de hidrogénio, a partir de todos os elementos químicos até o uranio, cujo átomo de um elétron é o ion U 91+ . Feixes de 
átomos altamente ionizados sao usados para estudar efeitos relativísticos e detalhes da estrutura atómica. Colisóes de 
átomos de ouro totalmente ionizados, movendo-se a urna velocidade próxima da velocidade da luz, produziram a 
“estrela” de milhares de partículas mostrada na Segáo 12-1. 


V(r) = 


Zke 2 

r 
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Como na teoría de Bohr, incluimos o número atómico Z, que é igual a 1 no caso do hidrogénio, para podermos aplicar os 
resultados a sistemas semelhantes, como o átomo de hélio ionizado He + , para o qual Z = 2. Observe também que podemos levar 
em conta o movimento do núcleo substituindo a massa do elétron, m e , pela massa reduzida q = m e /( 1 + mJM N ), em que M N é a 
massa do núcleo. A equagáo de Schródinger independente do tempo em tres dimensóes para urna partícula de massa q é a 
Equagáo 7-1 com q em lugar de m : 


tí 2 í afy ^ 

2jxV<5Uc 2 



+ Vty = Eiv 
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Como a energia potencial V(r) depende apenas da distáncia radial r = (x 2 + y 2 + z 2 ) 1/2 , é mais fácil resolver o problema em 
coordenadas esféricas r, 0 e c|>, que estáo relacionadas ás coordenadas xjez através da transformagáo 















FIGURA 7-2 Relagoes geométricas entre coordenadas esféricas e retangulares. 


x = r sen 0 eos <j) 

y = r sen 0 sen <j> 7-8 

Z — r eos 0 

Essas relagoes estao ilustradas na Figura 7-2. A transformagáo da equagáo de Schródinger em tres dimensóes para coordenadas 
esféricas nao é difícil, mas é bastante trabalhosa. Vamos nos limitar a apresentar o resultado: 
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Apesar do aspecto assustador desta equagáo, Schródinger nao teve dificuldade para resolvé-la porque é semelhante a outras 
equagóes diferenciáis parciais, associadas a problemas de física clássica, que já haviam sido exaustivamente investigadas pelos 
matemáticos. Vamos apresentar a solugáo com todos os detalhes, tendo o cuidado de indicar a origem do número quántico 
associado a cada dimensáo. Como no pogo cúbico tridimensional, os números quánticos surgem em consequéncia das condigóes 
de contorno impostas á equagáo de onda, que neste caso é a Equagáo 7-9. 


7-2 Quantizagáo do Momento Angular e da Energía do Átomo de 
Hidrogénio 

Nesta segáo, vamos resolver a equagáo de Schródinger independente do tempo para o átomo de hidrogénio e outros átomos com 
um elétron. Veremos que a quantizagáo da energia e do momento angular sáo consequéncias naturais das condigóes de 
aceitabilidade das fungóes de onda (veja a Segáo 6-1) e discutiremos a origem e o significado físico dos números quánticos n , ( 
e m. 

O primeiro passo para resolver urna equagáo diferencial parcial como a Equagáo 7-9 consiste em procurar solugóes 
separáveis escrevendo a fungáo de onda ^(r,©,^) como o produto de fungóes de urna única variável. Assim, escrevemos: 

<K',e,6) = wmm 7-io 

em que R depende apenas da coordenada radial r, / depende apenas de 0 e g depende apenas de c|). Quando esta forma de 
¥(^0,(1)) é substituida na Equagáo 7-9, a equagáo diferencial parcial pode ser transformada em tres equagóes diferenciáis 
ordinárias, urna para R(r ), urna para/(0) e urna para g(c|)). Muitas das solugóes da Equagáo 7-9, naturalmente, náo possuem esta 
forma; entretanto, se um número suficiente de solugóes com a forma da Equagáo 7-10 for encontrado, 2 todas as solugóes da 
equagáo poderáo ser expressas como combinagóes lineares dessas solugóes. Na verdade, as solugóes com a forma da Equagáo 7- 
10 sáo físicamente as mais importantes, pois corresponden! a valores definidos ( autovalores ) da energia e do momento angular. 
Substituindo a Equagáo 7-10 na Equagáo 7-9 e executando as derivagóes indicadas, obtemos: 
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já que as derivadas em relagáo a r nao afetam/(9) e g((|>), as derivadas em relagáo a 0 nao afetam R(r ) e g((|)) e as derivadas em 
relagáo a § nao afetam R(r) ef{Q). Para separar as fungóes que dependem de r das fungóes que dependem de 0 e de basta 
multiplicar a Equagáo 7-11 por -l^/tfRfg e reagrupar os termos. O resultado é o seguinte: 
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Dois pontos importantes podem ser observados com relagáo á Equagáo 7-12: (1) O lado esquerdo contém apenas termos que 
dependem de r, enquanto o lado direito contém apenas termos que dependem de 0 e Como as variáveis sáo independentes, 
mudangas em r náo podem alterar o valor do lado direito da equagáo, enquanto mudangas em 0 e § náo podem alterar o valor do 
lado esquerdo. Assim, os dois lados da equagáo devem ser iguais á mesma constante, que vamos chamar, por questóes que 
veremos mais tarde, de l{l +1). (2) Como o potencial depende apenas de r, a solugáo do lado direito (a parte angular) da 
Equagáo 7-12 deve ser a mesma para qualquer potencial 3 que dependa apenas de r. 

Tendo em vista o segundo ponto, vamos resolver primeiro a equagáo angular para que os resultados estejam disponíveis 
quando comegarmos a examinar as solugóes da equagáo que depende de r, conhecida como equagáo radial , para valores 
particulares do potencial V(r). Fazendo o lado direito da Equagáo 7-12 igual a 1(1 + 1), multiplicando por sen 2 0 e reagrupando 
os termos, temos: 

i _ 

S(< b) 

-t{t + 1 ) sen 2 » 

Como o lado esquerdo da Equagáo 7-13 depende apenas de § e o lado direito depende apenas de 0, ambos devem ser iguais á 
mesma constante, que vamos chamar, por questóes que veremos em seguida, de ~m 2 . Fazendo o lado esquerdo da Equagáo 7-13 
igual a - m 2 e resolvendo a equagáo diferencial resultante, obtemos: 
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Para que a fungáo de onda total 'P seja unívoca, é preciso que g(c|) + 2n) = g(c|)) e, portanto, que o número m que aparece na 
Equagáo 7-14 seja 0 ou um número inteiro positivo ou negativo. 

Fazendo o lado direito da Equagáo 7-13 igual a -m 2 e resolvendo a equagáo diferencial resultante, temos (urna solugáo 
detalhada pode ser encontrada em Weber e Arfken, Capítulo 11): 


ÁM = 


(sen») 1 " 


2 f í! d (eos íl) 


<+ m 


(cos z e-i)* 7-15 


Para que 'P seja finita, é preciso que/(0) seja finita em0 = Oe0 = 7r, o que, por sua vez, exige que ( seja zero ou um número 
inteiro positivo e que, para um dado valor de t, \m\ < l. As fungóes f ím (0) dadas pela Equagáo 7-15 sáo conhecidas como 
fungóes de Legendre associadas. As fungóes de Legendre associadas com m = 0 recebem o nome especial de polinomios de 
Legendre. 

O produto de f m (Q) por g m ($) 9 que descreve a variagáo angular de ^(r,0,c|)) para qualquer potencial com simetría esférica, 
constituí urna familia de fungóes Y im (0,4>) que aparecem com frequéncia em problemas de física, 


Y<,¿W)=fMgM 7-16 

chamadas harmónicos esféricos. A Tabela 7-1 mostra algumas dessas fungóes. É fácil obter o valor das fungóes de Legendre 
associadas e dos polinomios de Legendre a partir dos harmónicos esféricos. (O livro de Weber e Arfken contém urna lista mais 
extensa dessas fungóes.) O significado físico de^em será discutido na próxima segáo. 























Quantizagáo do Momento Angular 

O momento angular L de um corpo de massa m cuja posigáo é especificada por um vetor posigáo r em relagáo á origem do 
sistema de coordenadas é dado por 


L = r x p 

em que p = m(dr/dt) é o momento do corpo. Se o potencial a que o corpo está submetido é fungáo apenas de r (como acontece 
com o elétron do átomo de hidrogénio), o momento angular L é conservado (veja o Problema 7-15) e o movimento clássico do 
corpo ocorre em um plano fixo perpendicular a L passando pela origem. As componentes do momento p na diregáo de r, p n e 
na diregáo perpendicular a r (e a L), p t , sao dadas por 



e o módulo do vetor constante L é dado por 



L = rp sen A = rp t 

Em termos dessas componentes, a energia cinética pode ser escrita como 







Pt + P7 P'r 


5 1 Ü 


e, portanto, a energía clássica total E é dada por 


+ 


2jx 2 jül 2^r 


Pr + + V(r) = £ 


7-17 


2jx 2ji.r 3 

Reescrevendo a Equaqáo 7-17 em termos do potencial “efetivo” íá//') = L 2 /2p;~ + F(r), temos: 


V e ,(r) = £T 

2fi 
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que é igual á Equagáo 6-4, usada na demonstragáo da equagáo de Schrodinger. 



FIGURA 7-3 Para V= V(r), a órbita de urna partícula clássica está em um plano perpendicular a L. As componentes do momento p ñas 
diregoes paralela e perpendicular a r sao p r e p¿, respectivamente. O momento p faz um ángulo A com o vetor posigáo r. 


Como fizemos no Capítulo 6, vamos usar a expressáo da energía total da partícula, que no caso que estamos estudando é a 
Equagáo 7-17, para chegar á equagáo de Schrodinger. Para isso, vamos usar a relagáo de de Broglie e introduzir os operadores 
diferenciáis apropriados (em coordenadas esféricas) para p ¿ 2 e L 2 . Vamos omitir alguns detalhes porque o processo, embora náo 
seja particularmente difícil, é trabalhoso. No caso de p r 2 , o operador é 
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que, dividido por 2p e operando em *F, é o primeiro termo da equaqao de Schrodinger em coordenadas esféricas (Equacao 7-9). 
O operador L 2 é dado por 



J_±( 3 _\ _1 _ 

sen & d0\ M ) seir 0 
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que, dividido por 2pr 2 e operando em ¥, é o segundo termo da equa?ao de Schrodinger em coordenadas esféricas (Equa?ao 7- 
9). O lado direito da Equaqao 7-12, que é igual a f( f + 1), pode ser escrito da seguinte forma, depois de multiplicado por 
fr/(0)g(<t>) e lembrando que/;,„(0)g,„(<(>) = Y {m (Q,<\>): 
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-V —1 

sen" 0 \ 




= (>.(€+ 
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ou, como \|/(r,0,c|>) = i?(r)7(0,(|)), 


(L\$(rM) = t{t + l>ft 2 +(r,e,4>) 7-21 c 

Assim, temos o resultado muito importante que, para qualquer potencial da forma V = V(r), o momento angular é quantizado e 
os valores permitidos (autovalores) do módulo do momento angular sao dados por 

|LI = L = Vf(í + l)fi para €-0, 1,2,3,... 7-22 

em que £ é chamado de número quántico de momento angular ou número qudntico orbital. 

Podemos usar o mesmo método de substituigáo para L z , a componente z de L, e mostrar que a componente z do momento 
angular é quantizada e os valores permitidos sao dados por 

L. ~ mh para m = 0, i ], ±2, ... , ± £ 7-23 


O significado físico da Equagáo 7-23 é que o momento angular L, cujo módulo é quantizado em valores de \J f -£ £ -j_ ] ) f t 

, pode apontar apenas em diregóes no espaqo tais que a projegáo de L no eixo z seja 0 ou um dos valores dados por mh. Assim, 
L é também espacialmente quantizado. O número quántico m é chamado de número qudntico magnético. (Por que 
“magnético”? Veja a Segáo 7-4.) 

O diagrama da Figura 7-4, denominado modelo vetorial do átomo, mostra as possíveis orientagóes do vetor momento 
angular. Observe que, de forma até certo ponto surpreendente, o vetor momento angular nao pode ser paralelo ao eixo z, pois a 
maior componente possível de z, mh , é sempre menor do que o módulo do vetor, *\f £ (^ + ] Jjj. Isto é consequéncia do 

principio de indeterminagáo do momento angular (que nao vamos demonstrar) segundo o qual é impossível determinar com 
precisáo absoluta duas componentes do momento angular, 4 a nao ser no caso trivial em que o momento angular é nulo. Observe 
que, para um dado valor de £, existem 21+1 valores possíveis de m, que vdo de —£ a +£ em incrementos de urna unidade. 
Operadores para L x e L y também podem ser obtidos pelo método de substituigáo; entretanto, Y nao é urna autofungáo desses 
operadores, pois especificar urna rotagáo em tomo do eixo v ou do eixo y significaría especificar simultáneamente valores para 0 
e c|), violando o principio de indeterminagáo. 



FIGURA 7-4 Modelo vetorial usado para mostrar as orientagóes possíveis de L e os valores possíveis de L z no caso em que £ = 2. 


EXEMPLO 7-1 


_| Valores Quantizados de L Se um sistema tem um momento angular caracterizado pelo número quántico £ = 

2, quais sao os valores possíveis de Z z , qual é o módulo de L e qual é o menor ángulo possível entre leo eixo z? 


SOLUQÁO 

1. Os valores possíveis de L z sao dados pela Equagáo 7-23: L z = mh 


2 . 

3. 


m — 0, ±1, ±2 

L_ = — -lñ> 0, Iñ, 

2ñ, 


Os valores de m para £ = 2 sao: 

Assim, os valores permitidos de L z sao: 












4. 


O módulo de L é dadopela Equagáo 7-22. Para £ = 2, temos: 


L| = vW+ljí 

= \4ñ = 2,45* 


5. 


De acordo com a Figura 7-4, o ángulo 0 entre Leo eixo z é 
dado por 


mft 

1 Vf (€ + ])* 

m 

Ví(í- i) 


6 . 


O menor ángulo possível entre Leo eixo z corresponde a m = 
±£ No caso de £ = 2, temos: ou 


2 

Vi 


OU 

0 = 35,5° 


0,816 


Quantizagáo da Energía 


Os resultados discutidos até agora se aplicam a qualquer sistema que seja esféricamente simétrico, isto é, no qual a energía 
potencial so dependa de r. A soluqáo da equaqáo radial para R(r), por outro lado, depende da forma detalhada de V(r). O número 
quántico associado á coordenada r é denominado número quántico principal e representado pela letra n. Como vamos ver, no 
átomo de hidrogénio, este número quántico está relacionado á energía. A Figura 7-5 mostra um gráfico da energía potencial, 
dada pela Equaqáo 7-6, em funqáo da distáncia radial r. Se a energía total é positiva, o elétron nao está ligado ao átomo. No 
momento, estamos interessados apenas em estados ligados, ou seja, em estados para os quais a energía E é negativa. Nesse caso, 
como mostra a figura, a energia potencial se toma maior que E para grandes valores de r. Acontece que, no caso de sistemas 
ligados, como já vimos, apenas certos valores de E levam a soluqóes bem comportadas. Esses valores podem ser determinados 
resolvendo a equaqáo radial, que é obtida igualando o lado esquerdo da Equaqáo 7-12 á constante + 1). Para o potencial de 
Coulomb, dado pela Equaqáo 7-6, a equaqáo radial tem a forma 


2jxr~ íV 

= mr) 
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dft { r) 
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A equaqáo radial pode ser resolvida usando métodos convencionais de soluqáo de equaqóes diferenciáis; os detalhes seráo 
omitidos, exceto para observar que (1) esperamos que exista urna ligaqáo entre o número quántico principal /ieo número 
quántico de momento angular í, já que o último está presente na Equaqáo 7-24, e (2) para que as soluqóes da Equaqáo 7-24 
sejam bem comportadas, apenas certos valores da energia sao permitidos. Os valores permitidos de E sao dados por 
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FIGURA 7-5 Energía potencial de um elétron em um átomo de hidrogénio. Se a energía total é positiva, como E', o elétron nao está 
ligado ao átomo e a energía nao é quantizada. Se a energía total é negativa, como E, o elétron está ligado ao átomo e apenas certos valores 
discretos da energía total levam a solugóes bem comportadas. 


Tabela 7-2 Fun$oes radiáis do átomo de hidrogénio 


n = 1 


7=0 


n = 2 


7=0 


7= 1 


n = 3 


7=0 


7= 1 


7=2 



em que E\ = [ik 2 e 4 /2h 2 ~ 13,6 eV e o número quántico principal n pode assumir os valores 1, 2, 3, com a restriqao adicional 
de que n deve ser maior que 7. Esses valores de energía sao iguais aos do modelo de Bohr e estáo de acordo com os resultados 
experimentáis. As funcdes radiáis obtidas resolvendo a Equaqao 7-24 para o caso do átomo de hidrogénio sao dadas por 

Md = 7-26 

na qual ££ n ¿(r/a 0 ) sao fungóes especiáis, conhecidas como polinomios de Laguerre, e a 0 = h 2 !\\ke 2 é o raio de Bohr. A Tabela 7-2 
mostra as fungóes radiáis R n t(r) para n = 1, 2 e 3. (Para urna solugáo detalhada da Equagáo 7-24 e urna tabela maior de 

















polinomios de Laguerre, veja Weber e Arfken, Capítulo 13.) 


Resumo dos Números Quánticos 

Os valores permitidos dos números quánticos n,£ em associados as variáveis r, 0 e § sao os seguintes: 

« = 1,2,3,.,. 

i = 0 , ], 2 , .. .,(« - 1 ) 

uj = -t (~e+ i).o, i,2,.... +e 7-27 

O fato de que a energia do átomo de hidrogénio nao depende de £ está de acordo com a teoría clássica, já que, de acordo com a 
mecánica clássica, a energia de urna partícula que se move em urna órbita elíptica sob a agáo de urna forga proporcional ao 
inverso do quadrado da distáncia nao depende da excentricidade da órbita. A órbita de menor excentricidade (isto é, a mais 
próxima de um círculo) está associada ao maior valor possível do momento angular (£ = n~ 1), enquanto um valor de £ pequeño 
corresponde a urna órbita altamente excéntrica. (Quando o momento angular é nulo, isto é, quando £ = 0, o elétron se limita a 
executar oscilagóes ao longo de urna linha reta que passa pelo núcleo.) Tanto na teoría clássica como na teoría quántica, quando 
a forga central que nao varia com o quadrado do inverso da distáncia, a energia depende do momento angular. Nesse caso, a 
energia é fungáo tanto de n como de £. 
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FIGURA 7-6 Diagrama de níveis de energia do átomo de hidrogénio, mostrando as transigóes que obedecem á regra de selegáo A£ = ±l. 
Os estados com o mesmo valor de n e valores diferentes de £ tém a mesma energia, -E\/n 2 , em que E\ = 13,6 eV, como na teoría de Bohr. 
Os comprimentos de onda da linha a da série de Lyman (n = 2 ^ n = l)eda linha a da série de Balmer (n = 3 —> n = 2) estáo indicados 
em nm. Observe que, no segundo caso, existem trés transigóes distintas com o mesmo comprimento de onda (de n = 3, £ = 0 para n = 2, £ 
= 1; de n = 3, í = 1 para n = 2, £ = 0; de n = 3, £ = 2 para n = 2,£=l). 


O número quántico m está relacionado á componente z do momento angular. No caso de urna forga central, como nao existe 
urna diregáo preferencial para o eixo z, a energia nao pode depender de m. Como vamos ver mais adiante, quando o átomo é 
submetido a um campo magnético externo, passa a existir urna diregáo preferencial (a diregáo do campo magnético) e a energia 










passa a depender de m. (Este fenómeno, conhecido como efeito Zeeman , é discutido em urna Leitura Suplementar disponível no 
site da LTC Editora deste livro na Internet.) 

A Figura 7-6 mostra o diagrama de níveis de energía do átomo de hidrogénio. O diagrama é semelhante ao da Figura 4-16a, 
exceto pelo fato de que os estados com o mesmo valor de n e valores diferentes de £ estáo indicados separadamente. Esses 
estados sao identificados pelo valor de n e por urna letra maiúscula: S para £ = 0, P para £ = 1, D para £ = 2 e F para £ = 3. As 
letras sao as iniciáis das palavras usadas pelos espectroscopistas para descrever as linhas das quatro primeiras séries espectrais: 
Sharp, Principal, Diffuse e Fundamental.* (Para valores de £ maiores que 3, as letras sao usadas em ordem alfabética; G 
corresponde a £ = 4, e assim por diante.) As transigóes do tipo dipolo elétrico entre os níveis de energia obedecem as regras de 
selegáo 

Am — i) oü ± 1 

Aí ! = ±1 7-28 

O fato de que o número quántico £ deve variar de ±1 quando o átomo emite ou absorve um fóton está relacionado á conservagáo 
do momento angular, já que o fóton possui um momento angular intrínseco igual al h. Por outro lado, nao existem restrigóes 
quanto á variagáo do número quántico principal, A n. 

Exercícios 

1. Por que a quantizagáo do momento angular nao foi observada na física clássica? 

2. Quais sao as semelhangas e as diferengas entre a quantizagáo do momento angular na teoría de Schródinger e a quantizagáo 
no modelo de Bohr? 

3. Por que a energia do átomo de hidrogénio náo depende de £2 Por que a energia náo depende de mi 


Urna Oportunidade PARA VOCE As investigagóes dos espectros atómicos foram fundamentáis para a determinagáo da estrutura dos 
átomos e moléculas. Na busca de planetas habitáveis em outros sistemas estelares, investigagóes espectroscópicas astronómicas, teóricas e de 
laboratorio, baseadas em métodos modernos ou que ainda náo foram inventados, desempenharáo um papel importante na interpretagáo dos dados 
usados para identificar e classificar esses planetas. Seráo necessários novos métodos para a detecgáo espectroscópica de planetas extrassolares, 
particularmente aqueles com características semelhantes as da Terra. Seráo necessários, também, modelos de atmosferas planetárias capazes de 
prever corretamente as condigóes locáis a partir de espectros de baixa resolugáo, na faixa de luz visível e do infravermelho, obtidos por 
telescopios em órbita. A validagáo desses modelos por meio de dados obtidos ñas atmosferas da Terra, de Venus e de Marte será essencial. 


7-3 As Fungóes de Onda do Átomo de Hidrogénio 

As fungóes de onda \|w(r,0,c|)) que satisfazem a equagáo de Schródinger do átomo de hidrogénio sáo fungóes complicadas de r, 
0 e 4>. Nesta segáo, vamos escrever por extenso algumas dessas fungóes e representá-las gráficamente, chamando atengáo para 
certas propriedades importantes. 

Como vimos, a variagáo com § da fungáo de onda (Equagáo 7-14) é dada simplesmente por e im ;< h A variagáo com 0 (Equagáo 
7-15) é dada pelas fungóes de Legendre associadas ft m (Q). A variagáo angular completa é dada pelos harmónicos esféricos 
7¿ m (0,())), o produto de f¿ m (Q) por g m (c|>) (Equagáo 7-16); os valores dos harmónicos esféricos para £ = 0, 1 e 2 aparecem na Tabela 
7-1. As solugóes da equagáo radial R n ¿(r ) sáo da forma indicada na Equagáo 7-26; os valores para n = 1, 2 e 3 aparecem na 
Tabela 7-2. De acordo com a Equagáo 7-10, a fungáo de onda completa do átomo de hidrogénio é dada por 

7-29 

em que C nim é urna constante de normalizagáo. 

Podemos ver pela forma da Equagáo 7-29 que a fungáo de onda completa depende dos números quánticos n,£em, que, por 
sua vez, resultam das condigóes de contorno impostas ás fungóes F(r),/(0) e g(^)- A energia, por outro lado, depende apenas do 
valor de n. De acordo com a Equagáo 7-27, para cada valor de n existem n valores possíveis de £ {£ = 0, 1, 2, . . . , n - 1) e para 
cada valor de £ existem 2^+1 valores possíveis de m {m = —£, —£ + 1, . . . , +£). Exceto no caso do estado fundamental (para o 
qual n = 1 e, portanto, £ = m = 0), existem várias fungóes de onda correspondentes á mesma energia. Como vimos na segáo 
anterior, esta degeneragáo acontece porque a energia potencial depende apenas de r e náo existem orientagóes privilegiadas no 
espago. 


O Estado Fundamental 

Vamos examinar mais de perto as fungóes de onda de alguns estados, comegando pelo estado de menor energia, ou estado 



fundamental, para o qual « = l,f = 0e/M = 0. Como, nesse caso, o polinomio de Laguerre da Equagáo 7-26 é j£i 0 = 1, a fungáo 
de onda é dada por 
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A constante Ci 0 o é determinada por normalizagáo: 




sen 6 d<!¡> dÚ dr — l 


em que usamos o elemento de volume em coordenadas esféricas (Figura 7-7) 

dx = (r sen 0^4>)(r^0)(^r) 

Como é esféricamente simétrica para este estado, o resultado das integragdes em 0 e § é 4n. Integrando em r, temos: 5 


i ( z Y 2 i /1 Y ' 2 

c,m \4W yíUJ par “ 

A probabilidade de encontrar um elétron no volume dx é T*'IVx. 
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FIGURA 7-7 Elemento de volume dx em coordenadas esféricas. 


dx = {raen 0 ífy)(r d&¡ dr 
= r 2 sen G drdQ d <|) 
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FIGURA 7-8 Densidade de probabilidade para o estado fundamental do átomo de hidrogénio. A grandeza pode ser encarada 
como a densidade de carga associada ao elétron. ( a ) A densidade de probabilidade tem simetria esférica, é máxima na origem e diminui 
exponencialmente com r. Para gerar este gráfico, um programa de computador realizou centenas de “observagoes” do elétron no plano xz 
(ou seja, com § = 0) e assinalou com um ponto as posigoes em que o elétron foi “observado”. ( b ) Gráfico mais convencional da densidade 
de probabilidade l'Fiool 2 em fungáo de ría o. Compare os dois gráficos. ( O gráfico gerado em computador é cortesía de Paul Doherty , The 
Exploratorium.) 

A densidade de probabilidade está ilustrada na Figura 7-8. No caso do estado fundamental, a densidade de 

probabilidade é máxima na origem. Muitas vezes é mais interessante calcular a probabilidade de encontrar o elétron em urna 
casca esférica entre r e r + dr. Esta probabilidade, P(r)dr , conhecida como densidade de probabilidade radial , é igual á 
densidade de probabilidade ¥*¥ multiplicada pelo volume de urna casca esférica de espessura dr. 

P{r) dr = 4t rr ¿ dr = 7-32 

A Figura 7-9 mostra um gráfico de P(r) em fungáo de r/a 0 . Fica a cargo do leitor (Problema 7-22) mostrar que o valor de P(r) é 
máximo para r = aJZ. Ao contrário do que ocorre no modelo de Bohr do átomo de hidrogénio, em que o elétron possui urna 
órbita bem definida com r = a (h no modelo de Schródinger o elétron pode ser encontrado a qualquer distancia do núcleo; 
entretanto, a distancia mais provável éa 0 ea probabilidade de que o elétron seja encontrado a urna distancia muito diferente 
desse valor é extremamente pequeña. É possível imaginar o elétron como urna nuvem de carga negativa de densidade p = 
sem esquecer, porém, que o elétron é sempre observado como urna carga isolada. Note que o momento angular do 
elétron no estado fundamental é zero e nao h , como na teoría de Bohr. 

A variagáo angular das distribuigóes de probabilidade dos elétrons é importante para as ligagóes químicas 
responsáveis pela formagáo de moléculas e sólidos (veja os Capítulos 9 e 10). 








proporcional a r^Tiool 2 . A distancia mais provável é igual a ao, o raio de Bohr. 


Estados Excitados 

No primeiro estado excitado, n = 2 e £ = 0 ou 1. Para í = 0, m = 0 e novamente temos urna fungáo de onda com simetría 
esférica, dada por 

= C¡oo(2 - 7 --« 

Para t=\ 9 m = +1, 0 ou -1. As fungóes de onda correspondentes (veja as Tabelas 7-1 e 7-2) sao 

+ 2 io = C 2]D ^e~ Zr/2a *cosb 7-34 

a o 

+ 2 , , J = C 21 * _z ^' sen e*** 7-35 

A Figura 7-10a mostra P(r ) em fungáo de r/a 0 para essas fungóes de onda. Para n = 2, £ = 1, o valor de P(r) é máximo 
quando a distancia radial é igual ao raio da segunda órbita de Bohr, 

F max 2 ao 

enquanto, para n = 2 e t = 0, P(r) tem dois máximos, o maior dos quais ocorre para urna distancia um pouco maior que o raio da 
segunda órbita de Bohr. 

A densidade de probabilidade radial para os outros estados excitados do hidrogénio pode ser calculada da mesma forma. A 
Figura 7-106, por exemplo, mostra a fungáo P(r) para o segundo estado excitado, n = 3. A nao ser ñas vizinhangas da origem, a 
principal variagáo radial de P(r) está contida no fator e~ Zrlna °. Urna análise detalhada dos polinomios de Laguerre mostra que ¥ 
—► / para r —> 0; assim, para um dado n , \|/ n ¿ w é maior ñas proximidades da origem quando £ é pequeño. 

Urna propriedade importante dessas fungóes de onda é que as densidades de probabilidade apresentam simetría esférica para 
l = 0, mas dependem de 0 para l ^ 0. Os gráficos de densidade de probabilidade da Figura 7-11 ilustram esse fato para o 
primeiro estado excitado, n = 2. Essas distribuigóes angulares de densidade de carga do elétron dependem do valor de £, mas 
nao da parte radial da fungáo de onda. Distribuigóes de carga semelhantes para os elétrons de valencia de átomos mais 
complexos desempenham um papel importante na formagáo de ligagóes químicas. 
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FIGURA 7-10 (¿z) Densidade de probabilidade radial P(r) em fungáo de ría 0 para os estados n = 2 do átomo de hidrogénio. No caso de £ 
= 1, P(r) é máxima para o valor de Bohr, 2 2 ¿z 0 - No caso de ¿ = 0, há um máximo ñas vizinhangas deste valor e um máximo secundário 
perto da origem. As marcas no eixo x mostram os valores correspondentes de {ría 0 ). ( b ) P(r) em fungáo de ría 0 para os estados n = 3 do 
átomo de hidrogénio. 
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FIGURA 7-11 Densidade de probabilidade ¥*¥ para os estados n = 2 do hidrogénio. A probabilidade tem simetría esférica para £ = 0, é 
proporcional a eos 2 0 para £= l,m = 0eé proporcional a sen 2 0 para £= \,m = ±\. Como as densidades de probabilidade sao simétricas 
em rela9áo ao eixo z, a densidade de carga tridimensional tem a forma de urna esfera para o estado £ = 0, m = 0, a forma de um haltere 
para o estado f=l,m = 0ea forma de um pneu para o estado £= 1, /w = ±1. As formas dessas distribuigoes sao semelhantes para todos os 
átomos em estados S (£ = 0) e P {£ = 1) e desempenham um papel importante ñas ligagoes moleculares. {Estes gráficos gerados em 
computador sao cortesía de Paul Doherty , The Exploratorium.) 
























Exercícios 


4. No caso do estado fundamental do hidrogénio, para que valor de r a densidade de probabilidade ¥*¥ é máxima? Por que a 
densidade de probabilidade radial P{r) é máxima para um valor diferente de r? 


7-4 O Spin do Elétron 

Como foi dito no Capítulo 4, quando urna linha espectral do hidrogénio ou de outros átomos é observada com alta resolugáo, 
nota-se que existe urna estrutura fina , ou seja, que a suposta linha é constituida, na verdade, por duas ou mais linhas muito 
próximas. Comentamos na ocasiáo que os cálculos relativísticos de Sommerfeld, baseados no modelo de Bohr, estavam de 
acordo com os resultados experimentáis para a estrutura fina do hidrogénio, mas essa concordancia revelou-se fortuita: o 
número de linhas observadas em outros átomos era maior que o previsto por Sommerfeld. Para explicar a estrutura fina e, ao 
mesmo tempo, conciliar a tabela periódica com o principio de exclusáo (veja a Segáo 7-6), W. Pauli 6 sugeriu em 1925 que, além 
dos números quánticos n,£em,o elétron possuía um quarto número quántico, que podia assumir apenas dois valores. 

Como vimos, os números quánticos resultam das condigóes de contorno para alguma coordenada (veja as Equagóes 7-14 e 
7-15). Pauli esperava inicialmente que o quarto número quántico estivesse associado á coordenada temporal em urna teoría 
relativística, mas a ideia nao se revelou frutífera. No mesmo ano, S. Goudsmit e G. Uhlenbeck, 7 alunos de doutorado em 
Leiden, propuseram que o quarto número quántico era a componente z, m s , de um momento angular intrínseco do elétron que 
chamaram de spin. Eles atribuíram ao módulo de S (o vetor spin) a mesma forma que o módulo de L (o vetor momento angular 
orbital) possui na mecánica ondulatoria de Schródinger: 

| S | = $ = Vs(.í + I )á 7-36 

Como este momento angular intrínseco é descrito por um número quántico s semelhante ao número quántico £ usado para 
descrever o momento angular orbital, esperamos que existam 2s + 1 valores possíveis para a componente z de S, assim como 
existem 2^+1 valores possíveis para a componente z de L. Para que m s tenha apenas dois valores, como foi sugerido por Pauli, 
é preciso que s seja igual a 1/2, caso em que m s pode ter os valores +1/2 e -1/2. Além de explicar a estrutura fina e a tabela 
periódica, a hipótese do spin eletrónico também explicou o resultado inesperado de um interessante experimento realizado por 
O. Stem e W. Gerlach em 1922 e que será descrito mais adiante em urna Segáo Exploratoria. Para compreender por que o spin 
do elétron produz o desdobramento dos níveis de energía conhecido como estrutura fina, precisamos examinar a relagáo entre o 
momento angular e o momento magnético de um sistema de partículas carregadas. A relagáo clássica é descrita em urna Revisáo 
de Conceitos Clássicos. A extensáo para a mecánica quántica será discutida a seguir. 


Momento Magnético 
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Urna partícula de massa M e carga q que descreve um movimento circular, como na Figura 7-12, possui um 
momento magnético g proporcional ao momento angular L, dado pela Equa?ao 7-37: 8 


= 



7-37 


L 















FIGURA 7-12 Urna partícula que descreve um movimento circular tem um momento angular L. Se partícula possui urna carga positiva, 
o momento magnético \i associado ao movimento da partícula é paralelo a L. 


Aplicando a Equagáo 7-37 ao movimento orbital do elétron no átomo de hidrogénio e substituindo o módulo de L pelo seu 
valor, dado pela Equagáo 7-22, temos: 

‘ L = *-Vf(í + 1) = Ví(< +1)11». 7-38 

2m f 2 tttf 

Além disso, de acordo com a Equagáo 7-23, a componente z do momento magnético é dada por 


m = rn = -mv-B 

2m, 


7-39 


em que m e é a massa do elétron, mh é a componente z do momento angular e \a B é urna unidade natural de momento magnético 
conhecida como magnéton de Bohr , cujo valor é 

£? Íí 

¿ip = -— — 9.27 X 10 -24 joule/tes]a 

2 m ( 

= 5,79 x KT 9 eV/gau$s = 5,79 x lO _5 eV/tesla 7-40 

Embora a proporcionalidade entre fieL seja urna propriedade geral de distribuigóes de carga animadas de um movimento 
de rotagáo, a relagáo expressa pela Equagáo 7-37 se aplica apenas a urna carga isolada q descrevendo um movimento circular. 
Em situagóes mais complexas, costuma-se expressar a constante de proporcionalidade em termos de h e um fator 
adimensional denominado razáo giromagnética ou fator g, representado pela letra g, cujo valor depende, entre outras coisas, da 
geometría da distribuigáo de cargas. No caso do momento angular orbital L do elétron, a Equagáo 7-37 pode ser escrita na 
forma 


A magnetizagáo espontánea de elementos como o ferro, o cobalto e o níquel se deve ao momento magnético orbital e 
de spin dos elétrons (veja o Capítulo 10). Essas propriedades quánticas dos elétrons sao usadas em aplicagoes que 
váo desde os gigantescos transformadores de eletricidade das usinas elétricas até os ímás de geladeira. 


e as Equagóes 7-38 e 7-39 na forma 


IK = 


ÍLjXfíL 

h 


7-41 


V- = VTE + 7-42 

\h. = 7-43 


na qual g L = 1 é o fator g orbital do elétron. 

O sinal negativo ñas Equagóes 7-41 e 7-43 se deve ao fato de que a carga do elétron é negativa. Os vetores momento 
magnético e momento angular associados ao movimento orbital do elétron tém, portanto, sentidos opostos. As Equagóes 7-42 e 
7-43 mostram que a quantizagáo do momento angular leva á quantizagáo do momento magnético. Outros momentos 
magnéticos e fatores g que vamos encontrar mais adiante teráo a mesma forma. 

O comportamento de um sistema com um momento magnético diferente de zero na presenga de um campo magnético pode 
ser visualizado imaginando o que acontece com um pequeño ímá em forma de barra (Figura 7-13). Quando o ímá é submetido a 
um campo magnético uniforme B, surge um torque x = ¿i x B que tende a alinhar o ímá com o campo B. Se o ímá está girando 
em tomo do próprio eixo, o efeito do torque é fazer com que o eixo do ímá execute um movimento de precessáo em tomo da 
diregáo do campo magnético, da mesma forma como o eixo de rotagáo de um piáo ou de um giroscopio executa um movimento 
de precessáo em tomo da diregáo do campo gravitacional. A energía potencial do momento magnético ¿i na presenga do campo 
magnético B é dada pela Equagáo 7-44: 


U = —(i * R 7-44 

Tomando a diregáo do campo B como eixo z, temos: 

U=-\jl.B 7-45 


Aplicando o mesmo raciocinio ao caso do momento angular intrínseco {spin) de elétron , temos (para s = 1/2): 








ix = v5> + -¡)to=J^\*V e M- = ff*.ví»í = ± 2 7-46 

Em um átomo, os elétrons estáo submetidos ao campo magnético B resultante do movimento relativo entre os elétrons e o 
núcleo. De acordo com a Equagáo 7-45, a interagáo entre o spin eletrónico e este campo magnético tem valores diferentes para 
elétrons com m s = + 1/2 e para elétrons com m s = — 1/2. Este desdobramento dos níveis de energía é responsável pela estrutura 
fina das linhas espectrais. 



FIGURA 7-13 Representado de um momento magnético por um ímá em forma de barra. ( a ) Em um campo magnético extemo, o ímá 
experimenta um torque que tende a alinhá-lo com o campo. ( b ) Se o ímá está girando em tomo do próprio eixo, o torque faz com que o 
ímá execute um movimento de precessáo em tomo da diregáo do campo magnético. 


A restrigáo do spin S e do momento magnético intrínseco p do elétron a duas orientagoes no espago, com m s = ±1/2, é mais 
um exemplo de quantizagáo espacial. O módulo do momento magnético associado ao momento angular de spin pode ser 
determinado a partir da deflexáo do feixe de partículas em um experimento de Stem-Gerlach (veja a Segáo Exploratoria a 
seguir). Surpreendentemente (na época), o resultado nao é p 5 /2, o valor calculado usando a Equagáo 7-39 com m = m s = 1/2, 
mas duas vezes esse valor. (Este tipo de experimento náo é urna forma precisa de medir momentos magnéticos, embora a 
medida do momento angular seja muito precisa, porque envolve a simples contagem do número de linhas produzidas por um 
feixe de partículas.) Medidas mais precisas revelam que o momento magnético intrínseco do elétron é dado por 

Mí = 7-47 

em que g s = 2,002319 é o fator g do elétron. 

Este resultado, e o fato de que s náo é um número inteiro como o número quántico de momento angular orbital sugere que 
o modelo clássico do elétron como urna esfera carregada girando em tomo de si mesma náo deve ser tomado literalmente. 
Como o modelo de Bohr para o átomo, o modelo clássico é útil para descrever os resultados dos cálculos da mecánica quántica 
e frequentemente oferece algumas indicagóes quanto ao que se deve esperar de um experimento. O spin náo é levado em conta 
na mecánica ondulatoria de Schródinger, mas está incluido na mecánica ondulatoria relativística formulada por Dirac. No limite 
náo relativístico, a teoría de Dirac prevé que g s = 2, um valor aproximadamente correto. O valor exato de g s é previsto 
corretamente pela eletrodindmica quántica (QED),* a teoría quántica relativística que descreve a interagáo de elétrons com 
campos eletromagnéticos. A QED, que foge ao escopo deste livro, é considerada a teoría mais bem-sucedida de toda a física. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
O Experimento de Stern-Gerlach 


Quando urna partícula de momento magnético p é submetida a um campo magnético nao uniforme B, a partícula 
sofre o efeito de urna forga proporcional a p e ao divergente de B. Isso acontece porque a forga F é igual ao negativo do gradiente da 
energía potencial e, portanto, de acordo com a Equagáo 7-44, 



F = -A U = — A(-¿l * IV) 


7-48 


Se o campo magnético B é uniforme ñas direfoes x e y, apenas a derivada dBIdz é diferente de zero e F possui apenas urna 








componente diferente de zero, a componente z, dada por 


F z = \x¿dB/dz) = -mg^idB/dz) 1-49 

Este efeito foi usado por Stem e Gerlach 9 em 1922 (antes da descoberta do spin) para investigar as orientagoes no espado, ou seja, a 
quantizagáo espacial, dos momentos magnéticos de átomos de prata. O experimento foi repetido em 1927 (depois da descoberta do 
spin) por Phipps e Taylor, usando átomos de hidrogénio. 



FIGURA 7-14 No experimento de Stem-Gerlach, os átomos provenientes de um fomo sao colimados, passam por um campo magnético nao 
uniforme e incidem em urna placa coletora. 


A Figura 7-14 mostra o arranjo experimental usado por Stem e Gerlach. Os átomos provenientes de um fomo sao colimados e 
passam por um ímá cujos polos possuem urna forma tal que a componente B z do campo magnético aumenta gradualmente com z, 
enquanto as componentes B x e B y permanecerá constantes. Depois de passar pelo ímá, os átomos incidem em urna placa coletora. A 
Figura 7-15 mostra o efeito de dB/dz sobre momentos magnéticos com diferentes orientagoes. Além do torque, que produz apenas 
urna precessáo do momento magnético em tomo da diregáo do campo, existe urna forga F z ao longo do eixo z cujo sentido depende 
apenas do sinal de p z , já que a derivada dB/dz é sempre positiva. Essa forga desvia os átomos para cima ou para baixo; a deflexáo é 
diretamente proporcional a dB/dz e á componente p z do momento magnético. Classicamente, os momentos magnéticos dos átomos 
podem ter qualquer orientagáo; entretanto, como o momento magnético é proporcional ao momento angular L, que é quantizado, a 
mecánica quántica estabelece que p z pode assumir apenas os 2£ + 1 valores correspondentes aos 2£ + 1 valores possíveis de m. 
Esperamos, portanto, 2£ + \ deflexoes diferentes (considerando urna deflexáo nula como deflexáo). Assim, por exemplo, para £ = 0 
deve ser observada urna linha na placa coletora, correspondente a urna deflexáo nula, e para £ = 1 devem ser observadas tres linhas, 
correspondentes aos tres valores possíveis do número quántico m : -1, 0 e 1. O caso em que £ = 1 está ilustrado ñas Figuras l-\5a e 7- 
15 b. 

Quando usaram átomos neutros de prata, Stem e Gerlach esperavam observar urna única linha, a linha do meio da Figura 7-15Ú, já 
que outras observagoes indicavam que o estado fundamental dos átomos de prata era um estado com f=0e, portanto, m = 0 e p = 0; 
assim, a forga F z seria nula e náo haveria deflexáo. Entretanto, quando o experimento foi executado com átomos de prata e depois 
repetido com átomos de hidrogénio, foram observadas duas linhas, como mostrado na Figura 7-15c. O estado fundamental do 
hidrogénio também é um estado com £ = 0, de modo que seria observada urna única linha se náo existisse o spin eletrónico. Na 
verdade, o elétron possui um spin intrínseco cujo módulo é |S| = \'s(s + F)fe em que s= 1/2, e, portanto, a componente z pode 
ter os valores +h /2 e —ht. 2. Como o momento angular orbital é nulo, o momento angular total do átomo é igual ao spin 10 e sáo 
observadas duas linhas. Stem e Gerlach foram os primeiros a observar diretamente o spin eletrónico e a quantizagáo espacial. 
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FIGURA 7-15 (a) Na presenga de um campo magnético nao uniforme, um momento magnético p experimenta urna forga F z cujo sentido 
depende do sinal da componente p z de p e cujo módulo depende dos valores absolutos de p z e de dBJdz. O feixe de átomos provenientes de um 
fomo (que nao aparece na ilustragáo) é colimado, atravessa a regiáo onde existe o campo magnético nao uniforme e incide em urna placa 
coletora. ( b ) Figura observada na placa coletora para o caso em que € = 1, ilustrado em (a). As tres linhas convergem ñas extremidades e tém 
formas diferentes no centro por causa de pequeñas diferengas no gradiente do campo, (c) Figura observada na placa coletora quando o feixe é 
constituido por átomos de prata ou hidrogénio. 


As Fungóes de Ondas Completas do Átomo de Hidrogénio 

Nossa descrigáo das fungdes de onda do átomo de hidrogénio na Segáo 7-3 nao está completa porque nao leva em conta o spin 
do elétron. As fungóes de onda do átomo de hidrogénio também dependem do valor da componente z do spin, m s , que pode ser 
+1/2 ou -1/2. (Nao é necessário especificar o valor do número quántico de spin s porque é sempre igual a 1/2.) A fungáo de 
onda completa pode, portanto, ser escrita na forma \\f n ¿m¿m s , em que %éa componente z do momento angular orbital. Temos 
agora duas fungóes de onda para o estado fundamental do átomo de hidrogénio, \|/ioo+i/2 e \|/ioo-i/2 5 que corresponden! a um átomo 
no qual o spin do elétron está “paralelo” ou “antiparalelo” ao eixo z (definido, por exemplo, por um campo magnético externo). 
No caso geral, o estado fundamental do átomo de hidrogénio é urna combinagáo linear dessas fungóes de onda. 

= ^I^IOO-H/2 + Q^ioü-i/2 

A probabilidade de observar um átomo com m s = +1/2 (verificando, por exemplo, em que ponto o átomo atinge a placa coletora 
no experimento de Stem-Gerlach) é dada por |Ci| 2 . A menos que os átomos tenham sido selecionados previamente de alguma 
forma (fazendo-os passar por um campo magnético nao uniforme, por exemplo), |Ci| 2 = |C 2 | 2 = 1/2 e, portanto, as probabilidades 
de observarmos um átomo com o spin do elétron apontando “para cima” (m s = +1/2) e “para baixo” (m s = -1/2) sao iguais. 

Exercícios 

5. Um sistema tem que possuir urna carga elétrica total diferente de zero para possuir um momento magnético? 

6. Considere dois feixes de átomos de hidrogénio emergindo da regiáo em que existe campo magnético no experimento de 
Stem-Gerlach. Qual é a diferenga entre as fungóes de onda dos átomos de um dos feixes e as fungóes de onda dos átomos 
do outro feixe? Qual é a diferenga entre essas fungóes de onda e a fungáo de onda dos átomos do feixe original, antes de 
passar pela regiáo em que existe campo magnético? 













(b) 


Imagens obtidas por Stem e Gerlach usando um feixe de átomos de prata. ( a ) Na ausencia de campo magnético, todos os átomos atingem 
a placa coletora em urna linha localizada na regiáo central. ( b ) Na presera de um campo magnético nao uniforme, a linha se divide em 
duas. [ Fonte : O. Stem e W. Gerlach, Zeitschr.f Physik 9, 349 (1922).] 

7-5 Momento Angular Total e Interagáo Spin-Órbita 

No caso geral, um elétron em um átomo possui um momento angular orbital, caracterizado pelo número quántico 6, e um 
momento angular intrínseco, ou spin, caracterizado pelo número quántico s. Muitos sistemas clássicos também possuem dois 
tipos de momento angular. A Terra, por exemplo, apresenta um movimento de rotagáo em tomo do próprio eixo e um 
movimento de translagáo em volta do Sol; o giroscopio, além de girar em tomo de si mesmo, apresenta um movimento de 
precessáo. Classicamente, o momento angular total 

I = L + S 7-50 

é urna grandeza importante porque, em qualquer sistema, o torque resultante é igual á taxa de variagáo do momento angular 
total; além disso, no caso de forgas centráis, o momento angular total é constante. Na mecánica clássica, o momento angular 
total J é a soma vetorial de L e S e o módulo J do momento angular total pode ter qualquer valor entre L + S e \L - S\. Na 
mecánica quántica, a situagáo é diferente: L e S sao quantizados e podem assumir apenas algumas orientagoes relativas. As 
regras da mecánica quántica para combinar o momento angular orbital com o spin (ou dois momentos angulares diferentes, 
como os momentos de duas partículas) sao um pouco mais difíceis de demonstrar, mas nao sao difíceis de compreender. No 
caso da soma do momento angular orbital com o spin, o módulo do momento angular total J é dado por 

I JE = Vj(j + l)fi 7-51 

em que y, o número quántico do momento angular total , pode ser 

j=t + s ou j=\t~ s[ 7-52 

e a componente z de J é dada por 

7, - mjh onde = —jr, -j + I , h + ,, j - ], / 7-53 

(Se t = 0, o momento angular é igual ao spin e y = s.) O modelo vetorial simplificado da Figura 7-16a mostra as duas 
combinagóes possíveis,y = t + 1/2 = 3/2 ej = £— 1/2 = 1/2, para o caso de um elétron com l = 1. Os módulos dos vetores sao 
proporcionáis a \l{l + 1)] 1/2 , [s(s + 1)] 1/2 e [/'(/' + 1)] 1/2 . Dizemos que os vetores associados ao spin e ao momento angular orbital 
estáo “paralelos”, sej = { + s,e “antiparalelos”, se j =\€~ s\. A Figura 7-166 mostra um modelo mais realista da soma vetorial. 
De acordo com a Equagáo 7-53, o número quántico mj pode assumir 2j + 1 valores, em intervalos inteiros, de —j a +/. A Equagáo 
7-53 também permite concluir que mj = + m s , já que J Z = L Z + S z . 

A Equagáo 7-52 é um caso especial de urna regra geral para combinar momentos angulares, que pode ser usada no caso de 
duas ou mais partículas (o átomo de hélio, por exemplo, possui dois elétrons, cada um com um momento angular orbital, um 
spin e um momento angular total). A regra é a seguinte: 

Se Ji e J 2 sao dois momentos angulares quaisquer (orbitais, de spin ou urna combinagáo dos dois), o módulo do 
momento angular resultante J = Ji + J 2 é dado por [/(/ + 1 )] V2 H, em que j pode ter qualquer um dos seguintes valores: 




h + hJ\ +72 - 1 , • •l/i ~ji\ 


EXEMPLO 7-2 


Soma de Momentos Angulares I Dois elétrons possuem momento angular orbital nulo. Quais sao os 
números quánticos possíveis para o momento angular total de um sistema formado pelos dois elétrons? (Esse sistema poderia ser, por 





exemplo, o sistema formado pelos dois elétrons do átomo de hélio.) 



FIGURA 7-16 (a) Modelo vetorial simplificado ilustrando a adigáo dos momentos angulares orbital e de spin para o caso em que £ = 1 e s = 1/2. 
Existem dois valores possíveis para o número quántico do momento angular total, j = £ + s = 3/2 e j = £ - s = 1/2. ( b ) Soma vetorial dos 
momentos angulares orbital e de spin, também para o caso em que £ = 1 e s = 1/2. De acordo com o principio de indeterminagáo, os vetores 
podem ser encontrados em qualquer lugar dos cones, que corresponden! a valores definidos das componentes z. Note que existem dois modos 
possíveis de formar os estados j = 3/2, mj = 1/2 ej = 1/2, mj = 1/2. 

SOLUQÁO 

Neste caso ,71 =j 2 = 1/2. De acordo com a regra geral, existem dois valores possíveis para 7,7 = 1 ej = 0. No primeiro caso, dizemos 
que os spins dos elétrons estáo paralelos; no segundo, que os spins estáo antiparalelos. 


EXEMPLO 7-3 


_Soma de Momentos Angulares II Um elétron em um átomo tem um momento angular orbital Li com £\=2 

e um segundo elétron tem um momento angular orbital L 2 com £ 2 = 3. Quais sao os números quánticos possíveis para o momento 
angular orbital total L = Li + L 2 ? 


SOLUQÁO 

Como l\ + l 2 = 5 e \£\ - £ 2 \ = 1, os valores possíveis de £ sao 5, 4, 3, 2 e 1. 


Notagáo Espectroscópica 

A notagáo espectroscópica, urna espécie de código desenvolvido nos primordios da espectroscopia para condensar 
as informagóes e simplificar a descrigáo das transigóes entre estados, foi mais tarde adotada para uso geral na física 
atómica, molecular, nuclear e de partículas elementares. A notagáo parece arbitraria , 11 mas é fácil de aprender e, 
como o leitor terá oportunidade de constatar, fácil de usar. No caso de elétrons isolados, temos: 
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1. As letras s, p , ¿/,/, g, h ... sáo usadas para designar estados com £ = 0, 1, 2, 3, 4, 5 ... Assim, por exemplo, dizemos 
que um elétron com £ = 2 se encontra em um estado d. 

2. Os níveis de energia principáis do elétron sáo chamados de camadas , e designados pelas letras K , Z, M, N, O, P... que 
representam estados com n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... Assim, por exemplo, dizemos que um elétron com n = 3 se encontra na 
camada M. (Esta notagáo é menos usada que a anterior.) 

No caso de camadas atómicas, a notagáo consiste no número quántico principal da camada seguido de urna letra maiúscula que 
indica o número quántico de momento angular total da camada, na mesma convengáo usada para elétrons isolados, ou seja, as 
















































letras S, P, D, F ... corresponderá a estados com l = 0, 1, 2, 3... O valor do número quántico de momento angular total y, é 
indicado como índice inferior, á direita da letra maiúscula, e o valor do spin total aparece como índice superior, á esquerda da 
letra maiúscula, na forma 2s + l. 12 Os estados com t= \ sao representados, portanto, por símbolos cuja forma genérica é 

n 2s+l Pj 

Assim, por exemplo, o estado fundamental do átomo de hidrogénio é o estado l 2 *Sj /2 , que se le da seguinte forma: “um dubleto S 
meio.” No caso de um elétron com n = 2, o momento angular orbital ( pode ser igual a 0 ou 1, de modo que existem tres estados 
possíveis: 2 2 *Sj /2 , 2 2 P 3/2 e 2 2 Pi /2 . (Alguns autores omitem o número quántico principal e o índice que indica o spin total quando 
essas informagóes estáo implícitas ou sao desnecessárias.) 


Interagáo Spin-Órbita 

Estados atómicos com os mesmos valores de n e £ e diferentes valores de y possuem energías ligeiramente diferentes por causa 
da interagáo do spin dos elétrons com o movimento dos elétrons em tomo do núcleo. Este fenómeno é conhecido como 
interagáo spin-órbita. O desdobramento resultante das linhas espectrais, como, por exemplo, o desdobramento das linhas 
associadas á transigáo 2 P —> 1 S do hidrogénio, é conhecido como desdobramento fino. Podemos compreender qualitativamente 
a interagáo spin-órbita a partir do modelo simples de Bohr (Figura 7-17a). Na figura, o elétron está se movendo em urna órbita 
circular, com velocidade v, no sentido anti-horário, em tomo de um próton estacionário; o momento angular L aponía para 
cima. No referencial do elétron (Figura 7-176), é o próton que se move em urna órbita circular, comportando-se, portanto, como 
urna espira percorrida por corrente que produz um campo magnético B na posigáo do elétron. O campo B também aponía para 
cima, sendo, portanto, paralelo a L. A energía potencial de um momento magnético na presenga de um campo magnético 
depende da orientagáo relativa entre o momento e o campo magnético e é dada por: 


U = — |JL * B = — |JL-jB 


7.54 
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A energía potencial é mínima quando o momento magnético é paralelo a B e máxima quando o momento e o 
campo sáo antiparalelos. Como o momento magnético do elétron tem o sentido oposto ao do spin (já que o elétron 
tem carga negativa), a energía da interagáo spin-órbita é máxima quando o spin está paralelo a B e, portanto, a L. 
Assim, a energía do estado 2 P 3/2 ¿o hidrogénio, no qual L e S sáo paralelos, é ligeiramente maior que a do estado 
2 Pi/ 2 , no qual L e S sáo antiparalelos (Figura 7-18). 13 O desdobramento observado é de aproximadamente 4,5 x 


1CT 5 eV para os estados 2P m e 2P 3/2 do hidrogénio. No caso de outros átomos, o desdobramento fino pode ser bem maior. No 
sodio, por exemplo, esse desdobramento, como veremos na Segáo 7-7, é da ordem de 2 x 10“ 3 eV. Mesmo assim, é bem menor 
que a diferenga de energía entre estados com diferentes números quánticos principáis, que é da ordem de 1,5 a 3,0 eV no caso 
dos estados envolvidos em transigóes que produzem linhas espectrais na faixa da luz visível. 
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FIGURA 7-17 ( a ) Elétron girando em tomo de um próton com o momento angular L apontando para cima, (b) O campo magnético B a 
que o elétron está submetido devido ao movimento aparente (relativo) do próton também aponía para cima. Quando o spin do elétron está 
paralelo a L, o momento magnético tem a orientagáo oposta á de L e B e, portanto, a energía da interagáo spin-órbita tem o maior valor 
possível. 
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FIGURA 7-18 Diagrama de níveis de energía mostrando o desdobramento fino. Á esquerda aparecem os níveis na ausencia de um campo 
magnético; á direita, os mesmos níveis na presera do campo magnético produzido pelo movimento relativo do núcleo. A interafáo spin- 
órbita faz com que o nivel 2 P se desdobre em dois, sendo que o nivel j = 3/2 tem urna energía ligeiramente maior que o nivel j = 1/2. Em 
consequéncia, a linha espectral associada á transido 2P —> I.S também se desdobra em duas linhas de comprimentos de onda ligeiramente 
diferentes. (O diagrama nao está em escala.) 


EXEMPLO 7-4 


_| Desdobramento Fino O desdobramento fino dos estados 2P 2 ¡ 2 e 2P\¡ 2 do hidrogénio é 4,5 x 10 -5 eV. A partir 

desta informagáo, estime o valor do campo magnético experimentado por um elétron 2p em um átomo de hidrogénio. Suponha que o 
campo B é paralelo ao eixo z. 


SOLUQÁO 

1. A contribuido do campo magnético para a energia do elétron U = -\i B = -p z B 
é dada pela Equagáo 7-54: 


2. A energia U pode ser positiva ou negativa, dependendo da A E = 2 U= 2 \i z B 
orientado relativa entre p e B; a diferenga de energia entre 

as duas orientales possíveis é dada por 

3. Como o momento magnético do elétron é p 5 , p z ~ \i B e, A^ ~ 2\i z B 
portanto, 


4. Explicitando B e substituindo X B e A E por seus valores, temos ^ A E 

4 t 5 X IO~ 5 eV 
(2)(5.79X JO s eV/T) 
^ 0,39 T 


Observagáo: Trata-se de um campo magnético bastante elevado, aproximadamente 10.000 vezes maior que o campo magnético 
terrestre. 


Quando um átomo é submetido a um campo magnético externo B, o momento angular total J é quantizado no espaqo em 
relado á diredo de B e o estado atómico caracterizado pelo número quántico de momento angular j é desdobrado em 2j + 1 
níveis, que corresponden! aos 2j + 1 valores possíveis da componente z de J e, portanto, aos 2j + 1 valores possíveis da 
componente z do momento magnético total. Este desdobramento dos níveis de energia dá origem a um desdobramento das 
linhas do espectro de emissáo do átomo. O desdobramento das linhas espectrais de um átomo quando este é submetido a um 
campo magnético externo foi descoberto por P. Zeeman e é conhecido como efeito Zeeman. (Veja a Leitura Suplementar 
intitulada “O Efeito Zeeman” e a Seqáo 3-1.) Zeeman e Lorentz receberam o Premio Nobel de Física de 1902 pela descoberta e 
explicaqáo do efeito Zeeman. 














Deslocamento de Lamb 


Embora nao seja mostrado na Figura 7-18, o nivel n = 2,1= 0 J = 1/2 (2 2 Si / 2 ) deveria ter a mesma energia que o nivel n = 2,{ = 
1,7 = 1/2 (2 2 Pi / 2 ), já que as energías da estrutura fina do hidrogénio dependem de n e y, mas nao de £ O único nivel situado 
abaixo desses estados é o nivel fundamental, 1 2 Si / 2 , e transigóes do nivel 2 2 Si/ 2 para esse nivel sao proibidas pela regra de 
selegáo Ext = ±1, o que toma o nivel 2 2 Si /2 um estado metaestável. Em 1947, porém, Willis Lamb mostrou experimentalmente 
que os dois estados com n = 2 ey = 1/2 tém energías diferentes, com o estado para o qual t = 1 ligeiramente abaixo do estado 
para o qual 1=0. Isso permite a existencia da transigáo 2 2 S 1/2 -► 2 2 P 1/2 . Lamb mediu a energia dos fótons emitidos nessa 
transigáo e encontrou o valor de 4,372 x 10“ 6 eV (o que corresponde a urna frequéncia na faixa das micro-ondas). De acordo 
com a eletrodinámica quántica, este fenómeno, que recebeu o nome de deslocamento de Lamb , se deve a flutuagóes dos níveis 
de energia no vácuo, um assunto que foge ao escopo deste livro, mas é alvo até hoje de importantes pesquisas. Por essa 
descoberta, Lamb recebeu (com Polykarp Kusch) o Premio Nobel de Física de 1955. 


7-6 A Equagáo de Schródinger para Duas (ou Mais) Partículas 

Nossas discussóes de mecánica quántica se limitaram até agora a situagóes ñas quais urna única partícula estava sujeita a um 
campo de forga descrito por urna energia potencial V. O problema físico mais importante desse tipo é o do átomo de hidrogénio, 
no qual um elétron se move na presenga do potencial elétrico produzido por um próton. Trata-se, na verdade, de um problema 
de dois corpos, pois o próton também está sujeito ao potencial elétrico produzido pelo elétron, mas, como na mecánica clássica, 
a situagáo pode ser reduzida a um problema de um único corpo supondo que o próton está em repouso e substituindo a massa 
real do elétron por urna massa reduzida. No caso de átomos mais complexos, porém, temos que aplicar os métodos da mecánica 
quántica a um sistema constituido por dois ou mais elétrons sujeitos ao potencial produzido pelo núcleo. Este problema é 
complicado pela interagáo dos elétrons entre si e também pelo fato de que os elétrons náo podem ser distinguidos. 

A interagáo dos elétrons é de natureza eletromagnética e náo difere muito da interagáo clássica entre partículas dotadas de 
carga elétrica. A equagáo de Schródinger para um átomo com dois ou mais elétrons náo tem solugáo analítica e deve ser 
resolvida por métodos de aproximagáo, mas isso também é comum nos problemas clássicos que envolvem tres ou mais 
partículas. A complicagáo causada pela falta de identidade dos elétrons, por outro lado, é urna peculiaridade da mecánica 
quántica para a qual náo existe equivalente na mecánica clássica. 


Partículas Idénticas na Mecánica Quántica 


O fato de ser impossível distinguir partículas do mesmo tipo tem importantes consequéncias na mecánica quántica, entre elas o 
principio de exclusáo de Pauli. Nesta segáo, vamos ilustrar a origem deste principio considerando o caso muito simples de duas 
partículas iguais em um pogo quadrado unidimensional infinito. 

A equagáo de Schródinger independente do tempo para duas partículas iguais de massa m é 


té 

2m 


té A*(- v h *2) 

2 m c)x] 


+ V\p(jt|, .v 2 ) = Et|f(jrj, ^ 2 ) 

7-55 


na qual x\ e v 2 sáo as coordenadas das duas partículas. No caso de um pogo de potencial quadrado infinito, precisamos resolver 
a equagáo de Schródinger apenas no interior do pogo e exigir que a fungáo de onda se anule ñas paredes do pogo. Se as 
partículas interagem, a energia potencial V náo pode ser escrita como a soma de urna fungáo apenas de x\ e urna fungáo apenas 
de jc 2 . Isso acontece, por exemplo, se as duas partículas possuem carga elétrica, caso em que a energia potencial eletrostática 
mútua (em urna dimensáo) é dada por +ke 2 /\x 2 — x x \. Por outro lado, se as partículas náo interagem ou se a interagáo é 
desprezada em primeira aproximagáo, V = V\{x\) + V 2 (x 2 ) e as solugóes da Equagáo 7-55 podem ser escritas em termos de 
produtos de solugóes que envolvem apenas urna das partículas. Essas solugóes sáo da forma 




na qual ¥ n (xi) e ¥ w (v 2 ) sáo as solugóes para urna partícula isolada em um pogo quadrado infinito (Equagáo 6-32). Assim, por 
exemplo, para n = 1 e m = 2, temos: 
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A probabilidade de encontramos a partícula 1 no intervalo dx x e a partícula 2 no intervalo dx 2 é |¥(vi, x 2 )\ 2 dx\dx 2 , que, 
aparentemente, seria simplesmente o produto das probabilidades individuáis |¥(vi)| 2 dx\ e |*P(x 2 )| 2 dx 2 . Entretanto, embora 






tenhamos rotulado as partículas através dos índices 1 e 2, nao podemos saber qual das duas está no intervalo dx x e qual está no 
intervalo dx 2 . No caso de partículas iguais, portanto, devemos encontrar urna fungáo de onda tal que a densidade de 
probabilidade continué a mesma se permutamos os índices: 

I »K*i .* 2 ) P = I ) P 7-58 

Para que a Equagáo 7-58 seja verdadeira, é preciso que a fungáo ¥(vi, x 2 ) seja simétrica ou antissimétrica em relagáo á troca 
das partículas, isto é, que 


= +i|j simétrica 

4f(-*2>*i) = — antissimétrica 

Observe que a fungáo de onda genérica da Equagáo 7-56 e o exemplo da Equagáo 7-57 náo sáo simétricos nem antissimétricos; 
ao permutamos x\ e x 2 , obtemos urna fungáo de onda diferente, o que equivale a dizer que é possível distinguir as duas 
partículas. Assim, essas fungóes de onda nao sao compatíveis com o principio de que as partículas náo podem ser distinguidas. 
Existem duas combinagóes lineares de produtos como os da Equagáo 7-56 que fomam urna fungáo simétrica e urna fungáo 
antissimétrica; portanto, além de constituírem solugóes da equagáo de Schródinger para duas partículas, Equagáo 7-55 (lembre- 
se de que, se duas fungóes sáo solugóes da equagáo de Schródinger, qualquer combinagáo linear dessas fungóes também é urna 
solugáo), também respeitam o principio de indistinguibilidade: 

*!% = c [ *hr (*I J +* ( (a?) 'K (■ *i) ] simétrica 

(*i) ] íinlissimétrica 

O Principio de Exclusáo de Pauli 

Existe urna importante diferenga entre as fungóes simétricas e as fungóes antissimétricas: as fungóes de onda antissimétricas se 
anulam para n = m, o que náo acontece com as fungóes simétricas. Observa-se experimentalmente que a fungáo de onda total de 
um sistema fomado por elétrons é sempre antissimétrica. (Isto também se aplica a muitas outras partículas, como, por exemplo, 
os prótons e os néutrons.) Isso significa que as fungóes de onda das partículas individuáis, como e T m (x 2 ), náo podem ter 

os mesmos números quánticos; caso contrário, a fungáo de onda total se anularía. Este é um exemplo do principio de exclusáo 
de Pauli. No caso dos elétrons de um átomo, a fungáo de onda depende de quatro números quánticos: 

= 7-59 

na qual R ni e a fungáo de onda radial, Y imi é a fungáo de onda orbital e X ms é a fungáo de onda de spin. 

De acordo com o principio de exclusáo de Pauli, 

dois elétrons de um mesmo átomo náo podem ter os quatro números quánticos iguais. 

O principio de exclusáo faz com que certos estados de um sistema com mais de um elétron náo possam ser ocupados; trata¬ 
se de urna condigáo adicional imposta ás solugóes da equagáo de Schródinger, que será usada na próxima segáo para explicar as 
regularidades da tabela periódica. Muitas partículas, como a partícula a, o déuteron, o fóton e os mésons, possuem fungóes de 
onda simétricas e náo estáo sujeitas ao principio de exclusáo de Pauli. 


7-7 Estados Fundamentáis dos Átomos: A Tabela Periódica 

Vamos agora examinar qualitativamente as fungóes de onda e os níveis de energia de átomos mais complexos que o de 
hidrogénio. Como já dissemos, a equagáo de Schródinger náo pode ser resolvida exatamente para átomos com mais de um 
elétron por causa das interagóes entre os elétrons, de modo que se torna necessário recorrer a métodos aproximados. Vamos 
discutir nesta segáo as energías e fungóes de onda dos estados fundamentáis dos átomos dos elementos; os estados excitados e 
os espectros de alguns elementos seráo discutidos na próxima segáo. Desprezando as interagóes entre os elétrons, a fungáo de 
onda de um átomo complexo pode ser escrita como urna soma de produtos das fungóes de onda de elétrons individuáis, 
semelhantes ás do átomo de hidrogénio, caracterizadas pelos números quánticos n , e m s . A energia de um elétron é 

determinada principalmente pelos números quánticos n (que está relacionado á parte radial da fungáo de onda) e ( (que 
caracteriza o momento angular orbital). Em geral, quanto menores os valores de n e de l 9 menor a energia do estado (veja a 
Figura 7-19). A especificagáo de n e l para todos os elétrons de um átomo recebe o nome de configuragáo eletrónica. A notagáo 
é a mesma que foi apresentada na Segáo 7-5. As configuragóes eletrónicas dos átomos dos elementos no estado fundamental 


estáo listadas no Apéndice C. 


Hélio (Z = 2) 

A energía dos dois elétrons do átomo de hélio é a soma das energías cinéticas dos dois elétrons, das energías potenciáis dos dois 
elétrons em consequéncia da atragáo do núcleo, ambas da forma ~kZe 2 lr h e da energia potencial de interagáo V ml associada á 
repulsáo mútua dos dois elétrons, que é dada por 
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FIGURA 7-19 Energías relativas das camadas e subcamadas atómicas. 

ke 1 

v¡ rtl = +1-r 7-60 

I r 2 - 1*11 

na qual r*i e r 2 sao os vetores posigáo dos dois elétrons. 

Como o termo de interagáo F int envolve as coordenadas dos dois elétrons, a presenga desse termo impede que a equagáo de 
Schródinger seja separada em duas equagóes, urna para cada elétron. Desprezando o termo de interagáo, podemos separar a 
equagáo de Schródinger e obter solugóes exatas para os dois elétrons. Essas solugóes sáo iguais ás do elétron do átomo de 
hidrogénio, exceto pelo fato de que Z= 2. As energías permitidas sáo dadas por 

4 4 E 0 

E= -^-r na qual E 0 = 13,6 eV 7-61 

«i **2 

A menor energia, E x =» = -108,8 eV, corresponde a n x = n 2 = 1. Nesse caso, (\ = l 2 = 0. A fungáo de onda total, ignorando 

o spin dos elétrons, é da forma 

4 1 = 7-62 

Os números quánticos n , l podem ser iguais para os dois elétrons apenas se o quarto número quántico, m s , for diferente, isto 
é, se m s = +1/2 para um dos elétrons e m s = -1/2 para o outro elétron. O spin resultante dos dois elétrons deve, portanto, ser 
nulo. 





















Podemos obter urna corregáo de primeira ordem para a energia do estado fundamental usando a fungáo de onda aproximada 
da Equagáo 7-62 para calcular o valor médio da energia de interagáo V mt , que é simplesmente o valor esperado (F int ). O 
resultado do cálculo é o seguinte: 

Í^ínt) = +34 eV 7-63 

Com esta corregáo, a energia do estado fundamental se toma 

£ ^ -108,8 4- 34 = —74,8 eV 7-64 

Este método aproximado, no qual desprezamos a interagáo dos elétrons para encontrar urna fungáo de onda aproximada e 
usamos em seguida esta fungáo de onda para calcular a energia de interagáo, é conhecido como teoría das perturbagoes de 
primeira ordem. O processo pode ser estendido a ordens mais elevadas; o passo seguinte consiste em usar a nova energia do 
estado fundamental para encontrar urna aproximagáo melhor para a fungáo de onda do estado fundamental. Este método de 
aproximagáo é semelhante ao que é usado na mecánica clássica para calcular as órbitas dos planetas em tomo do Sol. Em 
primeira aproximagáo, a interagáo dos planetas é ignorada e é calculada a órbita elíptica de cada planeta. Em seguida, as órbitas 
sáo usadas para estimar a influencia exercida pelos planetas sobre os planetas vizinhos. 

O valor experimental da energia necessária para remover os dois elétrons do átomo de hélio é aproximadamente 79 eV. A 
discrepáncia entre este valor e o valor calculado de 74,8 eV se deve á imprecisáo das aproximagóes usadas para calcular (F int >. 
(Convém observar que existem métodos melhores para calcular a energia de interagáo entre os elétrons do átomo de hélio, que 
fomecem resultados muito mais próximos do valor experimental.) O ion He + , que contém apenas um elétron, é muito parecido 
com o átomo de hidrogénio, exceto pelo fato de que Z = 2; a energia do estado fundamental é 

E = -4(13,6) = -54,4 eV 

A energia necessária para remover o primeiro elétron do átomo de hélio é 24,6 eV. O potencial elétrico correspondente, 24,6 V, 
é conhecido como primeiro potencial de ionizagáo do átomo. As energías de ionizagáo dos átomos dos diferentes elementos 
aparecem no Apéndice C. 

A configuragáo do estado fundamental do átomo de hélio é representada como \s 2 . O 1 significa que n = 1, o s significa que 
l = 0, e o 2, que existem dois elétrons nesse estado. Como l so pode ser zero para n = 1, os dois elétrons preenchem totalmente a 
camada K(n =1). 

Litio (Z = 3) 

O litio possui tres elétrons. Dois estáo na camada K (n = 1), mas o terceiro náo pode ocupar a mesma camada por causa do 
principio de exclusáo. O nivel de mais baixa energia que o terceiro elétron pode ocupar é o nivel n = 2; os valores possíveis de t 
sáo ( = 1 e t = 0. 

No átomo de hidrogénio, os estados com esses dois valores de l tém a mesma energia por causa da degeneragáo associada ás 
forgas que variam com o inverso do quadrado da distáncia. O mesmo náo acontece com o átomo de litio e outros átomos porque 
a carga que o elétron de maior energia “enxerga” náo é urna carga pontual. 14 A carga positiva do núcleo, +Ze, pode ser 
considerada aproximadamente como urna carga pontual, mas a carga negativa dos elétrons da camada K , -2e, está distribuida 
no espago em um volume cujo raio é da ordem de aJZ. Podemos supor que a densidade de carga de cada um dos elétrons 
internos é dada por p = ~e\W\ 2 , em que ¥ é urna fungáo de onda semelhante á fungáo de onda Is do hidrogénio (desprezando a 
interagáo entre os dois elétrons da camada K). A distribuigáo de probabilidade correspondente aos estados 2s e 2p é a que 
aparece na Figura 7-10. Vemos que, nos dois casos, a distribuigáo de probabilidade apresenta um máximo principal do lado de 
fora da camada K , mas a distribuigáo do estado 2 s também apresenta um máximo secundário ñas vizinhangas da origem. 
Podemos interpretar este fato dizendo que o elétron no estado 2 p passa quase todo o tempo isolado do núcleo pelos dois elétrons 
Is da camada K e, portanto, “enxerga” urna carga central efetiva Z ef ~ e , enquanto o elétron no estado 2 s penetra com maior 
frequéncia nessa blindagem e, portanto, “enxerga” urna carga central um pouco maior. A energia do terceiro elétron é, portanto, 
menor no estado 2 s do que no estado 2p e a configuragáo do estado fundamental do átomo de litio é 1 s 2 2s. 


George Gamow e Wolfgang Pauli na Singa, em 1930. [Cortesía de George Gamow.] 


Como os tres elétrons tém momento angular orbital nulo e o spin total dos dois elétrons da camada K também é nulo, o 
momento angular total do átomo de litio é igual a til 2, o spin do terceiro elétron. O primeiro potencial de ionizagáo do litio é 
apenas 5,39 eV. Podemos usar este dado para calcular a carga central efetiva do ponto de vista do elétron 2s. Para Z = Z ef e n = 
2, temos: 


Z% 


o que nos dá Z ef -1,3. 

Quanto menor o valor de t, maior a probabilidade de que o elétron se aproxime do núcleo; assim, para um dado n , quanto 
maior o valor de l, maior a energía do elétron. (Veja a Figura 7-19.) 

Berilio (Z = 4) 

O quarto elétron ocupa a segunda vaga disponível no estado 2s. De acordo com o principio de exclusáo, os spins dos dois 
elétrons 2 s devem ser antiparalelos e, portanto, o momento angular total dos quatro elétrons é nulo. A configuragáo eletrónica 
do berilio é 1 s 2 2s 2 . O primeiro potencial de ionizagáo é 9,32 V, maior que o do litio por causa do maior valor de Z. 

Boro a Neónio (Z = 5 a Z = 10) 

Como a subcamada 2 s está completa, o quinto elétron do boro vai para a subcamada 2p , com n = 2 e t = 1. Como existem tres 
valores possíveis de m¿+ 1, 0 e -1) e dois valores possíveis de m s (+1/2 e -1/2), esta subcamada comporta seis elétrons. A 
configuragáo eletrónica do boro é ls 2 2s 2 2p. Apesar do aumento do valor de Z, o potencial de ionizagáo do boro, 8,3 V, é menor 
que o do berilio porque um elétron 2 p se aproxima muito menos do núcleo que um elétron 2 s. A configuragáo eletrónica dos 
elementos carbono (Z = 6) até neónio (Z = 10) difere da do boro apenas quanto ao número de elétrons na subcamada 2 p. Nesses 
elementos, o potencial de ionizagáo aumenta gradualmente com Z, chegando a 21,6 V para o último elemento do grupo, o 
neónio. O neónio possui o maior número possível de elétrons na camada n = 2; a configuragáo eletrónica é ls 2 2s 2 2p 6 . Gragas ao 
potencial de ionizagáo extremamente elevado, o neónio, como o hélio, é quimicamente inerte. O elemento imediatamente 
anterior na tabela periódica, o flúor, apresenta um “buraco” na camada n = 2, isto é, tem espago na camada para mais um 
elétron. Por essa razáo, o flúor se combina fácilmente com elementos como o litio, que possuem um elétron a mais que o 
necessário para completar urna camada; o resultado é um par de íons, como F~ e Li + , que sáo mantidos juntos pela atragáo 
eletrostática. Este é um exemplo de um tipo de ligagáo química conhecido como ligagáo iónica, que será discutido no Capítulo 
9. 

Sodio a Argónio (Z = 11 a Z = 18) 

O décimo primeiro elétron vai para a camada n = 3. Como este elétron está fracamente ligado ao átomo de sodio (o potencial de 


eV) 


= 5,39 eV 





ionizagáo do sodio é apenas 5,14 V), o átomo de sodio se combina fácilmente com átomos como o de flúor. Gragas ao maior 
efeito de blindagem exercido pelos outros 10 elétrons sobre os estados com l ^ 0, o estado 3s tem urna energía menor que os 
estados 3 p e 3 d. (Para n = 3, l pode ter o valor 0, 1 ou 2.) A configuragáo eletrónica do Na é, portanto, ls 2 2s 2 2p 6 3s l . Quando 
passamos para elementos com maiores valores de Z, a subcamada 3s é completada primeiro; em seguida, é a vez da subcamada 
3 p. As duas subcamadas podem acomodar 2 + 6 = 8 elétrons. A configuragáo do argónio (Z = 18) é \s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 . Existe 
outra grande diferenga de energía entre o 18° e o 19° elétrons, e o argónio, com a subcamada 3 p completa, é estável e inerte. 
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FIGURA 7-20 Primeira energía de ionizagáo em fungáo de Z, entre Z = 1 e Z = 90. Esta energía, que é a energía de ligagáo do elétron 
mais extemo do átomo, aumenta com Z até que urna camada ou subcamada seja completada com Z = 2, 10, 18, 36, 54 e 86. O elétron 
seguinte vai para urna camada ou subcamada mais extema e, portanto, está preso mais fracamente ao núcleo. O potencial de ionizagáo 
(em volts) é numéricamente igual á energía de ionizagáo (em elétrons-volts). 


Átomos com Z > 18 

Seria de se esperar que o décimo nono elétron fosse para a subcamada 3<7; entretanto, o efeito de blindagem dos primeiros 
dezoito elétrons é táo grande que a energía do estado 4s é menor que a do estado 3 d. O décimo nono elétron do potássio (Z = 
19) e o vigésimo elétron do cálcio (Z = 20) váo para a subcamada 4s e náo para a subcamada 3 d. As configuragóes eletrónicas 
dos 10 elementos seguintes, do escándio (Z= 21) ao zinco (Z= 30), diferem apenas quanto ao número de elétrons na subcamada 
3d, exceto no caso do cromo (Z = 24) e do cobre (Z = 29), que possuem apenas um elétron 4s. Os elementos com Z = 21 a 29 
sáo conhecidos como metáis de transigáo e apresentam propriedades químicas muito semelhantes, devido ao fato de seus 
elétrons mais externos serem elétrons 4s. 

A ideia de que os elétrons estáo distribuidos em camadas em torno do núcleo atómico é fundamental para a 
compreensáo das ligagóes químicas (veja o Capítulo 9) e foi usada como modelo para a estrutura interna dos núcleos 
(veja o Capítulo 11). 

A Figura 7-20 mostra um gráfico da primeira energía de ionizagáo dos átomos em fungáo de Z entre Z = 1 e Z = 90. As 
quedas bruscas da energia de ionizagáo para Z=3, 11, 19,37e55 indicam que urna camada ou subcamada foi completada em Z 
= 2, 10, 18, 36 e 54. Ao mesmo tempo, ocorre um aumento brusco do raio atómico, como se pode ver na Figura 7-21. As 
configuragóes eletrónicas dos átomos dos elementos no estado fundamental sáo mostradas no Apéndice C. 

Exercícios 

7. Para um certo estado excitado do átomo de hidrogénio,y = 1/2. O que se pode dizer a respeito dos valores possíveis de 12 

8. Por que a energia do estado 3s é bem menor que a do estado 3 p no sodio, enquanto no hidrogénio esses estados tém 
praticamente a mesma energia? 

































FIGURA 7-21 O gráfico do raio atómico em fungáo de Z mostra um aumento brusco depois que cada camada ou subcamada é 
completada. Em seguida, o raio passa a diminuir com Z por causa da penetragáo das fungóes de onda dos elétrons que váo sendo 
acrescentados á camada incompleta. É por causa de padróes repetitivos com os que aparecem nesta figura e na Figura 7-20 que a tabela 
dos elementos é chamada de tabela periódica. 


9. Discuta os indicios existentes na tabela periódica de que é necessário um quarto número quántico para especificar os estados 
possíveis de um elétron em um átomo. Quais seriam as propriedades do hélio se houvesse apenas os números quánticos n , 

{ e mi 


7-8 Estados Excitados e Espectros dos Metáis Alcalinos 

Para entender os espectros dos elementos, é preciso conhecer os estados excitados dos átomos. No caso de átomos com muitos 
elétrons, a situagáo é, em geral, muito mais complicada que no caso do hidrogénio. O estado excitado de um átomo pode 
envolver a mudanga de estado de qualquer dos elétrons ou mesmo mudangas de estado de dois ou mais elétrons. Mesmo nos 
casos em que apenas um elétron é excitado, a mudanga de estado desse elétron altera a energía de outros elétrons. Felizmente, 
em muitos casos, o efeito é pequeño e os níveis de energía podem ser calculados com boa precisáo a partir de um modelo 
relativamente simples, no qual o átomo é composto por um elétron externo e um carogo estável formado pelo núcleo mais os 
elétrons restantes. Este modelo funciona particularmente bem no caso dos metáis alcalinos: Li, Na, K, Rb e Cs. Sob vários 
aspectos, o espectro destes elementos, que pertencem á primeira coluna da tabela periódica, é semelhante ao do hidrogénio. 

Outra simplificagáo é possível gragas á grande diferenga que existe entre a energia de excitagáo de um elétron do carogo e a 
energía de excitagáo do elétron externo. Considere o caso do sodio, que possui um carogo semelhante ao neónio (exceto pelo 
fato de que Z é 11 em vez de 10) e um elétron externo no nivel 3s. Se este elétron nao penetrasse no carogo, enxergaria urna 
carga central efetiva Z ef = 1 resultante da soma da carga nuclear +11 e com a carga ~\0e dos elétrons do carogo. A energia de 
ionizagáo seria, portanto, igual á energia de ionizagáo do nivel n = 3 do hidrogénio, cerca de 1,5 eV. A penetragáo no carogo faz 
com que o valor de Z e f aumente e, portanto, que o elétron seja atraído mais fortemente pelo núcleo, o que aumenta a energia de 
ionizagáo; o valor experimental da energia de ionizagáo do sodio é aproximadamente 5 V. A energia necessária para remover 
um dos elétrons externos do carogo, ou seja, um dos elétrons 2p, é cerca de 31 eV, enquanto a energia necessária para remover 
um dos elétrons Is é aproximadamente 1041 eV. Um elétron do carogo náo pode ser excitado para nenhum dos níveis n = 2 por 
causa do principio de exclusáo; assim, a excitagáo de um elétron com n = 2 exige que o elétron seja transferido para a camada n 
= 3,o que envolve urna energia apenas ligeiramente menor que a energia necessária para remové-lo totalmente do átomo. Como 
as energías dos fótons do espectro visível (com comprimentos de onda de 400 a 800 nm) estáo na faixa de 1,5 a 3 eV, o espectro 
ótico (isto é, visível) do sodio se deve exclusivamente a transigóes envolvendo o elétron externo. As transigóes que envolvem os 
elétrons do carogo produzem linhas na regiáo do ultravioleta e dos raios X do espectro eletromagnético. 

Entre as muitas aplicagoes dos espectros atómicos estáo o estudo da composigáo das estrelas e a análise da 

evolugáo do universo (veja o Capítulo 13). 

A Figura 7-22 mostra o diagrama de níveis de energia para as transigóes óticas do sodio. Como o spin total do carogo é nulo, 
o spin de todos os estados excitados é 1/2. Por causa da interagáo spin-órbita, os estados com j = l ~ 1/2 tém urna energia 
ligeiramente menor que os estados com j = £ + 1/2. Todos esses estados, portanto, sáo dubletos, exceto, naturalmente, os estados 
S. O desdobramento é muito pequeño e náo é visível na escala de energías usada para desenhar a Figura 7-22, mas está indicado 




























na Figura 7-18. Na Figura 7-22, os estados foram rotulados de acordo com a notagáo espectroscópica, com o índice superior 2 
indicando que o estado é um dubleto. Assim, 2 F > 3/2 , que se le “dubleto P tres meios”, indica um estado no qual t = 1 e j = 3/2. 
(Costuma-se representar os estados S como se fossem dubletos, embora, na verdade, sejam estados duplamente degenerados. 
Isto é feito porque pertencem ao conjunto de estados com S = 1/2, embora, ao contrário dos outros, possuam l = 0 e, portanto, 
nao possam ser desdobrados pela interagáo spin-órbita. O número que indica o valor de n quase sempre é omitido.) No primeiro 
estado excitado, o elétron externo é transferido do nivel 3s para o nivel 3 p, que se encontra aproximadamente 2,1 eV acima do 
estado fundamental. A diferenga de energía entre os estados P 3/2 e P\¡ 2 em consequéncia da interagáo spin-órbita é 
aproximadamente 0,002 eV. As transigóes desses estados para o estado fundamental dáo origem ao conhecido dubleto amarelo 
do sodio 



FIGURA 7-22 Diagrama de níveis de energía do átomo de sodio (Na) com algumas transigóes indicadas. Os comprimentos de onda estáo 
em nanómetros. As linhas espectrais D\ e D 2 , particularmente intensas, sao responsáveis pela cor amarela das lámpadas de vapor de 
sodio. Os desdobramentos dos níveis D e F, que também sao dubletos, nao aparecem na figura. 

3$( 2 S¡/2) X = 589,6 nm 
3 f>( 2 P 3 fl) M 2 5 i/2 ) X = 589,0) nm 

Os níveis de energía e espectros dos outros metáis alcalinos sao semelhantes aos do sodio. 

É importante distinguir os estados dubletos dos dubletos de linhas espectrais. Todas as transigóes que comegam ou terminam 
em um estado S dáo origem a linhas duplas porque envolvem um estado dubleto (um estado P) e um estado singleto (o estado 
S). (A regra de selegáo A£ = ±l proíbe transigóes entre estados S .) Existem quatro transigóes possíveis entre dois estados do tipo 
dubleto. Urna é proibida pela regra de selegáo de y, segundo a qual 15 

Áj = ± I ou 0 { exceio no cmo de j — 0 —>j — 0) 7-65 

As transigóes entre dois dubletos resultam, portanto, em tres linhas espectrais, ou seja, em um tripleto. Quando observadas 
com baixa resolugáo, as tres linhas podem parecer um dubleto, como mostra a Figura 7-23, já que duas dessas linhas estáo 
sempre muito próximas. Por essa razáo, alguns cientistas as chamam de dubleto composto para ressaltar o fato de que envolvem 
estados do tipo dubleto. 
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FIGURA 7-23 Transigóes entre dois dubletos em um átomo de cálcio monoionizado. A transigáo indicada pela linha tracejada é proibida 
pela regra de selegáo Ay = ±1 ou 0. A espessura das linhas mostra a intensidade relativa. Quando a resobro nao é muito grande, a linha 
mais fraca na extremidade esquerda do espectro se confunde com a linha vizinha, e o dubleto composto (ou tripleto) se parece com um 
dubleto. 

Exercícios 

10. Por que os estados S da Figura 7-22 nao sao também dubletos ? 



Leitura Suplemental-1 

Os átomos com mais de um elétron na última camada possuem urna estrutura de níveis de energia muito 
complicada. O spin total do átomo pode assumir mais de um valor, o que resulta em vários conjuntos de 
estados quase independentes, que dáo origem a vários conjuntos de linhas espectrais. Este é o tema da 
Leitura Suplementar A tomos com Mais de um Elétron Externo , disponível no site da LTC Editora para este 
livro na Internet, onde também se encontram as Equatpóes 7-66 e 7-67 e as Figuras 7-24 a 7-27. 
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Leitura Suplementar | 

Dizem que a esposa de Niels Bohr, ao passar por Wolfgang Pauli no jardim do Instituto de Física Teórica 
de Copenhague, reparando no ar de consternado do rapaz, perguntou, solícita, se estava preocupado com 
alguma coisa. Pauli respondeu: “Claro que estou preocupado! Nao consigo entender o efeito Zeeman 
anómalo!” Para que o leitor nao fique também preocupado, explicamos o efeito Zeeman anómalo na 
Leitura Suplementar O Efeito Zeeman , disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde 
também se encontram as Equa 9 oes 7-68 a 7-72 e as Figuras 7-28 a 7-31. 


SEQÁO EXPLORATÓRIA 
Luz Congelada 


Usando as propriedades quánticas dos estados de energia do átomo, lasers sintonizáveis e um condensado de 
Bose-Einstein de átomos de sodio (veja o Capítulo 8), os dentistas conseguiram frear um pulso luminoso até que ficasse imóvel e, 
algum tempo depois, regenerá-lo e colocá-lo de novo em movimento. Vamos explicar como isso foi possível. 

Considere os níveis de energia 3s e 3 p do sodio na Figura 7-22. A interagáo spin-órbita nao desdobra o estado 3s porque o 
momento angular orbital desse estado é zero; entretanto, como vamos estudar com detalhes no Capítulo 11 (veja também o Problema 

































7-76), muitos núcleos atómicos , entre eles do sodio, possuem um spin e um momento magnético diferentes de zero. Embora seja mais 
de 1.000 vezes menor que o momento magnético eletrónico, o momento magnético nuclear produz um desdobramento dos estados s 
análogo ao que é produzido pela interagáo spin-órbita nos estados com momento angular orbital diferente de zero. Este efeito, 
conhecido como desdobramento hiperfino porque é muito menor que o desdobramento fino causado pela interagáo spin-órbita, faz 
com que o nivel 3s do sodio seja desdobrado em dois níveis cuja diferenga de energia é aproximadamente 7 x 10 -6 eV. 

O condensado de Bose-Einstein é urna “nuvem” em forma de charuto, com cerca de um centímetro de comprimento, suspensa por 
um campo magnético no interior de urna cámara de vácuo. A nuvem contém milhóes de átomos de sodio, todos com o spin alinhado 
na mesma diregdo e todos no mais baixo dos dois níveis 3s , que é o estado fundamental (veja a Figura 7-32/). O pulso luminoso que 
se deseja “congelar” (o pulso de teste) é produzido por um láser sintonizado para a diferenga de energia entre o mais baixo dos dois 
níveis 3^eo mais baixo dos níveis 3 p. Um segundo láser é sintonizado para a diferenga de energia entre o mais alto dos dois níveis 3s 
e o mais baixo dos níveis 3 p e usado para produzir um segundo pulso (o pulso de acoplamento) que é aplicado ao condensado de 
Bose-Einstein na diregáo perpendicular á diregáo de propagagáo do pulso de teste. 

Se apenas o pulso de teste é aplicado ao condensado, todos os átomos sao excitados para o nivel 3p e o pulso é totalmente 
absorvido. Quando os átomos voltam ao estado fundamental, a luz amarela do sodio é emitida aleatoriamente em todas as diregóes. 
Quando apenas o pulso de acoplamento é aplicado ao condensado, nenhum átomo é excitado para o nivel 3 p, já que a energia do 
pulso de acoplamento nao é igual á diferenga de energia entre o estado fundamental e o nivel 3 p. Quando, porém, o pulso de 
acoplamento está iluminando a amostra com todos os átomos no estado fundamental e o pulso de teste é aplicado, quando a borda 
dianteira do pulso penetra na amostra (Figura 7-32¿>), os dois pulsos em conjunto excitam os átomos de sodio para urna superposigáo 
quántica dos dois estados, ou seja, nessa regiáo da amostra cada átomo passa a estar nos dois estados hiperfinos (Figura 7-32 c). Em 
vez de os dois pulsos serem capazes de excitar os átomos para o estado 3 p, os dois processos se cancelam, em um fenómeno 
conhecido como interferencia quántica , e o condensado de Bose-Einstein se toma transparente ao pulso de teste, como na Figura 7- 
32c. O cancelamento faz com que o índice de refragáo da amostra sofra urna variagáo abmpta, diminuindo a velocidade da borda 
dianteira do pulso de 3 x 10 8 m/s para cerca de 15 m/s. Como o resto do pulso leva um certo tempo para penetrar na amostra e 
diminuir de velocidade, o pulso é comprimido drásticamente, passando a ter urna largura de 0,05 mm, muito menor que a largura da 
amostra. Na regiáo ocupada pelo pulso os spins atómicos ficam sincronizados com a superposigáo dos dois estados quánticos, como 
mostra a Figura 7-3 2 d. 

Neste ponto do experimento, o pulso de acoplamento é desligado. O condensado de Bose-Einstein se toma imediatamente opaco 
ao pulso de pro va e o pulso deixa de se propagar. A luz está “congelada”! A informagáo contida no pulso agora está impressa como 
um holograma nos átomos que se encontram na superposigáo de estados (Figura 7-32c). Quando o pulso de acoplamento é ligado 
novamente, a amostra volta a ser transparente ao pulso de prova, o pulso “congelado” é regenerado e se move lentamente até a 
extremidade da amostra, de onde é langado no espago a urna velocidade de 3 x 10 8 m/s. (Veja a Figura 7-32/) 

A capacidade de retardar e congelar pulsos luminosos oferece novas oportunidades em muitas áreas. Talvez tome possível, por 
exemplo, a criagáo de sistemas de comunicagoes quánticas á prova de escutas clandestinas. A constmgáo de computadores quánticos 
pode depender da possibilidade de manipular superposigoes quánticas em sistemas de luz lenta. Os astrofísicos podem usar 
condensados de Bose-Einstein em estados de vórtice, já obtidos experimentalmente, para simular o comportamento da luz ñas 
vizinhangas de buracos negros. Nao percam o próximo episodio! 



Pulso de acompanhamento 



FIGURA 7-32 ( a ) O pulso de acoplamento ilumina o condensado de Bose-Einstein, cujos átomos estáo no estado fundamental, com os 
spins todos alinhados. ( b ) A borda anterior do pulso de pro va penetra na amostra, (c) Urna superposigáo quántica muda a orientagáo dos 
spins, e a rápida variagáo do índice de refragáo diminuí a largura e a velocidade do pulso, (d) Agora inteiramente contido na amostra, o 
pulso tem a velocidade reduzida para cerca de 15 m/s. ( e ) O pulso de acoplamento é desligado e o pulso de prova se imobiliza; a 
informagáo que contém fica armazenada ñas orientagoes dos spins dos átomos do condensado. (/) O pulso de acoplamento é novamente 
ligado; o pulso de prova é regenerado e se move lentamente até a extremidade da amostra, de onde é lanzado no espado a urna velocidade 
de 3 x 10 8 m/s. 


Resumo 


TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 

1. Equagáo de Schródinger em tres 
dimensSes 

No caso do átomo de hidrogénio, a equagáo pode ser separada em tres 
equagoes diferenciáis ordinárias, urna para a coordenada r, outra para a 
coordenada 0 e outra para a coordenada (|). Os números quánticos n, i e m 
resultam das condigoes de contorno impostas ás solugoes das equagoes. 


2. Quantizagao 












Momento angular 

Componente z de L 

Energía 


3. Fungoes de Onda do Átomo de 
Hidrogénio 

^ n(m 

Na qual C nfin sao constantes de normalizagáo, R n{ sao as fungoes radiáis e 

Yfm sao os harmónicos esféricos. 

4. Spin do elétron 

O spin eletrónico nao está incluido na equa 9 áo de Schródinger. 

Módulo de S 

|S| = Vs(j + 1 )í s = - 7 _36 

Componente z de S 

= rnfi «i, = ± j 

Experimento de Stern-Gerlach 

Esta foi a primeira observa 9 áo direta do spin eletrónico. 

5. Interagáo spin-órbita 

A resultante de L e S é o momento angular total J = L + S, cujo módulo é 
dado por 


Ul - Y/(;+ l )h 7-51 


Na qual j = t+ s ou \ {- s . Esta intera 9 áo leva ao desdobramento fino dos 
níveis de energia. 

6. Principio de exclusáo 

Um estado atómico especificado por um conjunto de números quánticos 
nri( e m s nao pode ser ocupado por mais de um elétron. 


|L| - VÍ(F + 1 )í para í = 0, 1 , 2,3 

L. — nifi para m — 0. i I. ±2, ... , ¿f 

r ficZe-V ja Z~ „ 


7-22 

7-23 

7-25 
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Notas 1111111111111111111111111111111111 


1. A degeneraqáo pode estar associada a urna simetría do sistema, como no caso que estamos discutindo. Entretanto, também 
pode existir por causas totalmente diversas e certamente pode ocorrer em casos nos quais, ao contrário do que acontece no 
problema da caixa tridimensional, a funqao de onda nao pode ser descrita como o produto de fimqóes associadas a diferentes 











números quánticos. Essas últimas degeneragoes as vezes sao chamadas de degeneragoes acidentais; os dois tipos de 
degeneragáo podem estar presentes no mesmo sistema. 

2. “Suficiente”, no caso, significa um conjunto completo no sentido matemático da palavra. 

3. Potenciáis desse tipo sao conhecidos como conservativos ; os exemplos mais comuns sao o potencial eletrostático ou 
potencial de Coulomb e o potencial gravitacional. 

4. Se L z = |L|, entáo, necessariamente, L x = L y = 0. Nesse caso, as tres componentes de L seriam conhecidas com precisáo 
absoluta, o que seria urna violagáo do principio de indeterminagáo. 

5. As fungóes Y im e R n i que aparecem ñas Tabelas 7-1 e 7-2 sao fungóes normalizadas; os valores de C n€m sao os produtos das 
constantes de normalizagáo correspondentes. 

6. Wolfgang Pauli (1900-1958), físico austríaco naturalizado americano. Urna verdadeira crianga-prodígio, com apenas dezoito 
anos, quando fazia o curso de doutorado em física em Munique, escreveu um artigo sobre relatividade geral que foi elogiado 
pelo próprio Einstein. Teórico brilhante, tomou-se a consciencia da física quántica, combatendo a “má física” com comentários 
frequentemente ferinos, como um que se tomou famoso, ao referir-se a um artigo particularmente ruim: “Nao está nem sequer 
errado.” Ganhou tardíamente o Premio Nobel de Física de 1945 pela descoberta do principio de exclusáo. 

7. Samuel Abraham Goudsmit (1902-1978) e George Eugene Uhlenbeck (1900-1988), físicos holandeses naturalizados 
americanos. Quando eram alunos de doutorado em Leiden, expuseram a ideia do spin eletrónico ao orientador de ambos, Paul 
Ehrenfest, que os aconselhou a ouvir a opiniáo de H. A. Lorentz. Depois de alguma demora, Lorentz observou que um spin 
eletrónico com o valor necessário para explicar a estrutura fina era incompatível com a relatividade restrita. Quando os 
estudantes voltaram a procurar Ehrenfest com a má noticia, descobriram que este já havia enviado o artigo escrito pelos dois á 
revista Natunvissenschaften , onde foi publicado. 

8. Como o símbolo p é usado para representar tanto a massa reduzida como o momento magnético, é preciso tomar certo 
cuidado para nao interpretá-lo erróneamente ao usar as equagóes da mecánica quántica. Alguns autores preferem usar o símbolo 
m para representar momento magnético, mas, nesse caso, existe o perigo de confusáo com o número quántico m. 

9. Otto Stern (1888-1969), físico alemáo naturalizado americano, e Walther Gerlach (1889-1979), físico alemáo. Depois de 
trabalhar como assistente de Einstein durante dois anos, Stern desenvolveu as técnicas de produgáo de feixes atómicos e 
moleculares que lhe permitiram demonstrar, juntamente com Gerlach, um excelente físico experimental, a existencia da 
quantizagáo espacial. Stern recebeu o Premio Nobel de Física de 1943 pelo desenvolvimento do método dos feixes moleculares 
e a descoberta do momento magnético do próton. 

10 . O núcleo atómico também possui um momento angular e, portanto, um momento magnético; entretanto, como a massa do 
núcleo é pelo menos 2000 vezes maior que a massa do elétron, o momento magnético do núcleo, de acordo com a Equagáo 7- 
37, é pelo menos 2000 vezes menor que o momento magnético do elétron. O experimento de Stem-Gerlach nao tinha precisáo 
suficiente para detectar este pequeño efeito. 

11. Como já foi dito na Segáo 7-2, as primeiras letras da notagáo usada para indicar os valores de momento angular orbital, s,p, 
d e /, foram escolhidas porque descreviam a aparéncia de certos grupos de linhas espectrais: sharp (estreitas), principal 
(principáis), ¿/iffuse (difusas) e/ündamental (fundamentáis). A notagáo das camadas (K, L, ...) foi usada pela primeira vez por 
Barkla. (Veja a nota 17 do Capítulo 4.) 

12. Esta forma de representar o spin total foi escolhida porque corresponde ao número de linhas da estrutura fina do espectro; 
assim, por exemplo, no caso do hidrogénio, s = 1/2, 2s + 1 = 2 e as linhas sáo dubletos. 

13. Outra forma de interpretar o fenómeno é dizer que o elétron, por possuir um spin e, portanto, um momento magnético 
intrínseco, produz á sua volta um campo magnético dipolar. Este campo varia no tempo em virtude do movimento orbital do 
elétron, produzindo assim um campo elétrico na posigáo do próton (suposto estacionário), que interage com a carga elétrica do 
próton. Como o sentido deste campo depende da orientagáo relativa dos momentos L e S, as linhas sáo desdobradas. 

14. Na verdade, esses níveis náo sáo exatamente degenerados nem mesmo no hidrogénio. Como foi visto no final da Segáo 7-5, 
W. Lamb mostrou que existe urna pequeña diferenga de energía entre os estados 2 S e 2 P do átomo de hidrogénio. Esta 
diferenga, juntamente com o desdobramento fino do estado 2 P, faz com que o estado 2 2 P m esteja 4,4 x 10“ 6 eV abaixo do 
estado 2 2 *Si / 2 , urna diferenga de energia conhecida como deslocamento de Lamb. Este deslocamento permite que o estado 2 2 *Si / 2 , 
que de outra forma seria metaestável, por causa da regra de selegáo A£ = ±1, decaía para o estado fundamental l 2 5j /2 através de 
urna transigáo para o estado 2 2 Pi /2 . 

15. Podemos pensar nesta regra em termos da conservagáo do momento angular. O fóton tem um spin s = 1. Em urna transigáo 
do tipo dipolo elétrico, o spin do fóton é somado vetorialmente ao spin do átomo. Se o número quántico de momento angular 
total do átomo é yj antes da transigáo e j 2 após a transigáo, as regras para a soma vetorial de momentos angulares exigem que j 2 
=j\ + l, 7 i ou7i _ l, contanto que j\ ± 0. Se j\ = 0,j 2 deve ser necessariamente igual a 1. 

16. Isto é verdade para quase todos os átomos com dois elétrons na última subcamada, como o He, o Be, o Mg e o Ca. Urna 
excegáo sáo os estados P do Hg, nos quais o desdobramento fino é da mesma ordem que o desdobramento entre os singletos e 


os tripletos. 

17. Pieter Zeeman (1865-1943), físico holandés. A descoberta do efeito Zeeman, que tanto contribuiu para o nosso 
conhecimento da estrutura atómica, foi praticamente ignorada até que sua importancia foi apontada por Lorde Kelvin. Pela 
descoberta, Zeeman compartilhou o Prémio Nobel de Física de 1902 com seu professor H. A. Lorentz. 

18. Esta terminología resultou do fato de que o efeito de um campo magnético sobre as transigóes entre estados do tipo singleto 
podia ser explicado pela teoría clássica de Lorentz para o elétron e, portanto, era “normal”, enquanto o efeito sobre outras 
transigóes nao podia ser explicado e, portanto, era “anómalo”. 

19. Este cálculo pode ser encontrado, por exemplo, em Herzberg, G., Atomic Spectra and Atomic Structure , Dover, New York, 
1944. 

20. Em homenagem a Alfred Landé (1888-1975), físico alemáo, cujo trabalho com Born e Heisenberg levou á interpretagáo 
correta do efeito Zeeman anómalo. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL 1 

Segáo 7-1 A Equagáo de Schródinger em Tres Dimensóes 

7-1 Determine as energías E 3n , E 222 e E 22 \ e construa um diagrama de níveis de energía para o pogo cúbico tridimensional que 
inclua as energías do terceiro, quarto e quinto estados excitados. Quais dos estados que aparecem no diagrama sao degenerados? 
7-2. Urna partícula é confinada a urna caixa tridimensional de lados L\, L 2 = 2L\ qL 3 = 3L\. Determine os números quánticos n u 
n 2 e n 3 para os 10 estados de menor energía da partícula. 

7-3. Urna partícula é submetida a um potencial dado por V(x, y,z) = 0 para -L/2 < x < Lt. 2, 0<y<Le0<z<L. Fora desses 
limites, V=oo. (a) Escreva urna expressáo para a fungáo de onda desta partícula no estado fundamental. ( b ) Como se comparam 
as energías permitidas com as de urna partícula em urna caixa na qual V= 0 para 0<x<Zem vez de para -L/2 <x< L! 2? 

7-4 Determine as fungóes de onda para os cinco estados de menor energia da partícula do Problema 7-2. 

7-5. (a) Repita o Problema 7-2 supondo que L 2 = 2L X qL 3 = 4L { . (b) Quais desses estados sao degenerados? 

7-6. Determine as fungóes de onda para os 10 estados de menor energia da partícula do Problema 7-5. 

7-7. Suponha que a partícula do Problema 7-1 seja um elétron q L = 0,10 nm. Determine as energías das transigóes do terceiro, 
quarto e quinto estados excitados para o estado fundamental. 

7-8. Considere urna partícula que esteja se movendo em um espago bidimensional definido por V= 0 para 0<x<le o <y<L 
e V= oo para qualquer outro valor de v e y. (a) Escreva as fungóes de onda da partícula neste pogo de potencial. ( b ) Escreva urna 
expressáo para as energías correspondentes, (c) Quais sao os conjuntos de números quánticos do estado degenerado de menor 
energia? 

Segao 7-2 Quantizagáo do Momento Angular e da Energia do Átomo de Hidrogénio 

7-9. Se n = 3, (a) quais sáo os valores possíveis de 11 ( b ) Quais sáo os valores possíveis de m para cada valor de 11 ( c ) Levando 
em conta o fato de que existem dois estados quánticos para cada combinagáo de valores de^em por causa do spin do elétron, 
determine o número total de estados na camada n = 3. 

7-10. Determine o menor ángulo que L pode fazer com o eixo z se o número quántico de momento angular é (a) b = 4 e (b) b = 
2. 

7-11. O momento de inércia de um CD é aproximadamente 1CT 5 kg-m 2 . (a) Determine o momento angular L = /co quando o 
disco está girando com urna velocidade angular co/27t = 735 rpm; ( b ) determine o valor aproximado do número quántico b. 

7-12. Desenhe um diagrama vetorial que mostré as possíveis orientagóes do vetor momento angular L ( a ) para b - 1; {tí) para b 
= 2; (c) para b = 4. {d) Calcule o módulo de L em cada caso. 

7-13. Para b m 2, (a) qual é o menor valor possível de L 2 X = L 2 y l (b) Qual é o maior valor possível de L 2 X = L 2 y l (c) Qual é o valor 
de L 2 X = L 2 y para b = 2 e m = 1? É possível determinar o valor de L x ou L y a partir destes dados? ( d) Qual é o menor valor de n 
que este estado pode ter? 

7-14. Para b = 1, determine ( a ) o módulo do momento angular L; ( b ) os valores possíveis de m. (c) Desenhe em escala um 
diagrama vetorial mostrando as possíveis orientagóes de L em relagáo ao eixo z. ( d) Repita os itens (a), ( b ) e (c) para b = 3. 

7-15. Mostré que, se V é fungáo apenas de r, dh/dt = 0, ou seja, L é conservado. 

7-16. Quais sáo os valores possíveis d q n q m (a) para b = 3; (b) para b = 4; (c) para b = 0! (d) Determine os menores valores 


possíveis da energía para cada caso. 

7-17. O elétron de um átomo de hidrogénio se encontra no estado 6/ (a) Quais sao os valores de n e ti ( b ) Calcule a energia do 
elétron. (c) Calcule o módulo de L. ( d) Determine todos os valores possíveis de L z . 

7-18. Para que valores de r/a 0 a fungáo radial R 30 se anula? {Sugestao: Consulte a Tabela 7-2.) 

7-19. Use a análise dimensional para mostrar que a expressáo dos níveis de energia dada pela Equagáo 7-25 tem unidades de 
energia. 

Segáo 7-3 As Fungoes de Onda do Átomo de Hidrogénio 

7-20. Para o estado fundamental do átomo de hidrogénio, determine ( a ) o valor de ¥; ( b ) o valor de ¥ 2 ; (c) a densidade de 
probabilidade radial P{r) no ponto r = a 0 . A resposta deve ser dada em unidades de a 0 . 

7-21. Para o estado fundamental do átomo de hidrogénio, determine a probabilidade de encontrar o elétron em um intervalo A r 
= 0,03a 0 (c¡) com centro em r = a 0 ; ( b ) com centro em r = 2 a 0 . 

7-22. A densidade de probabilidade radial do átomo de hidrogénio no estado fundamental pode ser escrita na forma P{r) = 
Cr 2 ^ -27 ^ 0 , na qual C é urna constante. Mostré que o valor de P{r) é máximo para r = aJZ. 

7-23. Calcule a constante de normalizagáo C 2 oo da Equagáo 7-34. 

7-24. Determine a probabilidade de encontrar o elétron em um intervalo A r = 0,02a 0 com centro (a) em r = a 0 e (tí) em r = 2a 0 
para o estado n = 2, l = 0, m = 0 do átomo de hidrogénio. (O valor da constante C 2 oo é dado no Problema 7-26.) 

7-25. Mostré que a densidade de probabilidade radial para o estado « = 2, £=l,m = 0de um átomo de um elétron pode ser 
escrita na forma 

P(f) = ^4 eos 2 0 r 4 e -Zr/a ° 


em que A é urna constante. 

7-26. O valor da constante C 20 o na Equagáo 7-33 é 
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Determine os valores ( a ) de ¥; {tí) de ¥ 2 ; (c) da densidade de probabilidade radial P{r) no ponto r = a 0 para o estado n = 2, t = 
0, m = 0 do átomo de hidrogénio. A resposta deve ser dada em unidades de a 0 . 

7-27. Mostré que a distancia mais provável entre um elétron e o núcleo no estado n = 2, ( = 1 do hidrogénio é r = 4a 0 . 

7-28. Escreva a fungáo de onda do átomo de hidrogénio se os números quánticos do elétron sao n = 3, t = 2 e = -1. A fungáo 
de onda deve estar normalizada. 

7-29. Mostré que a fungáo de onda do hidrogénio obtida no Problema 7-28 satisfaz a equagáo de Schródinger independente do 
tempo, Equagáo 7-9. 


Segáo 7-4 O Spin do Elétron 

7-30. Se a relagáo entre carga e massa em um sistema clássico náo é constante, o momento magnético pode ser escrito na forma 



L 


na qual géa carga total, Méa massa total e g ± 1. (a) Mostré que g = 2 para um cilindro macigo (/ = MR 2 12) que gira em tomo 
do próprio eixo e possui urna distribuigáo de carga uniforme na superficie cilindrica, {tí) Mostré que g = 2,5 para urna esfera 
maciga (/ = 2MR 2 /5) que possui urna distribuigáo de carga uniforme em um anel estreito localizado no equador (Figura 7-33). 



FIGURA 7-33 Esfera macÍ 9 a com urna distribuyo de carga uniforme em um anel estreito localizado no equador. 

7-31. Supondo que o elétron se comporte como urna partícula clássica, urna esfera homogénea com 1(T 15 m de raio, use o 
módulo do spin, |S| = [s{s + 1 )] l/2 h = (3/4 ) m h para calcular a velocidade tangencial de um ponto situado no equador do elétron. 
Compare esta velocidade com a velocidade da luz. 

7-32. Quantas linhas serao observadas na placa detectora em um experimento de Stem-Gerlach (veja a Figura 7-15) se for usado 
um feixe (a) de átomos de potássio; ( b ) de átomos de cálcio; (c) de átomos de oxigénio; ( d) de átomos de estantío? 

7-33. A forqa exercida por um campo magnético nao homogéneo sobre um momento magnético cuja componente z é p z é dada 
pela Equaqáo 7-51. Se os átomos de prata em um experimento de Stem-Gerlach percorrem 1 m na regiáo onde existe campo 
magnético e mais 1 m em urna regiáo onde o campo é zero com urna velocidade de 250 m/s, qual deve ser o gradiente de B z , 
dBJdz , para que a deflexáo máxima de cada feixe seja de 0,5 mm em relaqáo ao centro do detector? 

7-34. (a) O momento angular do átomo de itrio no estado fundamental é caracterizado pelo número quántico j = 3/2. Quantas 
linhas sao observadas em um experimento de Stem-Gerlach com átomos de itrio? {tí) Quantas linhas sao observadas se o feixe é 
constituido por átomos com spin nulo e l = 1? 

Segáo 7-5 Momento Angular Total e Interagáo Spin-Órbita 

7-35. A interaqáo spin-órbita quebra a simetría do potencial do átomo de hidrogénio, desdobrando os níveis de energía. (< a ) 
Escreva em notaqáo espectroscópica a especifícaqáo de todos os estados com n = 4 e coloque esses estados em ordem crescente 
de energia. (tí) Se um campo magnético fraco é aplicado aos átomos, em quantos níveis cada estado do item {a) é desdobrado? 

7-36. O elétron externo de um átomo de potássio se encontra em um estado com t = 2. Calcule o módulo de L. Quais sao os 
valores possíveis de j e os valores possíveis do módulo de J? 

7-37. Um átomo de hidrogénio se encontra no estado 3d (n = 3, t = 2). {a) Quais sao os valores possíveis de jl (tí) Quais sao os 
valores possíveis do módulo do momento angular total? (c) Quais sao os valores possíveis da componente z do momento 
angular total? 

7-38. Calcule o ángulo entre L e S {a) no estado d 5 ¡ 2 e {tí) no estado d 2/2 ¿o hidrogénio atómico. 

7-39. Escreva todos os conjuntos possíveis de números quánticos para um elétron {a) na subcamada 4/; {tí) na subcamada 3 d\ {c) 
na subcamada 2 p. 

7-40. Considere um sistema de dois elétrons, ambos com l = 1 e s = 1/2. (a) Quais sáo os possíveis números quánticos do 
momento angular orbital total L = Li + L 2 ? {tí) Quais sáo os possíveis valores do número quántico S para o spin total S = Si + 
S 2 ? (c) Usando os resultados dos itens {a) e {tí), determine os possíveis números quánticos j para a combinaqáo J = L + S. {d) 
Quais sáo os possíveis números quánticos j\ e j 2 do momento angular total de cada partícula? {e) Use os resultados do item {d) 
para calcular os possíveis valores de j a partir da combinaqáo de j\ e j 2 . O resultado é o mesmo do item {c)l 

7-41. A diferenqa de energia entre os níveis 2 2 *Si / 2 e 2 2 P\ /2 do hidrogénio atómico devido ao deslocamento de Lamb é 4,372 x 
10“ 6 eV. (a) Qual é a frequéncia do fóton emitido em urna transiqáo entre os dois níveis? {tí) Qual é o comprimento de onda do 
fóton? (c) Em que regiáo do espectro eletromagnético está este fóton? 

7-42. O conhecido dubleto de linhas amarelas do espectro do sodio, constituido por linhas com comprimentos de onda de 589,0 
nm e 589,6 nm, é causado por transiqóes dos estados 3Py 2 e 3Py 2 para o estado fundamental, {a) Calcule as energías em eV dos 
fótons correspondentes a esses comprimentos de onda, {tí) A diferenqa de energia desses fótons é igual á diferenqa de energia, 
AE, entre os estados 3P 2/2 e 3P\¡ 2 , que se deve á interaqáo spin-órbita. Calcule o valor de A E. (c) Se o elétron 3 p do sodio estiver 
submetido a um campo magnético interno B , o desdobramento causado pela interaqáo spin-órbita será da ordem de A E = 2 [í b B, 





em que X B é o magnéton de Bohr. Estime o valor de B a partir do valor de A E encontrado no item (tí). 


Segáo 7-6 A Equagáo de Schródinger para Duas (ou Mais) Partículas 

7-43. Mostré que a funcao de onda da Equacao 7-57 satisfaz a equaqao de Schródinger independente do tempo para duas 
partículas (Equaqao 7-55) com V = 0 e determine a energía deste estado. 

7-44. Dois néutrons se encontram em um poqo quadrado infinito de largura L = 2,0 fm. Qual é a energía total mínima que o 
sistema pode possuir? (A fimsao de onda dos néutrons, como a dos elétrons, é antissimétrica. Ignore o spin.) 

7-45. Cinco partículas iguais, que nao interagem, sao colocadas em um poqo quadrado infinito de largura L = 1,0 nm. Determine 
a energía mínima do sistema se as partículas forem (a) elétrons e (b) píons. Os píons tém urna massa de 264 m e e urna funsao de 
onda simétrica. 

Segáo 7-7 Estados Fundamentáis dos Átomos: A Tabela Periódica 

7-46. Determine a confíguraqao eletrónica no estado fundamental (a) do carbono; ib) do oxigénio e (c) do argónio. 

7-47. Use a Figura 7-34 para determinar a confíguraqao eletrónica no estado fundamental do estanho (Sn, Z = 50), do neodimio 
(Nd, Z = 60) e do itérbio (Yb, Z = 70). Compare as respostas com os dados do Apéndice C. Existem divergéncias? Se existem, 
quais sao? 
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FIGURA 7-34 Energía das configurares eletrónicas no estado fundamental em fungáo de Z. 


7-48. Na curva da energia de ionizagáo em fungáo do número atómico (Figura 7-20), sao observadas pequeñas quedas em Z = 
31 (gálio), Z = 49 (indio) e Z = 81 (tálio) que nao estao assinaladas na figura. Explique as quedas, depois de examinar as 
configuragóes eletrónicas desses átomos no Apéndice C. 

7-49. Em quais dos átomos a seguir o estado fundamental é desdobrado pela interagáo spin-órbita: Li, B, Na, Al, K, Ag, Cu, 
Ga? (, Sugestáo : Use o Apéndice C para verificar quais sao os elementos para os quais l ^ 0.) 

7-50. Se o elétron 3s do sodio nao penetrasse na regiáo interna do átomo, sua energia seria -13 filn 2 =—1,51 eV. A penetragáo 
na regiáo interna faz com que o elétron enxergue urna carga efetiva maior e, portanto, sua energia seja menor. Use o valor 
experimental do potencial de ionizagáo, 5,14 V, para calcular o valor de Z e f para o elétron 3s do sodio. 

7-51. Qual é o elemento que possui a configuragáo eletrónica no estado fundamental (a) \s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 2 e (tí) \s 2 2s 2 2p 6 3s 2 
3pHs 2 l 

7-52. Determine os valores possíveis da componente z do momento angular orbital ( a ) de um elétron d\ (tí) de um elétron/; (c) 
de um elétron s. 


Segáo 7-8 Estados Excitados e Espectros dos Metáis Alcalinos 

7-53. Quais dos elementos a seguir apresentam um diagrama de níveis de energia semelhante ao do sodio e quais apresentam 
um diagrama semelhante ao do mercúrio: Li, He, Ca, Ti, Rb, Ag, Cd, Mg, Cs, Ba, Fr, Ra? 

7-54. Os espectros óticos de átomos com dois elétrons na última camada sao semelhantes entre si, mas muito diferentes dos 
espectros de átomos com apenas um elétron na última camada, por causa da interagáo entre os dois elétrons. Separe os 
elementos a seguir em dois grupos, de tal forma que os elementos de cada grupo tenham espectros semelhantes: litio, berilio, 
sodio, magnésio, potássio, cálcio, cromo, níquel, césio, bário. 

7-55. Quais dos elementos a seguir possuem um espectro ótico semelhante ao do hidrogénio e quais possuem um espectro ótico 
semelhante ao do hélio: Li, Ca, Ti, Rb, Ag, Cd, Ba, Hg, Fr, Ra? 

7-56. Os números quánticos n, ( e j do elétron externo do potássio tém os valores 4, 0 e 1/2, respectivamente, no estado 



























fundamental; 4, 1 e 1/2 no primeiro estado excitado; 4, 1 e 3/2 no segundo estado excitado. Faga urna tabela com os valores de 
ej para os 12 primeiros estados do potássio (veja a Figura 7-24). 

7-57. Quais das transigoes do sodio a seguir nao sao do tipo dipolo elétrico? (Informe qual é a regra de selegáo que está sendo 
violada.) 


^ l n * 35 i ¡i 4S, ¡2 —*■ 3/^2 4 F m —■*■ 35 ] ¡2 4Dy 2 —* 3j°, n 

3P 1/2 4D</2 “351 ¡2 5Dy2 3P 1/2 * 35]/2 

7-58. As transigoes entre os níveis eletrónicos internos de átomos pesados resultam na emissáo de raios X característicos, que 
foram discutidos na Segáo 4-4. (a) Calcule a energia de um elétron da camada K do tungsténio, supondo que a carga nuclear 
efetiva é Z- 1. (b) O valor experimental desta energia é 69,5 keV. Suponha que a carga nuclear efetiva é (Z- o), na qual o é a 
chamada constante de blindagem, e calcule o a partir do valor experimental da energia. 

7-59. Como o estado Peo estado D do sodio sao dubletos, existem quatro transigoes possíveis entre esses estados, com 
diferentes energías. Indique quais sao as tres transigóes permitidas e qual é a transigáo proibida, de acordo com a regra de 
selegáo da Equagáo 7-65. 

7.60. A penetragáo relativa da regiáo interna do átomo pelo elétron externo do sodio pode ser levada em conta usando um 
número atómico efetivo Z ef na equagáo E = -13,6Z 2 ef /^ 2 = -l,51Z 2 ef eV em vez do valor E = -13 filn 1 = -1,51 eV que seria 
medido se náo houvesse penetragáo (veja o Problema 7-47). (a) Use a Figura 7-22 para determinar a energia do elétron externo 
nos estados 3 s 9 3 p e 3 d do sodio. {Sugestáo: Para obter resultados mais precisos, tome -5,14 eV como sendo a energia do estado 
fundamental e use as energías dos fótons associados ás transigoes 3s —> 3p e 3p —> 3 d para calcular as energías dos outros 
estados.) ( b ) Calcule o valor de Z ef para os estados 3 p e 3 d. (c) A aproximagáo E = -13,6/ft 2 eV é razoável para algum desses 
estados? 

7-61. Um átomo de hidrogénio no estado fundamental é submetido a um campo magnético B z = 0,55 T. {a) Calcule o 
desdobramento dos estados de spin. ( b ) Qual dos estados tem maior energia? (c) Qual é a frequéncia da radiagáo necessária para 
excitar o átomo do estado de spin de menor energia para o de maior energia? Em que regiáo do espectro eletromagnético está 
esta radiagáo? 

7-62. Mostré que a variagáo de comprimento de onda AX de urna transigáo devido a urna pequeña variagáo de energia é dada por 



he 

( Sugestáo : Calcule o valor de dE/dX , para a qual E = hc/X.) 

7-63. (a) Determine o deslocamento normal de Zeeman A E = ehB!2m e para um campo magnético B = 0,05 T. (tí) Use o 
resultado do item (a) e o resultado do Problema 7-62 para calcular a variagáo do comprimento de onda da transigáo singleto do 
mercúrio, que é observada para X = 579,07 nm, causada pela aplicagáo de um campo magnético, (c) Se a menor variagáo de 
comprimento de onda que pode ser medida em um espectrómetro é 0,01 nm, qual é o menor valor de campo magnético para o 
qual é observado o efeito Zeeman nessa transigáo? 


NÍVEL II 

7-64. Se o elétron externo do litio se movesse na órbita de Bohr correspondente a n = 2, a carga central efetiva seria Z ef = \e e a 
energia do elétron seria -13,6/2 2 = -3,4 eV. Entretanto, a energia de ionizagáo do litio é 5,39 eV e náo 3,4 eV. Use este fato 
para calcular a carga central efetiva Z ef do ponto de vista do elétron externo do litio. Suponha que o elétron externo se move em 
urna órbita de raio r = 4a 0 . 

7-65. Mostré que o valor esperado de r para um elétron no estado fundamental de um átomo de um elétron é dado por (r) = 
3a 0 /2Z. 

7-66. Se um corpo rígido tem momento de inércia / e está girando com velocidade angular co, a energia cinética é dada por 


E = 



OI 2 L 2 

21 21 


em que L é o momento angular. A solugáo da equagáo de Schródinger para este problema leva a níveis de energia quantizados 
dados por 


v= 


í(í + 1 }:ft 2 


21 




( a ) Faga um diagrama de ni veis de energía para esta situagáo e indique as transigóes que obedecem á regra de selegáo A£ = ±1. 
(tí) Mostré que as energías das transigóes permitidas sao E u 2E\, 3E\, 4E\ etc., em que E\ = h 2 II. (c) O momento de inércia da 
molécula de hidrogénio é dado por / = rripr 2 /!, em que m p é a massa do próton er~ 0,074 nm é a distancia entre os prótons. 
Determine a energía do primeiro estado excitado (£ = 1) da molécula de hidrogénio, supondo que a molécula se comporta como 
um rotor rígido, (d) Qual é o comprimento de onda da radiagáo emitida na transigáo do estado £ = 1 para o estado £ = 0 da 
molécula de hidrogénio? 

7-67. Em um experimento de Stem-Gerlach, sao usados átomos de hidrogénio no estado fundamental com urna velocidade v x = 
14,5 km/s. O campo magnético é paralelo ao eixo z e o gradiente máximo é dBJdz = 600 T/m. (a) Determine a aceleragáo 
máxima dos átomos de hidrogénio. (tí) Se a largura da regiáo onde existe campo magnético é Ax = 75 cm e os átomos percorrem 
urna distancia adicional de 1,25 m até chegarem ao detector, determine a distancia máxima entre as duas linhas observadas no 
detector. 

7-68. Determine o menor ángulo entre o momento angular Leo eixo z em fungáo do número quántico £ e mostré que para 
grandes valores de £, 0 min ~i/Vf 

7-69. Os comprimentos de onda dos fótons emitidos pelo potássio correspondentes a transigóes dos estados 4 P V2 e 4P m para o 
estado fundamental sao 766,41 e 769,90 nm. (a) Calcule as energías dos fótons em elétrons-volts, (b) A diferenga entre as 
energías dos fótons é igual á diferenga AE entre os estados 4P 3/2 e APy 2 no átomo de potássio. Calcule o valor de A E. (c) Estime 
o valor do campo magnético a que está submetido o elétron 4 p no átomo de potássio. 

7-70. O raio do próton, R 0 , é aproximadamente igual a 10“ 15 m. A probabilidade de que um elétron seja encontrado no interior 
do volume ocupado pelo próton é dada por 

Mi. 

/ P(r)dr 
Ja 

em que P(r) é a densidade de probabilidade radial. Calcule o valor de P para o estado fundamental do átomo de hidrogénio. 
(Sugestdo: Use a aproximagáo e~ 2r/a ° ~ 1 já que r « a 0 em todo o intervalo de integragáo.) 

7-71. (a) Calcule o fator g de Landé (Equagáo 7-72) para os estados 2 P 1/2 e 2 Sm de um átomo de um elétron e mostré que 
existem quatro energías diferentes para as transigóes entre esses níveis na presenga de um campo magnético externo, (tí) Calcule 
o fator g de Landé para o estado 2 Py 2 e mostré que existem seis energías diferentes para as transigóes 2 P 3/2 —> 2 S\ /2 na presenga 
de um campo magnético externo. 

7-72. (a) Mostré que a fungáo 


t\¡ = A—e r/ 2 íí(l cos(J 

a Q 

em que A é urna constante e a 0 é o raio de Bohr é urna solugáo da Equagáo 7-9. (tí) Determine o valor da constante A. 

NÍVEL III 

7-73. Considere um átomo semelhante ao do hidrogénio no qual o elétron é substituido por urna partícula K . A partícula K tem 
spin 0 e, portanto, náo possui momento magnético; assim, o único momento magnético desse átomo é o momento angular 
orbital, dado pela Equagáo 7-41. Se esse átomo for submetido a um campo magnético B z = 1,0 T, (a) como seráo afetados os 
níveis Is e 2 pl (tí) Em quantas linhas será desdobrada a linha correspondente á transigáo 2 p —» \sl (c) Qual será a distáncia 
relativa AX/X entre linhas vizinhas? (Veja o Problema 7-59.) A massa da partícula K é 493,7 MeV/c 2 . 

7-74. Ignorando os efeitos relativísticos, a camada n = 3 dos átomos de um elétron possui cinco níveis de energía, 
correspondentes aos estados 3 2 *Si /2 , 3 2 E > i / 2 , 3 2 P 3/2 , 3 2 D 3/2 e 3 2 D 5/2 . Determine os desdobramentos causados pela interagáo spin- 
órbita nos níveis 3 P e 3 D do hidrogénio. 

7-75. No efeito Zeeman anómalo, o campo magnético externo é muito menor que o campo interno a que o elétron está 
submetido devido ao movimento orbital. No modelo vetorial (Figura 7-29), os vetores L e S precessam rápidamente em tomo 
de J por causa do campo intemo e J precessa lentamente em tomo do campo externo. Para determinar o desdobramento dos 
níveis de energía, é preciso calcular primeiro a componente do momento magnético na diregáo de J, |i/, e depois a componente 
p z na diregáo de B. (a) Mostré que a componente \ij= p • JIJ pode ser escrita na forma 

M.J - + 2S 2 + 3S-L) 

(tí) A partir da identidade J 2 = (L + S) (L + S) mostré que S L = (J 2 - L 2 - S 2 )/!. (c) Combine os resultados dos itens (a) e (tí) 
para obter a relagáo 


^ “ 


^ + * - *> 


(¿/) Multiplique o resultado por JJJ para obter a seguinte relagáo: 


ih ~ 1 + 


J 2 -t 5* - L a V. 

2J- 


7-76. Se o momento angular do núcleo de um átomo é I e o dos elétrons é J, o momento angular total do átomo é F = I + J e, 
portanto, o número quántico/correspondente ao momento angular total varia de / + J a \I~ J\. Mostré que o número de valores 
possíveis de/é 21+ 1 se /< Je 2J + 1 se J< I. (Se nao conseguir encontrar urna pro va geral, repita a demonstragáo para vários 
casos especiáis, até se convencer de que as expressóes sao válidas em todos os casos.) (A interagáo do momento magnético do 
núcleo com o momento magnético dos elétrons produz um pequeño desdobramento das linhas espectrais, conhecido como 
desdobramento hiperfmo. Se /< J, a contagem do número de linhas permite determinar o valor de /.) 

7-77. Como o próton possui um spin e um momento magnético, o estado fundamental do átomo de hidrogénio apresenta um 
pequeño desdobramento, conhecido como desdobramento hiperfmo (veja o Problema 7-76). Este desdobramento pode ser 
imaginado como causado pela interagáo do momento magnético do elétron com o campo magnético produzido pelo momento 
magnético do próton ou vice-versa. O momento magnético do próton é paralelo ao spin e tem um valor de aproximadamente 
2,8^, em que [i N = eh/2m p é o chamado magnéton nuclear. (< a ) O campo magnético a urna distancia r de um momento 
magnético varia com o ángulo, mas é da ordem de 2 k m \i/r 3 , para a qual k m = 10“ 7 em unidades do SI. Determine o valor de B a 
urna distancia r = a 0 do núcleo, supondo que p = 2,8^. ( b ) Estime a energía de desdobramento hiperfmo AE ~ 2 [í b B, para a qual 
\i B é o magnéton de Bohr e B é o valor do campo magnético obtido no item (a), (c) Estime o comprimento de onda da radiagáo 
emitida quando um átomo de hidrogénio sofre urna transigáo do tipo “spin flip” entre os níveis hiperfínos do estado 
fundamental. (O valor estimado é maior do que o valor experimental, 21,22 cm, porque <r -3 > é bem menor do que a 0 3 , o que 
reduz o valor de AE. Os átomos de hidrogénio do espago interestelar emitem este tipo de radiagáo, que é um dos mais estudados 
pelos radioastrónomos.) 




*Ou seja, Estreitas, Principáis, Difusas e Fundamentáis, 
respectivamente. (N.T.) 

*Do inglés quantum dectro*/ynamics. (N.T.) 


Física Estatística 


8-1 Estatística Clássica: Urna Revisáo 

8-2 Estatística Quántica 

8-3 A Condensagáo de Bose-Einstein 

8-4 O Gás de Fótons: Urna Aplicagáo da Estatística de Bose-Einstein 
8-5 Propriedades de um Gás de Férmions 


O mundo que experimentamos através dos sentidos é constituido por objetos macroscópicos , ou seja, sistemas muito maiores 
que as dimensóes atómicas e que, por isso mesmo, contém um grande número de átomos. Quando tentamos descrever as 
propriedades desses objetos a partir do comportamento dos átomos, encontramos grandes difículdades. Classicamente, o 
comportamento de qualquer sistema macroscópico pode, em principio, ser analisado com detalhes a partir da solugáo das 
equagóes de movimento das partículas que o compóem e do conhecimento do estado de movimento das partículas em um 
determinado instante; na prática, porém, esta abordagem é totalmente inviável. Considere, por exemplo, como seria difícil 
estudar as propriedades de um litro de um gás ñas CNTPs resolvendo simultáneamente as equagóes de movimento das 10 22 
moléculas que a amostra contém. Felizmente, podemos estimar os valores de muitas propriedades mensuráveis de um sistema 
macroscópico sem necessidade de estudar os movimentos de cada partícula. Para conseguir esse feito notável, aplicamos 
principios gerais da física, como as leis de conservagáo da energia e do momento, a conjuntos formados por um grande número 
de partículas, ignorando os movimentos individuáis dessas partículas, e determinamos o comportamento provável do sistema a 
partir de consideragóes estatísticas . A seguir, langamos máo do fato de que existe urna relagáo entre o comportamento previsto e 
as propriedades mensuráveis do sistema. Esta forma de estudar o comportamento de sistemas macroscópicos é conhecida como 
mecánica estatística e normalmente surte bons resultados apenas se o sistema contém um número suficiente de partículas para 
que a teoría estatística clássica possa ser empregada. 1 

Neste capítulo, vamos discutir o uso desta abordagem estatística para determinar de que forma a energia 
disponível se distribuí pelas partículas de um sistema quántico. O leitor provavelmente já ouviu falar da teoría 
cinética dos gases, a primeira aplicagáo bem-sucedida da mecánica estatística a um problema prático. Como as 
hipóteses, definigóes e resultados da teoría cinética dos gases servem de modelo para a resolugáo de muitos outros 
problemas de mecánica estatística, apresentamos urna breve discussáo da teoría cinética dos gases em urna Revisáo 
de Conceitos Clássicos, disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet. Em um sistema isolado de 
partículas em equilibrio térmico, as partículas estáo constantemente trocando energia e, em consequéncia, a energia de urna 
partícula em um determinado instante pode ser maior ou menor que a energia média por partícula. De acordo com a mecánica 
estatística clássica, os valores de energia assumidos por urna determinada partícula ao longo do tempo e os valores de energia 
assumidos por todas as partículas do sistema em um determinado instante obedecem a urna distribuigáo estatística conhecida 
como distribuigáo de Boltzmann. Na primeira segáo deste capítulo, vamos rever os conceitos principáis da física estatística 
clássica e mencionar alguns dos maiores sucessos e fracassos dessa teoría. Em seguida, veremos quais sáo as modificagóes que 
devem ser introduzidas na distribuigáo de Boltzmann para levar em conta as propriedades quánticas das partículas, obtendo no 
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processo a distribuigáo de Fermi-Dirac , que se aplica a sistemas quánticos constituidos por partículas com fungóes de onda 
antissimétricas, como os elétrons, e a distribuigáo de Bose-Einstein , que se aplica a sistemas quánticos constituidos por 
partículas com fungóes de onda simétricas, como os átomos de hélio. Finalmente, vamos aplicar as distribuigóes quánticas a 
vários sistemas concretos, comparar as previsóes com os resultados experimentáis e discutir fenómenos importantes, como a 
superfluidez e o calor específico dos sólidos. 

8-1 Estatística Clássica: Urna Revisáo 

Um dos objetivos principáis da física estatística, clássica ou quántica, é determinar de que forma urna quantidade fixa de energia 
se distribuí entre as partículas que compóem um sistema, pois, a partir dessa informagáo, é possível calcular muitas das 
propriedades mensuráveis do sistema. Classicamente, um sistema é formado por um conjunto de partículas iguais, mas distintas. 
Em outras palavras, as partículas sao todas exatamente iguais, mas, em principio, podem ser acompanhadas individualmente 
durante as interagóes. Boltzmann 2 propós urna fungáo de distribuigáo que permite calcular o número provável de partículas que 
ocuparáo os estados de energia disponíveis de um sistema clássico constituido por um número muito grande de partículas iguais 
em equilibrio térmico. 

A Distribuigáo de Boltzmann 

A distribuigáo de Boltzmann f B (E ), que é considerada a fungáo de distribuigáo mais importante da física estatística clássica, é 
dada pela seguinte equagáo: 


/*(£) = Aé-W 7 8-1 

na qual A é urna constante de normalizagáo cujo valor depende do sistema que está sendo estudado, e~ E/kT é chamado de fator de 
Boltzmann , Qké a constante de Boltzmann : 

k = 1,381 X 10" 23 J/K = 8,617 X lO^eV/K 

Os cálculos de Boltzmann tinham por objetivo investigar as propriedades de urna fungáo de distribuigáo das 
velocidades das moléculas de um gás em equilibrio térmico que tinha sido obtida por Maxwell alguns anos antes e 
mostrar que a distribuigáo de velocidades em um gás fora do equilibrio térmico tendía, com o passar do tempo, 
para a distribuigáo de Maxwell. A demonstragáo original de Boltzmann é excessivamente complexa para ser 
reproduzida neste livro; na Revisáo de Conceitos Clássicos, disponível no site da LTC Editora para este livro na 
Internet, apresentamos urna demonstragáo numérica simplificada e mostramos em seguida, através de um argumento 
matemático, que a forma obtida é exata e a única possível. Aqui, vamos ilustrar a aplicagáo da distribuigáo de Boltzmann com 
alguns exemplos, estabelecendo assim urna base para comparamos a distribuigáo clássica com as distribuigóes quánticas na 
Segáo 8-2. 

O número de partículas de energia E é dado por 

n(E) = g(E)f B (E) = Ag(E)*-v lT 8-2 

na qual g(E) é o peso estatístico (degeneragáo) do estado de energia E. Classicamente, E e n(E) sao fungóes continuas (veja a 
Figura 8-1). Em consequéncia, g(E) e fs(E) também sao fungóes continuas. A fungáo de peso (ou degeneragáo) g(E) da Equagáo 
8-2 é conhecida como densidade de estados , já que g{E)dE é o número de estados com energías entre E q E + dE. Os dois 
exemplos a seguir ilustram o uso da distribuigáo de Boltzmann e mostram que os resultados explicam os resultados 
experimentáis obtidos em dois sistemas bem diferentes. 
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FIGURA 8-1 n(E) em fungáo de E para os dados da Tabela 1 da Revisáo de Conceitos Clássicos 7. A curva continua é a exponencial 
n{E) = Be~ EIEc , onde as constantes B e E c foram ajustadas para a melhor concordancia possível com os pontos da tabela. 


EXEMPLO 8-1 


_A Lei das Atmosferas Considere um gás ideal em um campo gravitacional uniforme. ( a ) Calcule a massa 

específica do gás em func^ao da altitude. (b) Supondo que o ar se comporta como um gás ideal de massa molecular 28,6, determine a 
massa específica do ar 1 km acima do nivel do mar, a urna temperatura de 300 K. (A massa específica do ar a 300 K ao nivel do mar é 
1,292 kg/m 3 .) 


SOLUQÁO 

(a) Suponha que a for^a da gravidade está orientada no sentido negativo do eixo z e considere urna coluna de gás cuja área da setpáo 
reta é A. A energía de urna molécula do gás é dada por 


E = 


7 2 

Px Py 

+ — + 
2ijí 2jjj 


+ mgz = — + mgz 

¿IJl ¿W 


na qual p 1 =p 2 x + p 2 y + p 2 z e mgz é a energía potencial de urna molécula a urna altitude z. A massa específica p do gás é 
proporcional a f B \ como p também é proporcional aiV,o número de moléculas por unidade de volume a urna altitude z,eiVé 
proporcional a f B . 


De acordo com a Equapáo 8-1, temos: 


/g - Ae -y/2mkT g -mgz/kT 

Como estamos interessados apenas na variaqáo com z, podemos integrar a expressáo de f B em relaqáo as variáveis p X9 p y e p z . 
A integrapáo leva a urna nova constante de normalizaqáo A\ ou seja, o resultado equivale a ignorar essas variáveis. A fraqáo 
de moléculas entrezez + áé, portanto, 

f B {l)dz - A'e~ m ^ kT dz 8-Jt 

e a massa específica diminuí exponencialmente com a altitude. Este resultado é conhecido como lei das atmosferas. A 
constante A’ pode ser obtida a partir da condiqáo de normalizaqáo j^~ — 1; ° resultado é A f = mg/kT. 

(b) A razáo entre a massa específica em z = 1000 mea massa específica em z = 0 m é igual a^(1000)//s(0), na qual f B (z) é dada pela 
Equa 9 áo 8-3. Assim, temos: 


p( 1000) _ f B ( 1000) 
P(0) “ ACO) 


_-mí!(IOOO)/*(300} 

£_ = I000)/*(300> 


Fazendo m = 28,6 x 1,67 x 10 27 kg e g = 9,8 m/s 2 , temos: 


p(LOOO) = p(0>"° Jl3 - 1,292 X 0,H93 = 1,154kg/m 3 











EXEMPLO 8-2 


_| Átomos de H no Primeiro Estado Excitado O primeiro estado excitado do átomo de hidrogénio, E 2 , está 

10,2 eV acima do estado fundamental, E\. Qual é a razáo entre o número de átomos no primeiro estado excitado e o número de 
átomos no estado fundamental (a) á temperatura ambiente, T= 300 K; ( b ) á temperatura da superficie do Sol, T= 5.800 K? 


SOLUQÁO 

1. O número de átomos em um estado de energia E é dado pela Equagáo 8-2: 


n(E) = g(E)f e (E) = Ag(E) e ~““ 

2. A razáo entre o número de átomos no primeiro estado excitado e o número de átomos no estado fundamental é, portanto, 


n 2 


Ag 2 e~ £l/iT 

Ag v e~ E ^ T 


^l e -lE 1 -E l )/kT 


3. O peso estatístico (ou degenerado) do estado gi, levando em conta o spin, é 2; a degenerado do primeiro estado excitado, g 2 , é 8 
(um estado com l = 0 e tres estados com l = 1, ambos com dois estados de spin). Assim, temos: 


e 


g± = H 

$ i 2 


4 


_ ^-{E.-E^kT 

«] 

4. ( a ) Para T= 300 K, kT ~ 0,026 eV. Fazendo E 2 ~ E\ = 10,2 eV e kT= 0,026 na equado obtida no item 3, obtemos: 

= 4¿ -(lO,2)/(O.Oas) = _ jQ-ITI _ q 

n | 

5. (b) Para T= 5.800 K, kT ~ 0,5. Fazendo E 2 - E\ = 10,2 eV ekT= 0,500 na equagáo obtida no item 3, obtemos: 

= 4 ¿J -( I0j)/(0,500> _ 4 e -w¿ 

«i 

- - JO - 3 

Observagáo: O resultado obtido no item 4 mostra que, devido á grande diferenqa de energia entre os dois estados em 
comparagáo com a energia térmica kT, existem muito poucos átomos no primeiro estado excitado. O número de átomos nos outros 
estados excitados é ainda menor, o que explica por que o hidrogénio á temperatura ambiente nao emite radiagáo. Na superficie do 
Sol (item 5), aproximadamente 10 15 átomos em cada mol de hidrogénio atómico se encontram no primeiro estado excitado. 



Leitura Suplemental-1 

Para poder discutir as propriedades de sistemas que contém um grande número de partículas, é preciso 
definir com rigor os conceitos de temperatura e entropía. Este é o tema da Leitura Suplementar 
Temperatura e Entropía , no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as 
Equagoes 8-4 a, 8-4ú, 8-4c e 8-4 d. 


Distribuigáo de Maxwell de Velocidades das Moléculas 

É possível deduzir muitas propriedades das substancias, tanto no estado gasoso como nos estados líquido e sólido, 
a partir de consideragóes estatísticas como as que envolvem a distribuigáo de Boltzmann. Vamos nos limitar a 
discutir duas propriedades importantes, comegando pela distribuigáo das velocidades escalares das moléculas de 
um gás. Maxwell calculou a distribuigáo das velocidades das moléculas de um gás em 1859, ou seja, cinco anos 
8 antes de Boltzmann deduzir a Equagáo 8-1. Como no caso da distribuigáo de Boltzmann, vamos complementar os 
resultados e aplicagóes apresentados no livro com textos de Revisáo de Conceitos Clássicos disponíveis no site da 
LTC Editora para este livro na Internet. Maxwell chegou á fungáo densidade de probabilidade da distribuigáo de velocidades, 


















F(v X9 v y , v z ), que também pode ser usada para obter a distribuido de velocidades escalares, supondo que as componentes v X9 v y e 
v z da velocidade eram independentes e que, portanto, a probabilidade de que a velocidade de urna molécula tivesse componentes 
v X9 v y e v z era igual ao produto das probabilidades isoladas de que as componentes da velocidade fossem v X9 v y e v z . Maxwell 
também supós que a distribuigáo era fungáo apenas da velocidade escalar, isto é, que as componentes da velocidade apareciam 
apenas na expressáo v 2 x + v 2 y + v 2 z . Assim, ele escreveu para a fungao densidade de probabilidade da distribuigao de velocidades 
da componente v x urna expressáo da forma 

f(v x ) = Ce~™' /2kT 8-5 


na qual f[v x ) é a fungao densidade de probabilidade da distribuigao de v X9 ou seja, f[v x )dv x é a fragáo do número total de 
moléculas cuja componente x da velocidade está entre v x qv x + dv x ? Expressóes semelhantes podem ser escritas para f[v y ) e/¡V z ); 
a constante C é determinada pela condigáo de normalizagáo. A densidade de probabilidade da distribuigáo de velocidades 
completa e normalizada é 


F( v# v v , v.) = /(v r )/(v )/{v,) 




A utilidade das fungóes de distribuigáo está no fato de que permitem calcular os valores médios ou valores 
esperados de grandezas físicas, ou seja, permitem fazer previsóes quanto ás propriedades dos sistemas 
macroscópicos. Assim, por exemplo, a observagáo na Figura 8-2 de que o valor médio de v x é zero pode ser 
confirmada calculando (v x ) da seguinte forma: 

/ +üü /■ +<M / \l/2 

y,ñy.)*>,= j y\^¡) e"""'''™*, 8-7 

Fazendo X = m!2kT\ obtemos: 



M = (V^) 


/ V 

*r —no 


■XkT 





De acordo com a Tabela Bl-1, o valor da integral é zero e, portanto, (v x ) = 0, como era esperado. 

A fungáo de distribuigáo de velocidades escalares das moléculas de um gás ideal clássico pode ser obtida a 
partir da Equagáo 8-6 fazendo v 2 x + v 2 ^ + v 2 z . = v 2 e multiplicando F pelo elemento de volume de urna casca 
esférica entre v de v + ¿/v e pelo número N de moléculas por unidade de volume. O resultado é a conhecida 
distribuigáo de Maxwell de velocidades das moléculas : 



FIGURA 8-2 Fungáo distribuigáo f[v x ) para a componente x da velocidade. A fungáo é urna curva gaussiana simétrica em relagáo á 
origem. 


n { v)dv = 4ttí , V[ 


m 


,W 


2i TkT, 


v 2 e -„>WT dv 


8-8 


Um dos métodos usados para separar o 235 U do isótopo 238 U, muito mais abundante, consiste em primeiro reagir o 
uranio metálico com flúor para formar o composto UF 6 , um sólido que passa diretamente para o estado gasoso a urna 
temperatura relativamente baixa (56,5 °C). Como as moléculas de 235 UF 6 e as moléculas de 238 UF 6 estáo em equilibrio 
térmico e, portanto, possuem a mesma energía cinética média, o gás de 235 UF 6 se difunde através de urna membrana 
um pouco mais depressa que o gás de 238 UF 6 . Depois de vários estágios de difusáo, a concentragáo de 235 U atinge 













valores suficientes para que o uranio possa ser usado com combustível em reatores nucleares (veja o Capítulo 11). 

A distribuigáo de velocidades da Equagáo 8-8 está representada gráficamente na Figura 8-3. A velocidade mais provável v m9 a 
velocidade média (v) e a velocidade média quadrática v rms estáo indicadas na figura. Embora a fungáo densidade de 
probabilidade da distribuigáo de velocidades F(v X9 v y9 v z ) seja máxima na origem (veja a Equagáo 8-6 e as Figuras 8-4 e 8-5), a 
fungáo de distribuigáo de velocidades escalares, n(y) 9 tende a zero para v —> 0 porque n(y) é proporcional ao volume da casca 

esférica, 4nv 2 dv , que tende a zero para v —> 0.* Em velocidades muito altas, a fungáo de distribuigáo da velocidade escalar 

2 

também tende a zero por causa do fator exponencial e~ mv l2kt . 

A velocidade mais provável v m é aquela para a qual a fungáo n(v) é máxima. Fica a cargo do leitor (Problema 8-9) mostrar 
que a velocidade mais provável é dada por 



FIGURA 8-3 Distribuigáo de velocidades de Maxwell, n(y). A velocidade mais provável v m , a velocidade média (v) e a velocidade média 
quadrática estáo indicadas na figura. 
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A velocidade média (v) será calculada no Exemplo 8-3. 


8-9 





FIGURA 8-4 Vetores velocidade no espago de velocidades. A fungáo distribuigáo de velocidade fomece a fragáo de velocidades 
moleculares cujos vetores terminam em um elemento de volume dv x dv y dv z . 















FIGURA 8-5 Representagáo bidimensional da densidade de probabilidade da distribuigáo de velocidades no espago de velocidades. A 
velocidade de urna molécula com componentes v X9 v y , v z é representada por um ponto no espago de velocidades. A fungáo densidade de 
probabilidade da distribuigáo de velocidades é a densidade de pontos neste espago. A densidade é máxima na origem. Para determinar a 
distribuigáo de velocidades, é preciso multiplicar a densidade pelo volume de urna casca esférica de raio v, 4nv 2 dv. [Este gráfico gerado 
em computador é cortesía de Paul Doherty, The Exploratorium.] 


EXEMPLO 8-3 


_Velocidade Média das Moléculas de N 2 Determine a velocidade média (v) da distribuigáo de Maxwell e 

use o resultado para calcular a velocidade média das moléculas de nitrogénio a 300 K. A massa da molécula de N 2 é 4,68 x 10 -26 kg. 

SOLUQÁO 

1. A velocidade média (v) pode ser obtida multiplicando a distribuigáo de velocidades escalares (Equagáo 8-8) por v, integrando para 
todas as velocidades possíveis e dividindo por A, o número total de moléculas: 


{ 


1 f W f f: * 

v| -al * 


vh^'dv 


em que A = 4n(m/2kT) 312 qX = m/lkT. 
2. Esta equagáo pode ser escrita na forma 


em que 


M =a / 3 


= L' 




3. Usando a Tabela Bl-1 para calcular o valor de temos: 

{v) - A\~ 2 /2 


= m \W2WV 

2 \2TTkTj \ m ) 
= (MTVl 2 

V wf / 


8-10 


4. Podemos usar a Equagáo 8-10 para calcular a velocidade média das moléculas de nitrogénio a 300 K. Fazendo k= 1,38 x 10 23 J/K, 
T= 300 K e m = 4,68 x 10 -26 kg, obtemos: 







(O = 


& X 1,38 x l(r í3 x 3 ü 0 


tt X 4„68 X 10 


-26 


]/2 


= 475 m/s 
= 1700 km/h 



Como se pode ver na Figura 8-3, a velocidade média é aproximadamente 8% menor que v rms = (3kT/m) m . A 
velocidade média quadrática pode ser calculada a partir da distribuigáo de velocidades escalares (usando o mesmo 
método do Exemplo 8-3) ou, como na Revisáo de Conceitos Clássicos 18, aplicando o teorema da equipartigáo. A 
Figura 8-6, um gráfico da Equagáo 8-8 para moléculas de H 2 e 0 2 a 300 K, ilustra o efeito da massa sobre a 
distribuigáo de velocidades. 
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FIGURA 8-6 Gráfico de n(v)/N em fungáo de v (Equagáo 8-8) para moléculas de 0 2 e H 2 a urna temperatura de 300 K. 

A evaporagáo é um processo que provoca resfriamento, mesmo em temperaturas muito baixas! Para formar um 
condensado de Bose-Einstein, urna amostra a urna temperatura da ordem de 1 mK é resfriada aínda mais, permitindo 
que os átomos da “cauda” da alta energía da distribuigáo de Maxwell “vazem” para fora da amostra, o que resulta na 
perda de energía cinética (e consequente resfriamento) da amostra. (Veja a Segáo 8-3.) 


A distribuigáo de velocidades de Maxwell foi sobejamente comprovada pelos resultados experimentáis, de modo que náo 
existe muito interesse em realizar novas medidas. Urna das verificagóes mais recentes, a de R. C. Miller e P. Kusch, ilustrada 
ñas Figuras 8-7 e 8-8, pode ser usada para medir outras distribuigóes de velocidades; urna variante do método é empregada, por 
exemplo, para medir a distribuigáo de velocidades em feixes moleculares produzidos por bocais e tubeiras. 


Exercício 


1. Qual é a razáo entre as velocidades médias quadráticas das moléculas de hidrogénio e oxigénio á temperatura ambiente? 
















FIGURA 8-7 Diagrama esquemático do equipamento usado por Miller e Kusch para medir a distribuyo de velocidades de moléculas. O 
cilindro possui, na realidade, 720 fendas helicoidais como a que aparece na figura. Para urna dada velocidade angular oo, apenas as 
moléculas com urna certa velocidade conseguem chegar ao detector. A fenda reta é usada para calibrar o instrumento. [ Fonte : R. C. Miller 
e P. Kusch, Physical Review , 99, 1314 (1955).] 
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FIGURA 8-8 Resultados experimentáis obtidos por Miller e Kusch para a distribuigáo de velocidade de átomos de tálio ejetados de um 
fomo a 870 K. Os dados foram corrigidos de modo a refletirem a distribuigáo no interior do fomo, já que as moléculas mais velozes 
tendem a escapar do fomo com maior frequéncia, o que distorce ligeiramente a distribuigáo. O valor experimental dev m a870Ké376 
m/s. A curva continua é a prevista pela distribuigáo de Maxwell. [Fonte: R. C. Miller e P. Kusch, Physical Review , 99, 1314 (1955).] 
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Distribuigáo de Maxwell de Energías Cinéticas 

A distribuigáo das energías cinéticas de translagáo e a energía cinética média das moléculas podem ser obtidas a 
partir da Equagáo 8-8, mas também podem ser calculadas usando a distribuigáo de Boltzmann. Como v 2 = 2Elm e 
dv = (2 mEy ll2 dE, temos: 


£(E)í1E - 4ttC (2Ef rn) (2 mE)~ l/J dE 8-11 






















8-12 



7,8,9 

Substituindo a Equa 9 ao 8-11 na Equa?ao 8-2, obtemos: 


n (E) dE = 4 ttA ' {2 ¡m l ) l/2 E l/2 e E/kT dE 

A constante A' pode ser determinada a partir da condi?ao de que f^tt (f) dE — AA o número total de partículas. 
Substituindo o resultado, 4 A f = N(m/2nkT ) 3/2 , na Equagáo 8-12, obtemos a distribuigáo de Maxwell de energías cinéticas'. 

fí{F)dF. = — F^ 2 é~ E/er dF 8-13 

A Figura 8-9 mostra o gráfico da distribuigáo de Maxwell de energías cinéticas em fungáo de kT. A energia cinética média pode 
ser determinada da mesma forma que a velocidade média, multiplicando a distribuigáo por E (a grandeza cuja média se deseja 
calcular), integrando o resultado 4 para todos os valores possíveis de E (de E = 0 a E = oo) e dividindo por A, o número total de 
moléculas: 


1 

{E)=—j En(E)dE 


2nr 

(irJtT) 3 ^ 



E i/2 e -Eftr dE = 



8-14 



FIGURA 8-9 Distribuigáo de Maxwell de energías cinéticas das moléculas de um gás ideal. A energia média é (E) = 3£772. 


EXEMPLO 8-4 


_Escape de H 2 da Atmosfera da Terra Urna regra de bolso usada pelos astrofísicos é a de que um gás leva 

10 8 anos para escapar da atmosfera de um planeta se a velocidade média das moléculas é um sexto da velocidade de escape. 
Determine a velocidade média de urna molécula de hidrogénio a partir da energia cinética média e mostré que a ausencia de 
hidrogénio na atmosfera da Terra é coerente com o fato de que a Terra se formou há mais de 10 8 anos. (A massa de urna molécula de 
H 2 é 3,34 x 1(T 27 kg.) 


SOLUQÁO 

A velocidade de escape na base da atmosfera, isto é, ao nivel do mar, é 11,2 km/s. Supondo que T= 300 K, a energia média de urna 
molécula de hidrogénio (ou de qualquer outra molécula, já que {E) náo depende da massa) é dada por 


Assim, 





3 X l t 38 X IO" 23 X 300 

”2” 


= 6,21 X 10" 2l J 


No caso das moléculas de hidrogénio, 


= 6,21 X l(r 21 J 











e, portanto, 



2 X 6,21 X 1Q~ 21 
3,34 X KT 27 


3,72 X 10 6 


= 1,93 km/s 

Observagáo: Como v > v esc /6 = 1,86 km/s, a ausencia de hidrogénio na atmosfera da Terra é coerente com o fato de que a Terra 
se formou há mais de 10 8 anos. 


Exercícios 

2. Qual é a razao entre a energía cinética média das moléculas de He e a energía cinética média das moléculas de Kr á mesma 
temperatura? 

3. As moléculas de H 2 podem escapar com tanta facilidade do campo gravitacional da Terra que nao existe hidrogénio na 
atmosfera terrestre (veja o Exemplo 8-4). Entretanto, a velocidade média das moléculas de H 2 ñas temperaturas 
encontradas na atmosfera é muito menor que a velocidade de escape. Como conciliar os dois fatos? 

4. Por que nao é razoável supor que todas as moléculas de um gás tém a mesma velocidade? 

Calor Específico dos Gases e Sólidos 

Urna segunda propriedade importante dos sistemas clássicos que pode deduzida a partir da distribuigáo de Boltzmann é o 
chamado teorema da equipartigáo , aplicável a gases e sólidos, cujo enunciado é o seguinte: 

Em equilibrio, cada grau de liberdade contribuí com kT/2 para a energía média por molécula. 

Grau de liberdade é urna coordenada ou componente da velocidade que aparece elevada ao quadrado na expressao da energia 
total de urna molécula. Assim, por exemplo, o oscilador harmónico unidimensional possui dois graus de liberdade, x e v X9 
enquanto urna molécula de um gás monoatómico possui tres graus de liberdade, v X9 v y e v z . 



Leitura Suplemental-1 

Nao é obvio que a contribuigáo para a energia média por molécula seja a mesma para cada grau de 
liberdade de um gás ou de um sólido. Este fato é demonstrado para um caso particular, o do oscilador 
harmónico, na Leitura Suplementar Demonstragáo do Teorema da Equipartigáo para um Caso Particular , 
disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equagóes 8-15 
a 8-23. 


Calor Específico dos Gases 

O teorema da equipartigáo permitiu prever com sucesso o valor do calor específico de muitos gases e sólidos, mas também 
levou a alguns fracassos notáveis. Considere, por exemplo, urna molécula diatómica rígida (Figura 8-10a) capaz de sofrer 
movimentos de translagáo ao longo dos eixos ijeze movimentos de rotagáo em torno dos eixos x' e y\ que passam pelo 
centro de massa e sao perpendiculares ao eixo z' 9 que coincide com a reta que liga os dois átomos. 5 A energia da molécula é 
dada por 


E = 



I i 2 

2^- rü V 


em que I x > e I y < e sao os momentos de inércia em relagáo aos eixos x' e /. Como esta molécula tem 5 graus de liberdade, 3 de 
translagáo e 2 de rotagáo, o teorema da equipartigáo prevé urna energia média de 5kT/2 por molécula. A energia por mol, U 9 é, 
portanto, 5N A kT/2 = 5RT/2 e o calor específico molar a volume constante C v = Q¡UI^T) V é 5R/2. A observagáo de que C v é 
aproximadamente igual a 5R/2 para o nitrogénio e o oxigénio levou Clausius a especular (por volta de 1880) que os dois gases 
devem ser compostos por moléculas diatómicas capazes de girar em tomo de dois eixos, além de sofrer translagóes. (Veja a 
Tabela 8-1.) 









Se urna molécula diatómica nao é rígida, os átomos podem vibrar ao longo do eixo da molécula (Figura 8-106). Nesse caso, 
além das energías de translagáo e rotagáo, pode existir a energia de vibragáo. A vibragáo, um movimento harmónico simples, 
acrescenta dois graus de liberdade á expressáo da energia, um relacionado á energia potencial e outro á energia cinética. No 
caso de urna molécula diatómica capaz de sofrer movimentos de translagáo, rotagáo e vibragáo, o teorema da equipartigáo 
prevé, portanto, um calor específico molar igual a (3 + 2 + 2) R/2 = 1RJ2. Entretanto, os valores experimentáis de C v para 
moléculas diatómicas (veja a Tabela 8-1) náo mostram a contribuigáo dos graus de liberdade associados ás vibragóes. O 
teorema de equipartigáo náo oferece nenhuma explicagáo para a ausencia desses modos. 




FIGURA 8-10 (a) Modelo do haltere rígido para a molécula de um gás diatómico. A molécula está sujeita a translagoes ao longo dos 
eixos x, y e z e a rotagóes em tomo dos eixos x' e y\ que passam pelo centro de massa. Se as esferas sáo perfeitas ou pontuais, rotagóes em 
tomo do eixo z f podem ser desprezadas. (6) Modelo do haltere náo rígido para a molécula de um gás diatómico que incluí translagoes, 
rotagóes e vibragóes. 

A Tabela 8-1 mostra os valores experimentáis de Capara vários gases diatómicos. Para todos esses gases, exceto o Cl 2 , os 
resultados sáo compatíveis com as previsóes do teorema da equipartigáo para urna molécula rígida. O valor para o Cl 2 está entre 
o valor para urna molécula rígida e o valor para urna molécula capaz de vibrar ao longo de urna diregáo. A situagáo para 
moléculas com tres ou mais átomos, várias das quais aparecem na Tabela 8-1, é mais complicada e náo será discutida aquí. 


Tabela 8-1 Cyde alguns gases a 15 °C e 1 atm 

Gás 

C v (cal/mol-grau) 

C V IR 

Ar 

2,98 

1,50 

He 

2,98 

1,50 

CO 

4,94 

2,49 

h 2 

4,87 

2,45 

HCI 

5,11 

2,57 

n 2 

4,93 

2,49 

NO 

5,00 

2,51 

o 2 

5,04 

2,54 

Cl 2 

5,93 

2,98 

O 

O 

hO 

6,75 

3,40 

cs 2 

9,77 

4,92 










h 2 s 

6,08 

3,06 

n 2 o 

6,81 

3,42 

so 2 

7,49 

3,76 


R = 1,987 cal/mol-grau 


Fonte : J. R. Partington e W. G. Shilling, The Specific Heats of Gases (London: Ernest Benn, Ltd., 1924). 

Como o teorema da equipartigáo, combinado com o modelo das moléculas como sistemas de átomos pontuais mantidos a 
distancias fixas, era capaz de prever corretamente o valor do calor específico para a maioria das moléculas diatómicas, os 
cientistas tinham dificuldade para compreender por que as previsóes nao funcionavam em todos os casos. Por que apenas 
algumas moléculas diatómicas estariam sujeitas a vibragóes? Como os átomos possuem dimensóes finitas, o momento de 
inércia em relagáo ao eixo da molécula, embora pequeño, nao pode ser nulo, de modo que devem existir tres graus de liberdade 
associados aos movimentos de rotagáo, em vez de apenas dois. Na ausencia de vibragóes, C v deveria ser, portanto, da ordem de 
6R/2 = 3 R. Isso é verdade para o Cl 2 , mas nao para outros gases diatómicos. Além disso, por causa das dimensóes finitas dos 
átomos, as moléculas dos gases monoatómicos deveriam ter tres graus de liberdade associados a rotagóes e C v deveria ser 
também da ordem de 3 R, mas o valor experimental é 1,5 R. Como a energía média depende apenas do número de graus de 
liberdade, o tamanho dos átomos nao deveria ser importante, contanto que nao se comportassem como pontos ideáis. Além de 
todos esses problemas, foi observado experimentalmente que, ao contrário do que prevé o teorema da equipartigáo, o calor 
específico molar varia com a temperatura. O caso mais gritante é o do H 2 (Figura 8-11). É como se em temperaturas muito 
baixas, menores que 60 K, o H 2 se comportasse como urna molécula monoatómica e nao estivesse sujeito a rotagóes. Com o 
aumento da temperatura, a molécula parece sofrer urna transigáo e, entre 200 e 700 K, C v permanece constante com o valor de 
2 ,5R, com o H 2 se comportando como urna molécula rígida sujeita a rotagóes. Acima de 700 K, C v volta a aumentar, indicando 
que os movimentos de vibragáo comegam a aparecer, mas a molécula se dissocia antes que C v atinja o valor de 3 ,5R. Outros 
gases diatómicos apresentam um comportamento semelhante, exceto pelo fato de que, em baixas temperaturas, passam para a 
fase líquida antes que C v atinja o valor de 1 ,5R. O teorema da equipartigáo nao é capaz de explicar essas anomalías porque se 
baseia na mecánica clássica; como vamos ver em seguida, para explicar perfeitamente o comportamento de sistemas 
constituidos por pequeñas partículas, como átomos e moléculas, é preciso recorrer á mecánica quántica. 



FIGURA 8-11 Variagáo com a temperatura do calor específico molar da molécula de hidrogénio. Entre 200 e 700 K, o valor de C v é 
5R/2, como prevé o modelo do haltere rígido. Em baixas temperaturas, o valor de Cy diminuí para 3R/2, como se a molécula náo pudesse 
mais girar. Em altas temperaturas, Cy parece tender para 1R/2, como se a molécula comegasse também a vibrar, mas a molécula se 
dissocia antes que um novo patamar seja atingido. 

Calor Específico dos Sólidos 

O teorema da equipartigáo também pode ser usado para estudar o calor específico dos sólidos. Em 1819, P. Dulong e A. Petit 
observaram que o calor específico molar da maioria dos sólidos tinha um valor muito próximo de 6 cal/K • mol ~ 3 R. Este 
resultado, que mais tarde ficou conhecido como lei de Dulong e Petit , foi usado pelos dois pesquisadores para calcular as 












massas moleculares de várias moléculas a partir de medidas de calor específico. A lei de Dulong e Petit pode ser demonstrada a 
partir do teorema da equipartigáo supondo que a energía interna de um sólido é constituida inteiramente pela energía de 
vibragáo dos átomos (Figura 8-12). Chamando de Ki, k 2 e k 3 as constantes de forga ñas diregóes x,y e z, a energia de vibragáo de 
cada átomo é dada por 


E = 2 my l + 2 mi 'j + 2 mV T 2 k i^ 2 + 7 K 2y 2 + 2 k ' S Z 1 

Como a expressáo para a energia contém seis termos, a energia média por átomo é 3 kT e a energia total contida em 1 mol é 
3N A kT = 3 RT; assim, C V =3R. 

Em altas temperaturas, todos os sólidos obedecem á lei de Dulong e Petit; entretanto, quando a temperatura é reduzida 
abaixo de um certo valor crítico, C v comega a diminuir, tendendo a zero quando T —> 0. A temperatura crítica varia de 
substancia para substancia e é menor em sólidos macios, como o chumbo, do que em sólidos duros, como o diamante. A Figura 
8-13 mostra a variagáo de C v com a temperatura para vários sólidos. 



FIGURA 8-12 Modelo simples no qual um sólido é formado por átomos ligados por molas. A energia intema do sólido é a soma da 
energia cinética com a energia potencial vibracional. 
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FIGURA 8-13 Variagáo do calor específico molar de vários sólidos com a temperatura. Em altas temperaturas, C v é igual a 3 R, como 
prevé o teorema da equipartigáo. Em baixas temperaturas, C v tende a zero. A temperatura crítica na qual C v se aproxima de 3 R varia de 
acordo com o material. 


O fato de náo existir muita diferenga entre o calor específico dos metáis e dos isolantes náo pode ser explicado pela teoría 
clássica. O modelo clássico dos metáis é capaz de descrever a condugáo de eletricidade e de calor com precisáo razoável. A 
principal hipótese é a de que aproximadamente um elétron em cada átomo está livre para vagar pelo metal, colidindo com os 
átomos da mesma forma como as moléculas de um gás colidem entre si. De acordo com o teorema da equipartigáo, este “gás de 
elétrons” deveria ter urna energia cinética média de 1 ,5kT por elétron; assim, a diferenga entre o calor específico dos metáis e o 
calor específico dos isolantes, que náo possuem elétrons livres, deveria ser da ordem de 1 ,5R. Embora o calor específico dos 
metáis seja ligeiramente maior do que 3 R em temperaturas muito elevadas, a diferenga é muito menor do que a contribuigáo de 
1 ,5R prevista para o gás de elétrons. 

Com base na distribuigáo de Boltzmann, a mecánica estatística clássica conseguiu explicar muitos aspectos das propriedades 
térmicas das substancias; entretanto, a discrepancia entre as previsóes teóricas e os resultados experimentáis no caso do calor 
específico dos gases e sólidos tomou-se um sério problema para a física clássica e foi interpretada por alguns cientistas como 





urna indicagáo de que havia algo de errado na própria mecánica clássica. A busca de urna explicagáo para os valores observados 
do calor específico das substancias foi um dos fatores que levaram á descoberta da quantizagáo da energia no inicio do século 
XX. Ñas próximas segóes, vamos mostrar de que forma a mecánica quántica oferece urna solugáo para o problema. 


EXEMPLO 8-5 


_Alargamento das Linhas Espectrais Como vimos no Capítulo 5, o principio de indeterminagáo faz com 

que as linhas espectrais emitidas pelos átomos apresentem urna largura intrínseca. Outro fator que contribuí para o alargamento das 
linhas espectrais é o movimento dos átomos devido á agitagáo térmica. Rayleigh mostrou que o efeito Doppler associado a esse 
movimento leva a um alargamento A das linhas espectrais que é dado pela seguinte expressáo: 


A = 0,72 X IO^kVt/M 

na qual Uo comprimento de onda da linha, Té a temperatura absoluta e Mé a massa molecular do átomo. Calcule o alargamento por 
efeito Doppler da linha H a emitida por átomos de hidrogénio na superficie do Sol, onde a temperatura é 5800 K. 


SOLUQÁO 

O comprimento de onda da linha H a é 656,3 nm e a massa atómica do H é 1; assim, 


d = 0,72 X \0~ b X 656,3 V 5800/1 = 0,036 nm 

Este valor é muito maior que a largura intrínseca da linha H a (0,0005 nm). Note que o alargamento das linhas espectrais devido a 
colisóes atómicas também é importante e pode se tomar o fator principal em altas temperaturas ou se o gás estiver muito comprimido. 
As colisóes reduzem o tempo de vida dos estados excitados e com isso, por causa do principio de indeterminagáo, aumentam a 
indeterminagáo da energia dos estados e a largura das linhas. É por causa das colisóes que o espectro visível do Sol é um espectro 
continuo. 


8-2 Estatística Quántica 


Distribuigoes de Bose-Einstein e Fermi-Dirac 
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Os sistemas clássicos que examinamos na Segáo 8-1 eram constituidos por partículas iguais, mas distintas. Em 
outras palavras, as partículas foram tratadas como bolas de sinuca, que apresentam propriedades mecánicas 
semelhantes, mas podem ser distinguidas pela cor. Na verdade, como é mencionado na Revisáo de Conceitos 
Clássicos 8, esta foi urna das hipóteses implícitas na formulagáo da teoría cinética dos gases. Na mecánica 
quántica, por outro lado, duas partículas do mesmo tipo cujas fungóes de onda se superpóem nao podem ser 
identificadas. Em outras palavras, se duas partículas iguais 1 e 2 passam urna pela outra a urna distáncia menor do 
que o comprimento de onda das fungóes de onda de de Broglie e depois sao detectadas, é impossível dizer qual das partículas é 
a partícula 1 e qual é a partícula 2, ou seja, nao podemos saber qual das quatro possibilidades representadas na Figura 8-14 é a 
verdadeira. O tratamento das partículas clássicas que leva á distribuigáo de Boltzmann (veja a Revisáo de Conceitos Clássicos 
7) pode ser adaptado com relativa facilidade a sistemas constituidos por um grande número de partículas iguais e 
indistinguíveis. 

A primeira dessas análises teóricas, que se aplica a partículas com spin nulo ou inteiro, como átomos de hélio (spin 0) e 
fótons (spin 1), que nao obedecem ao principio de exclusáo de Pauli, foi realizada por Bose 6 em 1924, ao se dar conta de que a 
distribuigáo de Boltzmann nao explicava adequadamente o comportamento dos fótons. Pouco depois, a nova distribuigáo 
proposta por Bose foi aplicada por Einstein a partículas com massa de repouso diferente de zero. Esta distribuigáo, hoje 
conhecida como distribuigáo de Bose-Einstein , é dada por 


£*€ E ^ T - 1 

na qual e a é urna constante de normalizagáo que depende do sistema considerado. As partículas cuja distribuigáo estatística 
obedece á Equagáo 8-24 recebem o nome de bósons. 

Depois que o spin do elétron foi descoberto e Dirac formulou a mecánica ondulatoria relativística para partículas de spin 1/2, 
Fermi 7 e Dirac 8 completaram a mecánica estatística quántica calculando a fungáo de distribuigáo para partículas indistinguíveis 
com spin fracionário, que obedecem ao principio de 














Partícula 2 



FIGURA 8-14 Por causa da natureza ondulatoria das partículas quánticas, é impossível verificar qual das quatro interagoes representadas 
na figura realmente ocorreu quando duas partículas iguais se cruzam a urna distancia pequeña em comparado com o comprimento de 
onda de de Broglie. 


exclusáo de Pauli. Esta distribuido, hoje conhecida como distribuigáo de Fermi-Dirac , é dada por 


Ífd(E) 


l 

e a e E t kT + 1 


8-25 


na qual, novamente, e a é urna constante de normalizado que depende do sistema considerado. As partículas cuja distribuido 
estatística obedece á Equaqao 8-25 recebem o nome de férmions. 


Comparado das Fungoes de Distribuid 0 

Podemos escrever a distribuido de Boltzmann (Equaqao 8-1) na forma 

/»(£) = -^£¡¡F 

em que a constante de normalizado A da Equaqao 8-1 foi substituida por e~ a . Observe que, quando a distribuido de Boltzmann 
é escrita nesta forma, as tres distribuidos (Equaqóes 8-24, 8-25 e 8-26) se tomam muito parecidas; a única diferenqa entre a 
distribuido de Boltzmann e as distribuidos de Fermi-Dirac e Bose-Einstein está no termo ±1 que aparece no denominador das 
Equaqóes (8-24) e (8-25). Somos levados imediatamente a nos indagar quanto ao significado físico dessa diferenqa 

aparentemente pequeña. Em particular, como as integráis da forma /„“F ( F)/ J£ ( E) dE e r F ( E)f FB (£) dF. 

geralmente exigem o uso de métodos numéricos para serem resolvidas, seria interessante saber se, e em que condiqóes, a 
distribuido de Boltzmann pode ser aplicada a sistemas quánticos. 

Vamos examinar primeiro o significado físico da diferenqa entre as distribuiqóes. Considere um sistema de duas partículas 
iguais, 1 e 2, urna das quais se encontra no estado n q a outra no estado m. Como vimos na Seqáo 7-6, existem duas soluqóes 
possíveis para a equaqáo de Schródinger do sistema baseadas no produto das fundes de onda individuáis das duas partículas: 

>M 1.2) =+„( »(2) S-27a 

= 4 >«( 2 ) 4 <«( 1 ) 8-276 





Enrico Fermi em um piquenique em Michigan, em julho de 1935. O curativo protege um corte na testa que o cientista sofreu ao se golpear 
com a raquete durante urna partida de tenis. 


onde os números 1 e 2 representam as coordenadas espaciáis das duas partículas. Se as duas partículas podem ser distinguidas, 
ou seja, se comportam como partículas clássicas, as Equagoes 8-27a e 8-27Ú representam solugoes possíveis. No caso de 
partículas indistinguíveis, porém, a solugáo completa deve refletir este fato e, portanto, deve ser urna combinagáo simétrica ou 
antissimétrica dos produtos das fungóes individuáis: 

fe-:4=k( | )*„(2) + *,(2)<M0l 8-28a 

>I>a = 7^[>KtO)<M 2) “ >k,(2)4v’l)_ 8 - 2 » 

O fator _[/\/2 é urna constante de normalizagáo. Como vimos na Segáo 7-6, a fungáo antissimétrica \\r A é usada para descrever 
partículas que obedecem ao principio de exclusao de Pauli, ou seja, férmions. A fungáo simétrica \\t s é usada para descrever 
partículas que nao obedecem ao principio de exclusao de Pauli, ou seja, bósons. 

Fazendo \\r A = \\f FD e \\i s = \|/ B e para lembrar que as fungóes de onda antissimétrica e simétrica se aplicam a férmions e a 
bósons, respectivamente, vamos agora considerar a probabilidade de que, ao procurarmos as duas partículas, elas sejam 
observadas no mesmo estado, o estado n , por exemplo. No caso de partículas clássicas, temos: 

Mr2)=^(2,l)=^Cl)4r„C2) = iK(2)4r„(]) = ^«-29 

onde fízemos \|/„„(1, 2) = \j j b para lembrar que as partículas clássicas obedecem á distribuigáo de Boltzmann. Assim, a densidade 
de probabilidade de que duas partículas clássicas sejam encontradas no mesmo estado n é dada por 

*¡*« = <í(l)«í(2)MI)tM2) 8-30 

Fazendo m = n na Equagáo 8-28 a, vemos que, no caso de dois bósons, a probabilidade de que as duas partículas ocupem o 
mesmo estado n é dada por 

^ = 7TtÍ'M 1 )'K( 2 ) + ) ] = 

\ 2 8-31 

e, portanto, a densidade de probabilidade é 

tí E <l>i! E = 2+;(1 )iV;(2) 1 |i j ,(I)^(2) - 2+^b- 8-32 

Assim, a probabilidade de que dois bósons sejam encontrados no mesmo estado é duas vezes maior que se as partículas fossem 
clássicas. Esta descoberta surpreendente pode ser generalizada para sistemas com um grande número de partículas: 


A presenga de um bóson em um estado quántico aumenta a probabilidade de que outro bóson do mesmo tipo ocupe o 
mesmo estado. 


É como se um bóson atraísse outros bósons iguais para o mesmo estado. Vemos, portanto, que o termo -1 que aparece no 
denominador da Equagáo 8-24 traduz a probabilidade maior de que vários bósons ocupem o mesmo estado, em comparagáo 
com a probabilidade para partículas clássicas ñas mesmas circunstancias. O láser, que será discutido no Capítulo 9, é o exemplo 
mais comum deste fenómeno. Na Segáo 8-3 vamos discutir outra consequéncia deste curioso comportamento dos bósons. 

Fazendo m = n na Equagáo 8-28 b, vemos que, no caso de dois férmions, a probabilidade de que as duas partículas ocupem o 
mesmo estado é dada por 

>tto = -Jf[+.(I)i|p.(2) - M2)W1)] = 0 8-33 

e, portanto, a densidade de probabilidade é nula. Este resultado também pode ser generalizado para sistemas com um grande 
número de partículas: 

A presenga de um férmion em um estado quántico impede que um férmion do mesmo tipo ocupe o mesmo estado. 

É como se férmions iguais se repelissem. Vemos, portanto, que o termo +1 que aparece no denominador da Equagáo 8-25 
traduz o principio de exclusáo. As consequéncias desta propriedade peculiar dos férmions seráo discutidas no Capítulo 10. A 
Figura 8-15 mostra urna comparagáo entre as fungóes de distribuigáo de bósons e férmions para um sistema de seis partículas. 

A Figura 8-16 mostra urna comparagáo das tres distribuigóes para a = 0, na faixa de energías de 0 a 5 kT. Observe que a 
curva f B E , que se aplica aos bósons, está acima da curva f B , que se aplica ás partículas clássicas, o que é coerente com o fato de 
que a probabilidade de ocupagáo de um estado por mais de urna partícula é maior para bósons do que para partículas clássicas. 
A curva f FD , por sua vez, que se aplica aos férmions, está abaixo da curva f B , o que é coerente com o fato de que, no caso dos 
férmions, a presenga de urna partícula em um estado impede que o estado seja ocupado por outras partículas. Observe que as 
Equagóes 8-24 e 8-25 tendem para a distribuigáo de Boltzmann para ^ » e mr Nesse C3lSO j be (E) ~f B (E ) « 1 e f FD (E) ~ f B (E) 
« 1. Assim, tanto f BB (E) como J FD (E ) tendem para a distribuigáo clássica de Boltzmann quando a probabilidade de que urna 
partícula ocupe um estado de energía E é muito menor que 1. Como se pode ver na Figura 8-16, o mesmo acontece se, para um 
dado valor de a, E » kT. 

No comego desta segáo, comentamos que o que toma duas partículas quánticas indistinguíveis é a superposigáo das fungóes 
de onda de de Broglie. Este fato leva a um segundo método para verificar se a distribuigáo de Boltzmann constituí urna boa 
aproximagáo para um dado sistema. Pode-se demonstrar que este método é matemáticamente equivalente á condigáo de que f B 
« 1, mas ás vezes é mais fácil de aplicar. Se o comprimento de onda de de Broglie X é muito menor que a distáncia média (d) 
entre as partículas, a superposigáo das fungóes de onda pode ser desprezada e podemos tratar as partículas como se fossem 
distintas: 
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FIGURA 8-15 n(E) em fungáo de E para um sistema de seis partículas quánticas iguais. A fungáo n B {E) se aplica a partículas com spin 
nulo ou inteiro (bósons) e a fungáo n F {E) a partículas com spin fracionário (férmions). Compare com a Figura 8-1. 





FIGURA 8-16 Gráfico das distribuigoes /b./be e /fd em fungáo da energía, para a = 0. Para a mesma energía, os valores de /be sao 
sempre maiores que os valores de f B , que, por sua vez, sao sempre maiores que os valores de f FD . As tres distribuigóes sao praticamente 
iguais para energías maiores que 5kT. 


\« (d) «-34 

onde 


h _ h _ h 
P \Í2 mE k V2m(3kT/2) 


h 

Vm-f 
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A distancia média entre as partículas é dada por (d) = ( V/N ) 1/3 , na qual N/V é o número de partículas por unidade de volume. 
Assim, a condigáo expressa pela Equagáo 8-34 se torna 


—p= « (T 

VlrnkT \AV 


ou 


(N\ Ir 

\v) (3mJtr) a/2 <<: 


8-36 


A Equagáo 8-36 estabelece as condigóes ñas quais a distribuigáo de Boltzmann pode ser utilizada. Observe que, em geral, sao 
necessárias altas temperaturas e baixas densidades para que a desigualdade da Equagáo 8-36 seja obedecida. O exemplo a seguir 
ilustra a aplicagáo da Equagáo 8-36 a urna situagáo concreta. 


EXEMPLO 8-6 


_| Distribuigáo Estatística do He na Atmosfera Os átomos de 4 He, que constituem urna fragáo igual a 5,24 x 

10 -6 das partículas presentes na atmosfera, possuem spin 0 e, portanto, sáo bósons. ( a ) A distribuigáo de Boltzmann pode ser usada 
para prever as propriedades térmicas do hélio atmosférico a urna temperatura de 273 K? ( b ) A massa específica do hélio líquido a 4,2 
K é 0,124 g/cm 3 . A distribuigáo de Boltzmann pode ser usada para prever as propriedades térmicas do hélio a esta temperatura? 


SOLUQÁO 

(a) Como Na átomos de um gás ocupam um volume de 2,24 x 10 -2 m 3 ñas CNTP, o número de átomos de 4 He por unidade de volume 
é dado por 


N a _ 6,Ü2 X 10“ X 5,24 X 10 -í 
V “ 2,24 X 10 2 m 3 

= 1,41 x 10 20 moléculas de He/m 3 













O lado esquerdo da Equagáo 8-36 é, portanto, 


(i,4i x x io _3J ) 3 

(3X KóóX ¡O -57 X 4 X 1,38 X I0" 23 X 273)-^ _ 

= 6,3 X icr"« 1 

Este resultado mostra que o comportamento do hélio na atmosfera terrestre pode ser descrito pela distribuigáo de 
Boltzmann. 


( b ) Como a massa específica do hélio líquido na temperatura de ebuligáo, 4,2 K, é 0,124 g/cm 3 , o número de átomos de hélio por 
unidade de volume é dado por 


N 

V 


N Á moléculas 

4g 


X {0,124 g/cm 1 ) X (1Q 2 cm/m) 5 = 


= L87 X 10 a He átomos/m 3 


O lado esquerdo da Equa?ao 8-36 é, portanto, 


(1,87 X 10 a ) (6,63 X I0“ w ) 3 

-—-—---= 4 ^9 

(3 x 1,66 x ID -27 X 4 X 1.38 X ID" 23 x 4,2) 3/2 


Como 4,39 nao é muito menor que 1, a distribuigáo de Boltzmann nao descreve adequadamente o comportamento do hélio 
líquido e nesse caso, portanto, é necessário usar a distribuigáo de Bose-Einstein. 


Uso das Distribuigóes Estatísticas: Cálculo de n(E) 

Para obter o número de partículas n{E) com energía E , é preciso multiplicar as fungóes de distribuigáo dadas pelas Equagóes 8- 
24, 8-25 e 8-26 pela densidade de estados, como na Equagáo 8-2: 


*»(£■) 

- g .( E ) f .( E ) 

8-37a 

ft st : {£} 

~ £«í.(£)/ee (£) 

8-37b 

rt Fn { E ) 

= (£)/ra(£) 

8-37c 


Urna vez conhecida a fungáo g{E ), é possível calcular o valor da constante e a através da condigáo de normalizagáo N = 
f™n(E)dE, onde Né o número total de partículas. 


Densidade de Estados 

Como exemplo de determinagáo de g(E ), considere um sistema em equilibrio constituido por N partículas clássicas confinadas 
em um recipiente cúbico de lado L. Como vimos no Capítulo 7, se o recipiente for considerado um pogo cúbico tridimensional 
infinito, a energía de urna partícula no interior do recipiente poderá assumir os valores 
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FIGURA 8-17 Representagáo dos estados quánticos permitidos de um sistema de partículas confinadas a um pogo de potencial cúbico 













infinito. O raio R é proporcional a E m . 
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h 2 ' 7T 2 




(«i + n\ 4- n|) 
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que, por conveniencia, vamos escrever na forma 

E» = Eo («í + «v + **) 


8-38 


na qual xjez substituem 1, 2 e 3 e f 0 = h 2 n 2 /2mL 2 . O estado quántico em que se encontra o sistema é especificado pelos 
números quánticos n x , n y e ? 2 Z . Como g(E) é o número de estados com energía entre E e E + dE , temos que encontrar urna 
expressao para o número total de estados em fungáo de E e derivar essa expressao para obter o número de estados no intervalo 
dE. Para isso, basta notar (1) que a Equagáo 8-38 é a equagáo de urna esfera de raio R = (EIE<¿) m no “espago” n x n y n z e (2) que os 
números quánticos sao números inteiros e cada combinagáo dos tres números quánticos representa um ponto neste “espago”. 
(Veja a Figura 8-17.) Como, neste caso, os números quánticos sao todos positivos, o “espago” está limitado a um ociante da 
esfera, como mostra a Figura 8-17. O número de estados N situados a urna distáncia da origem menor ou igual a R (que é igual 
ao número de diferentes combinagóes dos números quánticos) é dado por 
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A densidade de estados no “espago” n x n y n z é, portanto, 


ou 


g{E) - ^ - (2w) , 3 'A 1/8 

-■ ; dE 4 o 4irft 3 


(2m)^V , n 2 tt ( 2 ir> 
g(E ) = - -E- v -y- E i/2 8-41 

J 4ttA h 3 

onde o fator Z 3 foi substituido pelo volume V. Se as partículas sao elétrons, cada estado pode acomodar dois elétrons (um com o 
spin para cima e outro com o spin para baixo) e, portanto, a densidade de estados g e {E) é duas vezes maior que o valor dado pela 
Equagáo 8-41: 


, 4tt(2w,) 3 ^V m 

8ÁE) - ——E- E Xfl 
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Nos dois casos, a constante e a que aparece na distribuigáo de Boltzmann pode ser determinada a partir da condigáo de 
normalizagáo 


= / n a {E)dE= / g B (E)f s {E)dE = 
Jo J o 

-f 
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g B (E)e~ a e~ £ ^ T dE 


Se as partículas sao elétrons, gs(E) = g e (E) e, portanto, 


N ~ e 


4tt( 2 m r ) 3/2 V 


zw f )^v r 
h 3 Jo 


£ }/2 e -Efkr dE 


Resolvendo a integral, obtemos: 


2(2tt m r kT) 3f2 V _ 

N — - t— - e Q 
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e, portanto, 
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Nh 3 2(2ntn e kT) 3f2 V 

£ a = - OU t ±fL = - 

2{2f m Á MT) Vl V M 3 

No caso de partículas que nao obedecem ao principio de exclusáo de Pauli, o fator 2 que aparece do lado de fora dos parénteses 
na Equagáo 8-44 deve ser omitido. Observe que o valor de e~ a depende de N/V, o número de partículas por unidade de volume. 
Note também que e~ a é da mesma ordem de grandeza que a expressáo que aparece do lado esquerdo da Equagáo 8-36; assim, o 
critério de validade da distribuigáo de Boltzmann, expresso pela Equagáo 8-36, equivale á condigáo de que e~ a « 1. 

Exercícios 

5. De que forma duas partículas iguais podem ser distinguidas classicamente? 

6. Quais sao as condigóes ñas quais as propriedades de um sistema de partículas podem ser descritas através da distribuigáo de 
Boltzmann? 

7. A diferenga entre as orientagóes dos spins de dois elétrons que se encontram no mesmo estado permite distinguidos? 

8. O que é um bóson? O que é um férmion? 


8-3 A Condensagáo de Bose-Einstein 

Como vimos na Segáo 8-2, no caso de gases em condigóes normáis, a diferenga entre a distribuigáo de Bose-Einstein e a 
distribuigáo clássica de Boltzmann é muito pequeña, já que, devido á baixa densidade dos gases e á massa elevada das 
partículas, o número de estados quánticos disponíveis por partícula é muito grande. No caso do hélio líquido, porém, como 
vimos no Exemplo 8-6, o número de partículas é da mesma ordem que o número de estados quánticos e a distribuigáo clássica 
náo pode ser usada. A ideia um tanto ousada de que o hélio líquido pode ser tratado como um gás ideal que obedece á 
distribuigáo de Bose-Einstein foi sugerida em 1938 por F. London em urna tentativa de compreender o comportamento do hélio 
em baixas temperaturas. Em 1924, H. Kamerlingh Onnes e J. Boks descobriram que a curva da massa específica do hélio 
líquido em fungáo da temperatura apresenta urna anomalía em T= 2,17 K (veja a Figura 8-18). Em 1928, W. H. Keesom e M. 
Wolfke concluíram que a descontinuidade da derivada da curva nesta temperatura era causada por urna transigáo de fase. Eles 
usaram os termos “hélio I” 



T, K 


FIGURA 8-18 Gráfico da massa específica do hélio líquido em fungáo da temperatura obtido por Kamerlingh Onnes e Boks. Observe a 
anomalía a 2,17 K. [Reproduzido de F. London, Superfluids (New York: Dover Publications, Inc., 1964), com permissáo da editora.] 
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FIGURA 8-19 Calor específico do hélio líquido em fungáo da temperatura. Por causa da semelhansa entre a curva e a letra grega X, o 
ponto de transigáo recebeu o nome de ponto lambda. [Reproduzido de F. London, Superfluids (New York: Dover Publications, Inc., 
1964), com permissáo da editora.] 


para o líquido acima da temperatura de 2,17, denominada ponto lambda (veja a Figura 8-19), e “hélio II” para o líquido abaixo 
dessa temperatura. Na teoría de London, conhecida como modelo dos dois fluidos , o hélio II é imaginado como urna mistura de 
dois componentes: um fluido normal, com propriedades semelhantes as do hélio I, e um superfluido (ou seja, um fluido de 
viscosidade nula) com propriedades muito diferentes. A massa específica do hélio II é igual á soma das massas específicas da 
fase normal e da fase superfluida: 


P = P, + f>„ 8-45 

Se a temperatura é reduzida a partir do ponto lambda, a fraqáo da fase superfluida na mistura aumenta e a fraqáo da fase normal 
diminuí, até que, no zero absoluto, resta apenas a fase superfluida. Na fase superfluida, todos os átomos de hélio se encontram 
no estado de menor energia possível, o estado fundamental. Como esses átomos nao podem ser excitados para estados de maior 
energía, o superfluido nao contribuí para a viscosidade do líquido. Quando a viscosidade do hélio II é medida pelo método do 
disco rotativo, apenas a fase normal exerce urna forqa viscosa sobre o disco. Se a temperatura é reduzida, a fraqáo de fluido 
normal no hélio II diminuí de 100% no ponto lambda para 0% em T= 0 K; isso faz com que a viscosidade diminua rápidamente 
com a temperatura até se tornar pequeña demais para ser medida. 

Nao é obvio que o hélio líquido deva se comportar como um gás ideal, já que é de se supor que exista urna interaqáo entre os 
átomos. Entretanto, os átomos de hélio interagem apenas através da forqa de van der Waals (veja o Capítulo 9), que nao é das 
mais intensas; além disso, o baixo valor da massa específica do hélio líquido (0,145 g/cm 3 ñas vizinhanqas do ponto lambda) 
sugere que a distancia entre os átomos é relativamente grande. O modelo do gás ideal constituí, portanto, urna aproximaqáo 
razoável. Na verdade, porém, o modelo é usado principalmente porque é relativamente simples e leva a urna descriqáo 
qualitativa do comportamento deste interessante fluido. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
Hélio Líquido 


Em um experimento clássico, realizado em 1908, H. Kamerlingh Onnes 9 conseguiu liquefazer o hélio, condensando 
assim o último elemento que insistía em permanecer no estado gasoso e encerrando um trabalho que lhe consumirá quase um quarto 
de século de vida. Irónicamente, o sucesso quase passou despercebido. Depois de várias horas de resfriamento, a temperatura da 
amostra de hélio, que estava sendo medida com um termómetro de hélio gasoso a volume constante, tinha parado de descer. O 
hidrogénio líquido usado para resfriar o sistema tinha acabado e Onnes estava a ponto de desistir quando um dos visitantes 
interessados que se haviam reunido no laboratorio aventou a hipótese de que a temperatura se mantinha constante porque o 
termómetro estava imerso em um líquido em equilibrio com o hélio gasoso, mas táo transparente que nao podía ser visto. Por 
sugestáo do visitante, o recipiente de vidro onde estava sendo realizado o experimento foi iluminado por baixo e a interface gás- 
líquido se tomou claramente visível! A condénsalo do líquido transparente, de muito baixa densidade, ocorrera a 4,2 K. 





















H. Kamerlingh Onnes e J. D. van der Waals ao lado do liquefator de hélio, no Laboratorio de Kamerlingh Onnes em Leiden, em 1911. [Cortesía 
do Kamerlingh Onnes Laboratory.] 

Os ímás supercondutores usados nos aparelhos de ressonáncia magnética e nos aceleradores de partículas (veja o Capítulo 

11) sao resfriados com hélio líquido. 

O hélio líquido devia estar fervendo violentamente. Dias mais tarde, Kamerlingh Onnes conseguiu reduzir a temperatura ainda 
mais, chegando a 2,17 K, ponto em que a ebuligáo cessou abruptamente. O cientista deve ter notado a mudanqa de comportamento do 
líquido, mas nao mencionou o fato em nenhum dos seus artigos. Na verdade, outro quarto de século se passou antes que o fenómeno 
fosse citado na literatura, 10 embora certamente tenha sido observado por muitos pesquisadores. A 2,17 K, ocorre urna transindo de 
fase na qual o hélio se transforma em um superfluido, isto é, em urna substancia de viscosidade nula, capaz de se escoar sem 
resistencia. De todos os elementos, apenas os dois isótopos naturais do hélio apresentam esta propriedade. A transindo para a fase 
superfluida do 4 He acontece a 2,17 K. No 3 He, que constitui apenas 1,3 x 1(T 4 % do hélio natural, a transindo ocorre a 2 mK. Isto nao 
deve ser interpretado como urna peculiaridade da estrutura do hélio. As fases líquidas dos outros bósons nao se transformam em 
superfluidos porque todos esses outros sistemas se solidificam a temperaturas muito maiores que a temperatura crítica para a 
condensando de Bose-Einstein; apenas o hélio permanece líquido em equilibrio com sua pressáo de vapor em temperaturas próximas 
do zero absoluto. 11 A razao pela qual o hélio nao se solidifica é que a energia potencial da interando entre os átomos de hélio é muito 
pequeña (veja a Sendo 9-3). Como os átomos de hélio tém urna massa pequeña, o movimento devido á energia de ponto zero (veja a 
Sendo 5-6) é grande, táo grande, de fato, que a energia cinética é maior que a energia potencial da interando, o que impede que o 
material se solidifique. 

Propriedades do 4 He Superfluido 

Em 1932, W. Keesom e K. Clusius mediram o calor específico do hélio em fungao da temperatura e descobriram que apresentava 
urna anomalía em 2,17 K (Figura 8-19). Por causa da semelhanqa da curva com a letra grega X, a temperatura crítica recebeu o nome 
de ponto lambda. A Figura 8-20 mostra a mesma curva medida com várias resoluqoes. Acima do ponto lambda, o hélio ferve 
violentamente; abaixo do ponto lambda, para de ferver, embora continué a evaporar. O efeito se deve ao aumento de condutividade 
térmica que ocorre quando o He ultrapassa o ponto lambda. No hélio líquido normal, como em outros líquidos, o aquecimento 
desigual leva a urna evaporando localizada, com formando de bolhas. Abaixo do ponto lambda, a condutividade térmica é tao grande 
que o aquecimento se toma uniforme e a evaporando ocorre apenas na superficie do líquido, sem formando de bolhas. As medidas de 
condutividade térmica mostram que a condutividade térmica do hélio II é mais de um milhao de vezes maior que a do hélio I. Na 
verdade, o hélio II conduz melhor o calor do que qualquer metal, já que possui, por exemplo, urna condutividade térmica 2000 vezes 
maior que a do cobre a temperatura ambiente. O processo de condundo é diferente da condundo térmica normal, pois a taxa de 
condundo nao é proporcional á diferenna de temperatura. As bolhas deixam de se formar (embora a evaporando continué) porque 
todas as partes do fluido se encontram exatamente á mesma temperatura. 
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FIGURA 8-20 O ponto lambda com várias resolugóes. A curva de calor específico tem sempre a mesma forma, independentemente da escala. 
[Fonte : M. J. Buckingham e W. M. Fairbank, “The Nature of the X-Transition”, Progress in Low Temperature Physics , editado por C. J. Gorter, 
Yol. III. (Amsterdam: North-Holland Publishing Company, 1961.)] 



FIGURA 8-21 Hélio líquido sendo resfriado por evaporagao. (a) Acima do ponto lambda, o hélio ferve violentamente. ( b ) Abaixo do ponto 
lambda, a fervura cessa e o superfluido consegue passar pelos estreitos canais que existem no fundo do recipiente. [ Cortesía do Clarendon 
Laboratory. Fonte : K. Mendelssohn, The Quest for Absolute Zero\ The Meaning of Low Temperature Physics , World University Library (New 
York: McGraw-Hill Book Company, 1966).] 

A transigáo associada ao ponto lambda é claramente visível na superficie do líquido mostrado ñas Figuras 8-21 a e 8-21 b. A Figura 
8-21 b também ilustra o fenómeno responsável pelo nome superfluido , atribuido ao hélio II. A base do pequeño recipiente de hélio 
líquido suspenso em um banho de hélio líquido é selada com um pó muito fino. Os canais microscópicos que atravessam o pó sao 
estreitos demais para que o líquido normal consiga atravessá-los; quando a temperatura cai abaixo do ponto lambda, porém, a 
viscosidade se toma praticamente nula e o hélio superfluido abandona o recipiente sem a menor dificuldade. 12 

As Figuras 8-22 a e 8-22 b ilustram o efeito do filme migrante. Quando um recipiente com hélio líquido a urna temperatura abaixo 
do ponto lambda é mergulhado em um banho de hélio líquido á mesma temperatura e depois retirado, como na Figura 8-22 a, um 
filme de superfluido sobe pelas paredes intemas do recipiente, desee pelas paredes externas e pinga no reservatório abaixo até o nivel 
de líquido no interior se tomar igual ao nivel de líquido no exterior ou o recipiente ficar vazio! No efeito termomecdnico , que envolve 
dois recipientes com hélio líquido II unidos por um superdreno, quando um dos recipientes é aquecido, como na Figura 8-23 a, o 
superfluido migra do lado mais frió para o lado mais quente , o que faz com que o nivel do líquido suba do lado mais quente (onde o 
hélio aínda continua no estado superfluido). Em um sistema como o da Figura 8-23 b, o movimento faz com que o líquido seja ejetado 
através de um capilar, no chamado efeito fonte. 13 
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FIGURA 8-22 (a) O efeito do filme migrante. O hélio líquido no recipiente está a urna temperatura de aproximadamente 1,6 K. Um filme fino 
sobe pelos lados do recipiente, passa pela borda e desee pelo lado de fora para formar a gota que aparece na foto, que depois cai no reservatório 
abaixo. [Cortesía de A. Leitner, Rensselaer Polytechnic Institute.] ( b ) Diagrama do fenómeno. Se o recipiente for baixado até ficar parcialmente 
submerso no reservatório, o superfluido migrará para fora até que os níveis do líquido no recipiente e no reservatório se igualem. Se o nivel 
inicial no interior do recipiente estiver abaixo do nivel no reservatório, o líquido migrará para dentro do recipiente. 

O 3 He Superfluido 

Durante muito tempo, os físicos acreditaram que o 3 He nao podía se tomar um superfluido, já que o núcleo de 3 He (e, portanto, o 
átomo como um todo, pois o spin total dos elétrons é nulo) possui spin 1/2 e deve obedecer ao principio de exclusáo de Pauli, que 
impede que duas partículas ocupem o mesmo estado. Entretanto, no inicio da década de 1970, D. M. Lee, D. D. Osheroff e R. C. 
Richardson mostraram que, a urna temperatura de 2,7 mK, os spins de pares de átomos de 3 He podem se alinhar paralelamente, 
criando bósons de spin 1, o que permite ao líquido passar a um estado superfluido. Mais tarde, foram descobertos mais dois estados 
superfluidos do 3 He, um, com spin 0 (pares de átomos com spins antiparalelos), cuja temperatura crítica é 1,8 mK, e o outro, com spin 
1, que é criado quando um campo magnético alinha os spins dos pares de átomos. Os tres cientistas receberam o Premio Nobel de 
Física de 1996 pela descoberta. 





Fonte 




(O) 




FIGURA 8-23 (a) Diagrama do efeito termomecánico. O nivel do fluido sobe no recipiente que está sendo aquecido. (b) Um recipiente com 
hélio líquido está imerso em um banho de hélio II a 1,6 K. Quando o recipiente é iluminado, o nivel do hélio sobe no interior até urna altura que 
depende da largura do tubo. Se o fundo do tubo é selado com um pó, formando um superdreno, e a parte de cima é estreita, o superfluido jorra 
para fora do recipiente, em um fenómeno conhecido como “efeito fonte”. ( c ) Diagrama mostrando os componentes do sistema cuja fotografía 
aparece em (b). [Foto cortesía de Helix Technology Corporation .] 


Na distribuido de Bose-Einstein, o número de partículas no intervalo dE é dado por n(E)dE , sendo, de acordo com a 
Equagáo 8-376, 


n(E) = 


g(E) 

^ ErtT" — ] 
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na qual a fungáo g(E) é dada pela Equagáo 8-41. A constante a, que é determinada por normalizagáo, nao pode ser negativa, 
pois, nesse caso, n(E) seria negativo para pequeños valores de E e nao faz sentido falarmos de um número negativo de 
partículas. A condigáo de normalizagáo é a seguinte: 


N = / ti ( E)dE 
Jo 


2ttV( 2 w ) 3/2 r» e'Fíe 

h: y j 0 e Cl e E, ' kT - 1 



8-47 


na qual v = E/kT e a integral é urna fungáo de a. 

A justificativa mais comum do uso de urna distribuigáo continua de energías para descrever um sistema quántico no qual os 
níveis de energía sáo discretos é a de que os níveis de energia sáo numerosos e estáo muito próximos. Neste caso, que 
corresponde a um gás de N partículas em urna caixa macroscópica de volume V (o recipiente), estas condigóes sáo satisfeitas, 
como o leitor pode verificar calculando o espagamento entre os níveis com o auxilio da Equagáo 7-4. Acontece, porém, que, 
quando substituimos a distribuigáo discreta de estados por urna distribuigáo continua, o estado fundamental desaparece. Isto 
pode ser visto, por exemplo, na Equagáo 8-41, segundo a qual g{E) ex E m e, portanto, g{E) = 0 para E = 0. Este fato náo é 
importante no caso de um gás de férmions, já que cada estado espacial náo pode ser ocupado por mais de duas partículas e náo 
há problema em ignorar duas partículas em 10 22 . Em um gás de bósons, porém, náo existem restrigóes quanto ao número de 
partículas que podem ocupar o mesmo estado. Quando ignoramos o estado fundamental, como temos feito até agora, a condigáo 
de normalizagáo expressa pela Equagáo 8-47 náo pode ser satisfeita abaixo de urna certa temperatura crítica T C9 que corresponde 
ao menor valor possível de a, a = 0. Isso significa que, em temperaturas muito baixas, existe um número significativo de 
partículas no estado fundamental. 
































A temperatura crítica T c pode ser determinada resolvendo numéricamente a Equagáo 8-47. A integral tem um valor máximo 
de 2,315 quando a tem o valor mínimo de 0. Isso significa que N/V nao pode ser maior que um certo valor limite: 
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2 ir 
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Como a razáo N/V é determinada pela massa específica do hélio líquido, isso significa que a temperatura T deve ser maior que 
urna certa temperatura crítica: 
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= T c 
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Substituindo a massa específica do hélio e as constantes físicas por seus valores, obtemos o valor da temperatura crítica: 


T c - 3,1 K 8-49 

Em temperaturas menores que 3,1 K, a condigáo de normalizagáo (Equagáo 8-47) nao pode ser satisfeita para nenhum valor de 
a. É evidente que, nessas temperaturas, existe um número significativo de partículas no estado fundamental, que nao foi levado 
em consideragáo nos cálculos. 
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FIGURA 8-24 Gráfico da fracáo de superfluido em urna amostra de hélio líquido em funcáo da temperatura. 


Podemos incluir explicitamente o estado fundamental substituindo a Equaqáo 8-47 por 


n = /v 0 + —3-(2 títkr) 


foo I flj 
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em que No é o número de partículas no estado fundamental. Tomando como referencia a energía do estado fundamental, E 0 = 0 
e, portanto, 
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em que g 0? a densidade de estados ou peso estatístico, é igual a 1 para um singleto. Vemos que No aumenta quando a diminuí. 
Com a inclusáo de V 0 , que depende de a, a condigáo de normalizagáo (Equagáo 8-50) pode ser satisfeita e o valor de a pode ser 
calculado para qualquer temperatura e qualquer massa específica. No caso de temperaturas menores que T C9 vemos que, de 
acordo com a Equagáo 8-51, e a = 1 + 1/A 0 . Usando a expansáo de e a para pequeños valores de a, e a = 1 + a + ..., vemos que a é 
da ordem de 1 /No e a fragáo de moléculas no estado fundamental é dada aproximadamente por 
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No modelo de dois fluidos de London, os N 0 átomos que acrescentamos á Equagáo 8-50 se condensaram no estado 
fundamental. Sáo esses átomos no estado fundamental que constituem o superfluido; os N - N 0 átomos restantes constituem o 
fluido normal. A Figura 8-24 mostra a fragáo de superfluido na mistura em fungáo da temperatura para T < T c . 

A concordáncia do valor teórico da temperatura crítica, 7 C = 3,1 K, com o valor experimental da temperatura do ponto 
lambda, T= 2,17 K, pode ser considerada razoável, especialmente se levarmos em conta que os cálculos teóricos se baseiam na 
hipótese de que o hélio líquido se comporta como um gás ideal. O processo de acumulagáo de átomos no estado fundamental 
em baixas temperaturas é conhecido como condensagáo de Bose-Einstein. O fenómeno foi previsto por Einstein em 1924, mas 











levou mais de 70 anos para ser observado. 

O Condensado de Bose-Einstein 

Como acontece em qualquer átomo, todas as partículas que compóem o 4 He (prótons, néutrons e elétrons) sao férmions; 
entretanto, no caso do 4 He, essas partículas estáo associadas de tal forma que o spin total do estado fundamental é um número 
inteiro (zero) e portanto o átomo de 4 He é um bóson. Na verdade, um exame da tabela periódica mostra que, embora os átomos 
possam ser férmions ou bósons, o spin do estado fundamental é um número inteiro na maioria dos casos; logo, a maioria dos 
átomos sao bósons no estado de menor energía. Este fato nao é importante para a determinagáo das propriedades de um gás em 
um recipiente macroscópico, já que o espagamento dos níveis de energía é extremamente pequeño e, portanto, é também 
pequeña a probabilidade de que um nivel qualquer esteja ocupado por um átomo. Assim, por exemplo, o espagamento entre os 
níveis de energía em urna caixa cúbica com um volume de 1 em 3 contendo vapor de sodio é da ordem de 1(T 20 eV (veja a 
Equagáo 8-38), de modo que, mesmo em temperaturas relativamente baixas, os átomos de urna amostra com um bilháo de 
átomos ocupam apenas urna pequeña fragáo dos estados disponíveis, como mostra a Figura 8-25 a. Além disso, a distancia 
média entre os átomos no interior do recipiente é da ordem de (10“ 6 m 3 /10 9 átomos) 173 = 10“ 5 m, ou seja, dezenas de milhares de 
diámetros atómicos; isso significa que os átomos quase nao interagem. 

O método mais obvio para formar um condensado de Bose-Einstein (CBE) a partir dos bósons contidos em um recipiente 
seria reduzir a temperatura e aumentar a pressáo, como se costuma fazer para liquefazer um gás. Entretanto, esta abordagem 
envolve um sério problema: quando o gás se liquefaz, a distancia entre os átomos diminuí e os átomos passam a interagir 
através dos elétrons da última camada, o que faz com que passem a se comportar como férmions! [É o que acontece com o hélio 
II líquido, no qual, mesmo em temperaturas muito baixas, a fragáo de átomos no estado fundamental (fase superfluida) constituí 
apenas 10% do total.] 
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FIGURA 8-25 (a) Como os átomos de urna amostra de gás em um recipiente macroscópico estáo distribuidos por um número muito 
grande de níveis, a probabilidade de que um desses níveis esteja ocupado é extremamente pequeña, (b) Quando o gás é resfriado a tal 
ponto que o comprimento de onda de de Broglie se toma maior que a distancia interatómica, os átomos tendem a se concentrar no estado 
fundamental e todos ocupam a mesma regiáo do espago. 


O problema foi resolvido por C. E. Wieman e E. Comell em 1995, mais de 70 anos após a previsáo de Einstein. O que os 
dois pesquisadores fizeram foi formar o CBE diretamente a partir de um vapor supersaturado, resfriando a amostra sem permitir 










































que atingisse o equilibrio térmico. 14 Isso foi feito combinando técnicas de resfriamento convencionais com um “truque” muito 
engenhoso. Em primeiro lugar, urna amostra de vapor de rubídio á temperatura ambiente foi iluminada por seis lasers 
semicondutores de urna frequéncia apropriada. As colisóes dos fótons dos lasers com os átomos da parte de baixas velocidades 
de distribuigáo de Maxwell (veja a Figura 8-3) reduziram ainda mais a velocidade desses átomos; após um ou dois segundos, 
urna colegáo de aproximadamente 10 7 átomos se concentrou em urna regiáo com aproximadamente 1,5 cm de diámetro, 
definida pela intersegáo dos feixes dos lasers. A temperatura dos átomos nesta “nuvem” era da ordem de 1 mK. Em seguida, 
urna armadilha magnética especial (ou seja, um campo magnético nao uniforme) foi usada para “comprimir” os átomos da 
nuvem, cujos spins atómicos (J = 2) tinham sido polarizados no estado ntj = 2. [Polarizar os spins foi o “truque” a que nos 
referimos. No vapor de átomos polarizados, o equilibrio é atingido rápidamente, muito antes que o verdadeiro estado de 
equilibrio (o sólido) possa se formar, o que mantém a nuvem em um estado de vapor supersaturado.] A armadilha magnética 
contém um “dreno” que permite a passagem dos átomos mais “quentes” da extremidade de altas velocidades da distribuigáo de 
Maxwell, levando boa parte da energia cinética do sistema, o que resfria os átomos restantes (alguns milhares) a urna 
temperatura de menos de 100 nK, da mesma forma como as moléculas de água que evaporam da superficie de urna xícara de 
café resfriam o líquido que permanece na xícara. Esses átomos restantes passam a ocupar o estado fundamental da armadilha 
magnética e a temperatura cai a zero. Sao esses átomos que formam o condensado que aparece na Figura 8-25 b. O condensado 
se mantém estável durante 15 a 20 segundos antes de ser destruido por colisóes com átomos de impurezas, que também estáo 
colidindo com as paredes quentes do recipiente. O pico que aparece na Figura 8-26 é urna fungáo de onda macroscópica do 
condensado. 

Depois da descoberta de Wieman e Cornell, vários outros físicos produziram condensados de Bose-Einstein. Um dos 
maiores, produzido em 1996 por W. Ketterle e colaboradores, tinha 5 x 10 6 átomos de sodio, um milímetro de comprimento e 
durou meio minuto (Figura 8-27). No momento, os maiores condensados sao feitos de hidrogénio e contém cerca de 10 9 átomos. 

Este novo estado da matéria tem alguma aplicagáo prática? Provavelmente a maioria ainda está para ser descoberta, mas 
existe urna que vale a pena mencionar. O CBE pode ser usado como base para a fabricagáo de um láser atómico. Este fato foi 
demonstrado no final de 1996, também por Ketterle e colaboradores, e está ilustrado na Figura 8-28. O condensado é um 
conjunto coerente de átomos, assim como a luz produzida por um láser é um conjunto coerente de fótons. Por essa razáo, um 
láser atómico seria capaz de depositar átomos em substratos com enorme precisáo, possivelmente tomando o lugar da 
microlitografia na produgáo de microcircuitos. O láser atómico também poderia ser usado em interferómetros, o que permitiría 
executar medidas mais precisas do que com lasers, já que os comprimentos de onda de de Broglie dos átomos sao muito 
menores que os da luz visível. Ketterle, Cornell e Wieman receberam o Premio Nobel de Física de 2001 por suas pesquisas com 
condensados de Bose-Einstein. 



FIGURA 8-26 Distribuigáo bidimensional de velocidade da nuvem atómica de átomos de Rb para tres experimentos nos quais a 
temperatura final é diferente. Os eixos sao as componentes x e z da velocidade; o terceiro eixo é o número de átomos por unidade de 
velocidade e por unidade de volume, calculado a partir da transparencia da nuvem. A distribuigáo da esquerda apresenta urna pequeña 
elevagáo e corresponde a urna temperatura de aproximadamente 200 nK. A figura do meio corresponde a urna temperatura de 
aproximadamente 100 nK e mostra o condensado na forma de um pico central cercado por urna elevagáo mais suave. Na figura da direita, 
apenas os átomos do condensado sáo visíveis, o que indica que a amostra atingiu a temperatura do zero absoluto, dentro do erro 




experimental. As faixas cinzentas no meio dos picos surgiram por causa da conversáo para preto e branco da figura original, na qual 
diferentes cores eram usadas para representar diferentes concentrares de partículas. [Fonte : C.E. Wieman, American Journal of Physics 
64 (7), 853 (1996).] 



FIGURA 8-27 Duas imagens sucessivas de urna nuvem de átomos de um milímetro de comprimento contendo um condensado de Bose- 
Einstein. [Fonte: M. O. Mewes et al., Phys. Rev. Lett. 77, 416 (1996).] 
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FIGURA 8-28 (a) Quando dois condensados iguais de átomos de sodio, cada um contendo cerca de 5 x 10 6 átomos, expandem e se 
superpóem, aparecem franjas de interferencia, revelando a existencia de ondas de matéria coerentes, no que pode ser chamado o primeiro 
láser atómico. ( b ) Os lasers óticos amplificam a luz estimulando os átomos a emitir fótons; os lasers atómicos amplificam um feixe 
atómico estimulando no vos átomos a se juntarem ao feixe. [( a ) Fonte : M. R. Andrews et al., Science 275, 637 (1997). ( b ) Fonte\ A. 
Hellemans, Science 279, 986 (1998).] 

Exercícios 

9. Explique por que a saída de átomos “quentes” de rubídio causa o resfriamento dos átomos restantes. 

10. O que é a condensaqáo de Bose-Einstein? 

11. Vocé acha que um gás ou líquido de átomos de 3 He deveria ser muito diferente de um gás ou líquido de átomos de 4 He? Por 
qué? 


8-4 O Gás de Fótons: Urna Aplicagáo da Estatística de Bose-Einstein 

O Gás de Fótons 

É possível demonstrar a expressáo empírica proposta por Planck para o espectro da radiaqáo de corpo negro de urna cavidade 
(Equaqáo 3-18) tratando os fótons que existem no interior da cavidade como um gás de bósons. A distribuiqáo dos fótons é dada 
por 
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Como vimos na Seqáo 8-2 e, em particular, na discussáo da Equaqáo 8-44, o valor de a depende do número total de partículas 












do sistema. No caso que estamos examinando, isto parece ser um problema, pois o número total de fótons no interior da 
cavidade nao é constante; fótons estao sendo constantemente criados (emitidos pelos osciladores que existem ñas paredes da 
cavidade) e destruidos (absorvidos pelos osciladores). Na verdade, porém, esta aparente dificuldade ajuda a determinar o valor 
de a, pois significa que, no caso dos fótons , a Equagáo 8-24 nao pode conter o fator e a , ou seja, que 

A»(*> = , 8 -« 

Em outras palavras, o fato de que o número total de fótons nao é constante toma necessário que a = 0 para que e a = 1. Veremos 
daqui a pouco que esta conclusáo está de acordo com os resultados experimentáis. 

O número de fótons com energía E pode ser calculado substituindo a Equagáo 8-53 na Equagáo 8-37 b\ 
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A densidade de estados gf 0 t(E) pode ser calculada da mesma forma que na Segáo 8-2. O resultado, que obtivemos como n(X) = 
87tAT 4 na Segáo 3-2 (Equagáo 3-8), pode ser expresso, em termos da frequéncia, da seguinte forma: 
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em que V é o volume da cavidade. A densidade de energía u(E)dE no intervalo de E a E + dE é, portanto, 

Egíct (E )/*, t ( E) dE 8ir E 3 dE 


u{E)dE = 
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ou, em termos da frequéncia/dos fótons, usando a relaqao E = hf para a conversao, 
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A Equagáo 8-57 é equivalente á Equagáo 3-18, como é fácil verificar convertendo o comprimento de onda X da Equagáo 3-18 
em frequéncia / através da relagáo X = c/f Como vimos no Capítulo 3, a Equagáo 3-18 concorda perfeitamente com os 
resultados experimentáis. Esta concordáncia é urna confirmagáo de que a Equagáo 8-53, obtida fazendo a = 0 na distribuigáo de 
Bose-Einstein, é a equagáo apropriada para representar a distribuigáo de energía dos fótons. Note que a demonstragáo 
apresentada no Capítulo 3, na qual a radiagáo de corpo negro foi tratada como um conjunto de ondas eletromagnéticas clássicas 
ás quais Planck aplicou (corretamente) a distribuigáo de Boltzmann, concorda perfeitamente com a demonstragáo apresentada 
neste capítulo, no qual a radiagáo é tratada como um conjunto de partículas quánticas, ás quais deve ser aplicada a distribuigáo 
de Bose-Einstein. Este é mais um exemplo de dualismo onda-partícula. 


EXEMPLO 8-7 


_Concentragáo de Fótons no Universo Atual A temperatura inicial do universo era extremamente elevada, 

mas, com o passar do tempo, o universo esfriou até atingir a temperatura que possui hoje em dia, 2,7 K. Assim, deve existir no 
universo urna radiagáo de fundo cuja distribuigáo espectral corresponde a um corpo negro a 2,7 K. Essa radiagáo foi descoberta em 
1965 (veja o Capítulo 13). Determine o número de fótons da radiagáo cósmica de fundo por unidade de volume no universo de hoje. 


SOLUQÁO 

1. O número de fótons com energía E é dado pela Equagáo 8-54: 
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2. O número total de fótons por unidade de volume é dado por: 


N 

V 




g(jE)dE 

- í 












3. Substituindo a densidade de estados gf ot (E) por seu valor, dado pela Equagáo 8-55, temos: 


N _ _8 irF 2 dE 

V~ J 0 (ck) 3 (e E ¡ kT - l) 
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4. Fazendo x = ElkT, temos: 



r 2 dx 
e x ~ l 


5. O valor da integral pode ser encontrado em urna tabela de integráis: 



** 2,40 


6. Substituindo as constantes e a variável T na equagáo do item (4) por seus valores numéricos, temos: 


N { 1,38 X 10" 2J J/K X 2,7 K 

V ~ 8lT U,ÍX) X lü* m/s X 6,63 X 10" M J *s 
= 3,97 X 10 S fíitons/m 3 


(2,40) 


Quantizagáo dos Estados de Energía nos Sólidos 



Já comentamos que, no caso dos sólidos, o calor específico molar C v apresenta o valor clássico 3 R dado pela lei de 
Dulong e Petit apenas em temperaturas elevadas; quando a temperatura cai abaixo de um certo valor, o calor 
específico comeqa a diminuir. Em 1908, Einstein mostrou que a discrepancia entre as previsóes teóricas e os 
valores experimentáis do calor específico em baixas temperaturas poderia ser explicada supondo que a energia dos 
átomos nos sólidos podia assumir apenas certos valores. O cálculo de Einstein se parece muito com o cálculo da 
energia média de um oscilador harmónico usado por Planck para analisar o problema da radiaqáo do corpo negro. Como vimos 
no Capítulo 3, o cálculo em si nao apresenta grandes difículdades; a contribuiqáo mais importante de Einstein foi estender a 
ideia da quantizaqáo a partículas de matéria. Vamos mostrar nesta subseqáo que a ideia de estados quantizados para a matéria 
também explica o comportamento anómalo do calor específico dos gases diatómicos, mencionado na Seqáo 8-1. Em particular, 
explicaremos por que a molécula de H 2 parece ter apenas 3 graus de liberdade (correspondentes a translaqóes) em baixas 
temperaturas, 5 graus de liberdade (correspondentes a translaqóes e rotaqóes) em temperaturas intermediárias e 7 graus de 
liberdade (correspondentes a translaqóes, rotaqóes e vibraqóes) em altas temperaturas. 

Considere os N A átomos contidos em um mol de um sólido qualquer e imagine que esses átomos estáo livres para vibrar em 
tres dimensóes em relaqáo a um ponto fíxo. Para simplificar o problema, Einstein supós que todos os átomos estavam vibrando 
com a mesma frequéncia/ñas tres dimensóes espaciáis. Nesse caso, o problema é equivalente ao de 3 Na osciladores clássicos 
unidimensionais de frequéncia / A funqáo de distribuiqáo clássica para um conjunto desse tipo é a distribuiqáo de Boltzmann, 
dada pela Equaqáo 8-1. Aproveitando as ideias de Planck, Einstein supós que a energia de cada um desses osciladores so podia 
assumir os valores dados pela expressáo 


E„ = rthf 
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na qual n = 0, 1, 2, . . . , em lugar de possuírem o valor médio kT estipulado pelo teorema da equipartiqáo. Em seguida, Einstein 
usou a distribuiqáo de Boltzmann 15 para calcular a energia média ( E) dos osciladores clássicos através da equaqáo 
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que, naturalmente, equivale á Equagáo 3-17. Em altas temperaturas, a razáo hf/kT é pequeña e podemos substituir a exponencial 
pelos dois primeiros termos da expansáo e x ~ 1 + x + x 2 /2 + . . ., sendo v = hf/kT (veja o Apéndice B2). Nesse caso, conservando 
apenas os dois primeiros termos da expansáo, obtemos: 
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e (. E ) se toma aproximadamente igual a kT , como estabelece o teorema da equipartigáo (veja a Equagáo 8-23). 
A energia total dos 3 Na osciladores é, portanto, 


U = 3N a {E) 
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e o calor específico é dado por 
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Fica a cargo do leitor (Problema 8-29) mostrar, a partir da Equagáo 8-62, que C v —> 0 para T —> 0 e C v —> 3 N A k = 3 R para T —> 

oo. 

Comparando o resultado obtido por Einstein para a energia média por molécula, Equagáo 8-60, com o resultado clássico, 
podemos ter urna ideia da faixa de temperaturas em que o resultado clássico pode ser usado. Vamos definir urna temperatura 
crítica 
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que é conhecida como temperatura de Einstein. Escrevendo a distribuigáo de energia em termos desta temperatura, temos: 


f B (E n ) - Ae~ EJkT = Ae =,lhfi ' kT = Ae~ ttT ^ T 

Em temperaturas muito maiores que T E , pequeñas variagoes de n tém pouca influéncia sobre o valor da exponencial e, 
portanto, sobre o valor da distribuigáo como um todo, ou seja, fs{Ey) ~ f B (E n+ i). Isso significa que a energia E pode ser tratada 
como urna variável continua. Em temperaturas muito menores que T E , porém, até mesmo a menor variagáo possível de n , A n =* 
1, resulta em urna mudanga significativa de e~ nTE/T e, portanto, a descontinuidade dos valores permitidos de energia se toma 
relevante. Como as forgas de ligagáo entre os átomos sáo maiores nos sólidos duros que nos sólidos macios, a frequéncia de 
oscilagáo dos átomos e a temperatura de Einstein sáo maiores nos sólidos duros. No caso do chumbo e do ouro, T E é da ordem 
de 50 a 100 K; a temperatura ambiente (300 K) é “elevada” para esses materiais e eles obedecem á leí clássica de Dulong e Petit 
á temperatura ambiente. No diamante, por outro lado, T E é maior que 1000 K; nesse caso, portanto, 300 K é urna temperatura 
“baixa” e C v é muito menor que 3 R á temperatura ambiente. 

A concordáncia entre a Equagáo 8-62 e os resultados experimentáis é urna indicagáo de que a abordagem proposta por 
Einstein está correta. A Figura 8-29 mostra urna comparagáo entre esta equagáo e os resultados experimentáis. A curva se ajusta 
bem aos resultados experimentáis, exceto em temperaturas muito baixas, ñas quais os pontos experimentáis estáo ligeiramente 
acima da curva. Isto se deve ao fato de que Einstein usou um modelo excessivamente simplificado, no qual todos os átomos 
oscilavam com a mesma frequéncia. Um modelo mais realista foi proposto por P. Debye, que tratou o sólido como um sistema 
de osciladores acoplados, capazes de oscilar com qualquer frequéncia entre 0 e um valor máximo f D conhecido como frequéncia 
de Debye e usado para definir a temperatura de Debye , T D = hf D /k. No caso da radiagáo de corpo negro (veja, por exemplo, a 
Equagáo 3-16), náo existe limite superior para as frequéncias de oscilagáo; a justificativa de Debye para impor este limite no 
caso dos sólidos foi que o número de modos de oscilagáo náo pode ser maior que o número de graus de liberdade dos átomos 
que compóem o sólido. Os cálculos associados ao modelo de Debye sáo mais trabalhosos e náo seráo discutidos aqui. A Figura 
8-30 mostra urna comparagáo entre urna curva teórica baseada no modelo de Debye e os resultados experimentáis; a 
concordáncia é melhor que com o modelo de Einstein. Observe que a mesma curva teórica vale para todos os sólidos. 






tít e 

FIGURA 8-29 Calor específico molar do diamante em fungáo da temperatura reduzida T/T E . A curva continua é a proposta por Einstein. 
[ Fonte : Artigo original de Einstein , publicado em Annalen der Physik 22(4), 180 (1907).] 



FIGURA 8-30 Calor específico molar de vários sólidos em fungáo da temperatura reduzida T/T D , para o qual T D é a temperatura de 
Debye, definida através da equagáo T D = hf E lk. A curva continua é a proposta por Debye. Os dados foram extraídos do artigo original de 
Debye. C V /3R = 1 é o valor previsto pela lei de Dulong e Petit. [Publicado originalmente em Annalen der Physik 39 (4), 789 (1912), e 
adaptado por David MCDonald, Introductory Statistical Mechanics for Physicists, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1963, com 
permissáo.] 


Explicagáo do Calor Específico dos Gases 


Vamos agora verificar se o fato de as energías serem discretas, ou quantizadas, permite explicar os valores experimentáis do 
calor específico dos gases diatómicos. Como vimos na Segáo 8-1, a energia de urna molécula diatómica pode ser considerada 
como a soma das energías de translagáo, rotagáo e vibragáo. Se / é a frequéncia de vibragáo e a energia de vibragáo pode 
assumir apenas os valores dados por E yih = nhf.] como no caso dos sólidos, os cálculos anteriores mostram (veja a Equagáo 8-62) 
que, em baixas temperaturas, a energia média de vibragáo tende a zero e as vibragóes nao contribuem para C v . Podemos definir 
urna temperatura crítica de vibragáo de urna molécula de um gás diatómico através da equagáo 


V 
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onde f é a frequéncia de vibragáo. Os resultados experimentáis indicam que T v > 15°C para todos os gases diatómicos que 
aparecem na Tabela 8-1, exceto o Cl 2 . De acordo com os dados da Figura 8-11, T v está entre 1000 e 5000 K no caso do H 2 . 

A energia de rotagáo de urna molécula diatómica é dada por 


E r = 

em que I é o momento de inércia e co é a velocidade angular de rotagáo. Para determinar de que forma a energia de rotagáo é 
quantizada, vamos fazer uso de um resultado obtido na Segáo 7-2, o de que o momento angular é quantizado. Se L = /co é o 
momento angular de urna molécula diatómica, a energia pode ser escrita na forma 




















De acordo com a Equagáo 7-22, L 2 - t{t + 1 )/z 2 , em que t = 0, 1, 2,. . . Nesse caso, a energía de rotagáo se toma 

£* = í(«+ i )¿57 8-65 


A fungáo de distribuigáo da energía contém o fator 




e podemos definir urna temperatura crítica para rotagóes, semelhante á temperatura crítica para vibragóes, através de equagáo 


t* = 


k 8it 2 M 
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Se nosso raciocinio estiver correto, esperamos que para temperaturas T» T R , ou seja, para E R » kT ' o teorema da equipartigáo 
seja válido para rotagóes e a energia média de rotagáo tenda a kT/2 para cada eixo de rotagáo, enquanto, para temperaturas T « 
T r , a energia média de rotagáo deve tender a 0. Vamos examinar T R para alguns casos de interesse: 


1. H 2 . Para rotagóes em tomo dos eixos x* e/, como na Figura 8-10a, tomando o eixo dos z' na diregáo da reta que liga os dois 

átomos, os momentos de inércia I x < e I y > sáo dados por 


/ ■ 



MR 2 
2 


A distáncia entre os átomos, R , é aproximadamente 0,08 nm. A massa do átomo de hidrogénio, M, é aproximadamente 940 
x 10 6 eV/c 2 . Vamos primeiro calcular kT R \ 


im = 


(hcy 


8 u 2 / 


4 

(1,24 x 10 3 eV*nm) : 


4^(940 x 10 6 eV) (0,08 nmj 2 

Levando em conta que k - 2,6 x 10 -2 eV/300 K, obtemos: 


6.4 X 10" 3 eV 


Tr 


6.4 X |Q~ 3 

2,6 X |(T 2 


300 K - 74 K 


Como se pode ver na Figura 8-11, esta é realmente a faixa de temperaturas a partir da qual a energia de rotagáo passa a 
contribuir para o calor específico. 


2. 0 2 . Como a massa do átomo de oxigénio é 16 vezes maior que a do átomo de hidrogénio e a distáncia entre os átomos é 

aproximadamente a mesma ñas duas moléculas, a temperatura crítica para rotagóes da molécula de oxigénio é T R ~ 74/16 ~ 
4,6 K. Para todas as temperaturas ñas quais o 0 2 existe em estado gasoso, T» T R . 


3. Um gás monoatómico ou a rotagáo de um gás diatómico em tomo do eixo z. Vamos fazer o cálculo para o átomo de 
hidrogénio. O momento de inércia do átomo se deve principalmente ao elétron, já que o raio do núcleo é extremamente 
pequeño, da ordem de 1CT 15 m. A distáncia entre o elétron e o núcleo é da mesma ordem que a distáncia entre os átomos na 
molécula de H 2 . Como a massa do elétron é aproximadamente 2000 vezes menor que a do átomo, temos: 

i,, *= - 2 —/ 

H 20QO H, 


e, portanto, 


T r 2000 X 74 K ** 1,5 X 10-K 










Esta temperatura é muito maior que a temperatura de dissociagáo de qualquer gás. Assim, (. E R ) = 0 em qualquer 
temperatura para os gases monoatómicos e para a rotagáo dos gases diatómicos em torno da reta que liga os dois átomos. 

Vemos, portanto, que a quantizagáo da energía explica, pelo menos qualitativamente, a variagáo do calor específico de gases e 
sólidos com a temperatura. 


EXEMPLO 8-8 


Energía Média de Vibragáo Qual é a energía média de vibragáo das moléculas de um sólido ( a ) para T = 
hf/2k\ (b) para T= Ahf/kl 


SOLUQÁO 

(a) Como a temperatura dada é menor que a temperatura crítica para vibragóes, que é hflk (Equagáo 8-64), esperamos um valor bem 
menor que kT , o valor previsto pelo teorema da equipartigáo. De acordo com a Equagáo 8-60, temos: 



¥ 

¿mr _ | 


2kT 

e 2 - 1 


0,31 kT 


(b) Como a temperatura é quatro vezes maior que a temperatura crítica, esperamos um valor próximo de kT. Fazendo hflkT= 1/4 na 
Equagáo 8-60, obtemos: 



0,25*7 


3 0, 25 _ 


1 


o.mtcT 


EXEMPLO 8-9 


_Número de Osciladores Determine a razáo entre o número de osciladores com energía E\ = /z/e o número de 

osciladores com energía Eq = 0 para a temperatura “baixa” e a temperatura “alta” do Exemplo 8-8. 


SOLUQÁO 

De acordo com a distribuigáo de Boltzmann, em qualquer temperatura T, a fragáo de osciladores com energía E n = nhf é dada por 
f B (E n ) = Ae~ EnlkT = Ae~ nh f /kr . Para n = 0, a fragáo é/o = Ae° = A. A razáo/ n //o é, portanto, e~ nh ^ ]kT . 

(a) Para n = 1 e kT= hfl2,f\lfo = e~hf/kT= e~ 2 = 0,135. Isso significa que a maioria dos osciladores está no estado fundamental E 0 = 0, 
(ó) Para n = 1 e kT = 4ú//i//o = e~ h ^ lkT = e~ 0,25 = 0,779. Isso significa que existem muitos osciladores em outros estados que náo o 
fundamental; a energía média é maior que no caso anterior. 


EXEMPLO 8-10 


Frequéncia de Debye De acordo com a Figura 8-30, a temperatura de Debye da prata é 215 K. Calcule a 
frequéncia de Debye da prata e estime a temperatura de Debye do ouro. A prata e o ouro tém a mesma estrutura cristalina e 
propriedades físicas semelhantes. 


SOLUQÁO 

1. Existe urna relagáo definida entre a temperatura de Debye T D e a frequéncia de Debye f D : 


Assim, no caso da prata, 





k 


kT n 1,38 X I0“ 2í J/K X 215 K 

^ “ h ~ 6,63 X KT^J'S 

= 4,48 X I0 ,3 H Z 

2. Como as forgas interatómicas sáo da mesma ordem no ouro e na prata, as frequéncias de vibragáo variam inversamente com a raiz 
quadrada das massas atómicas: 









/»(Ag) / «(Au) <rr c {Ag)/A r u (Ag) 

A(Au) V jW(Ag) ir„(Au)/A ' r„(Au) 


3. Explicitando 7b(Au), obtemos: 


r„(Au) = j-„(Ag) v /^g = 


215 


no# 

Vl97 


= 159 k 

Observagáo: Esta estimativa concorda razoavelmente bem com o valor experimental, que é 164 K. 


8-5 Propriedades de um Gás de Férmions 

O fato de que os metáis conduzem eletricidade táo bem levou os cientistas a concluir que esse tipo de material contém elétrons 
livres que se movimentam em meio a urna rede de íons positivos praticamente fixos. Na verdade, menos de tres anos depois que 
Thomson descobriu o elétron, e muito antes que Schródinger sequer sonhasse em desenvolver a mecánica ondulatoria, a teoría 
dos elétrons livres já estava sendo usada para explicar algumas propriedades dos metáis. Como vamos ver no Capítulo 10, a 
teoría foi bem-sucedida em muitos casos; entretanto, também apresentou alguns fracassos notáveis. Por exemplo, em um sólido 
á temperatura T 7 , os íons da rede cristalina possuem urna energía média igual a 3 kT, que é a soma de urna energia cinética média 
3C772 com urna energia potencial média 3C772 e nos dá um calor específico molar C v = 3 R (lei de Dulong e Petit). Se o sólido é 
um metal, as interagóes (colisóes) entre os elétrons livres e os íons da rede deveriam transferir aos elétrons urna energia cinética 
média de translagáo igual a 3&T72; assim, a energia interna total U dos metáis deveria ser igual a 3 kT + 3kT/2 = 9kT/2. Nesse 
caso, o calor específico molar dos metáis seria igual a 4,5 R. Nao é isso, porém, que as medidas revelam; o que se observa é que 
o calor específico dos metáis é praticamente igual ao dos outros sólidos, exceto por um pequeño aumento com a temperatura 
que é muito menor que 3R/2. O problema da teoría clássica dos elétrons livres é que os elétrons sao férmions e, portanto, suas 
energías nao obedecem á distribuigáo Boltzmann e sim á distribuigáo de Fermi-Dirac. Nesta segáo, vamos analisar as 
características gerais de um sistema constituido por férmions; no Capítulo 10, explicaremos por que os elétrons livres nao 
contribuem significativamente para o calor específico dos condutores. 


Sistemas de Férmions 


Na distribuigáo de Fermi-Dirac, dada por 

fUE) 

é conveniente escrever o parámetro a na forma 

<J£ = 


i 


" + i 

-e f 
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kT 
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onde E F é a chamada energia de Fermi. Nesse caso, a Equa 9 ao 8-25 assume a forma 

1 


fro(E) = 


AE-E f )/kT _|_ | 
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A energia de Fermi é um importante parámetro dos sistemas de férmions, como o gás de elétrons nos metáis (que será discutido 
no Capítulo 10) e o gás de néutrons ñas estrelas de néutrons (veja o Capítulo 13). Observe, em particular, que, para E = E F , 
e (E-E F )/kT = i e? portanto, f FD (E F ) = 1 /2 para qualquer valor de 0. No caso especial em que T= 0 Y^,f FD (E) nao é definida para 
E = E f q, para outros valores de E , pode assumir apenas dois valores: 


Paraii <E F , 


Ífd(E) ~ 


e +1 















1,0 
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Uj 
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FIGURA 8-31 Distribuido de Fermi-Dirac f F o(E) para tres temperaturas diferentes. ( a ) Para f=0K, todos os níveis acima de E F estáo 
vazios. ( b ) Para f>0Ke^< E F , algumas partículas que ocupam níveis um pouco abaixo de E F podem ser transferidas para níveis um 
pouco acima de E F . ( c ) Para kT > E F , até mesmo as partículas que ocupam os níveis de menor energía podem ser transferidas para níveis 
mais elevados; nesse caso,^x)(0) < 1. 


Parais >E F , 


**< £ > = = ° 

Assim, no zero absoluto, todos os estados entre o estado fundamental e a energía de Fermi estáo ocupados e todos os estados 
acima da energía de Fermi estáo vazios. Isto é muito diferente do que acontece em um sistema de bósons, como o condensado 
de BE do rubídio, no qual todas as partículas se concentram no estado fundamental em T = 0 K. A situaqáo está ilustrada na 
Figura 8-31 a. Se o sistema contém N férmions, podemos calcular a energía de Fermi preenchendo os estados em ordem 
crescente de energía, comeqando pelo estado fundamental; a energia do estado ocupado pela enésima partícula é a energía de 
Fermi. A energia total do sistema é simplesmente a soma das energías das N partículas; para calcular a energia média, basta 
dividir o resultado por A. Exemplos deste tipo de cálculo seráo vistos na Seqáo 10-3. 

Se o sistema se encontra a urna temperatura 7>0K, mas kT < E F , os férmions cuja energia é maior ou igual a E F - kT 
podem ser transferidos por colisóes com os íons da rede cristalina para estados desocupados com energia menor ou igual a E F + 
kT. Por outro lado, os férmions com energia menor que E F - kT náo podem mudar de nivel, já que a energia adquirida em urna 
colisáo náo é suficiente para transferi-los para estados desocupados. A Figura 8-316 ilustra esta situaqáo. Em temperaturas táo 
altas que kT > E F , mesmo os elétrons com energia muito pequeña podem ser promovidos para estados desocupados. É apenas 
neste caso que f FD < 1, como na Figura 8-31c. A curva f FD da Figura 8-16 também foi desenhada para esta situaqáo. 

O número n FD (E ) de férmions com energia E é dado pela Equaqáo 8-37 c. Substituindo g F ü(E) e /fd(E ) por seus valores, 
dados pelas Equaqoes 8-42 e 8-68, temos: 


, ,, _ W'M 3/ vE n 

%í> ( ) 2\h 2 ) e (E ~FW + ] 


8-ó<) 


A Figura 8-32 é um gráfico da Equaqáo 8-69 para tres temperaturas diferentes. A curva para T= 0 pode ser obtida multiplicando 
f fd {E ) da Figura 8-3 la pela funqáo g FD (E), que é proporcional a E m . As curvas para T= 300 K e T= 1200 K podem ser obtidas 
multiplicando g F ü(E) por versóes apropriadas da Figura 8-3 Ib. A regiáo sombreada entre as curvas para T = 0 e T = 300 K 
representa os elétrons próximos da energia de Fermi (um número muito pequeño) que podem ser transferidos para estados 
desocupados acima de E F quando T= 300 K. 




















FIGURA 8-32 Número de férmions n FD em fungáo da energía para um material cuja energía de Fermi é 4,8 eV. As curvas sao gráficos 
da Equa 9 áo 8-69 para tres temperaturas diferentes. (A regiáo sombreada está explicada no texto.) 

Gás de Férmions Degenerado 

Como os átomos de spin fracionário sao férmions, o principio de exclusáo de Pauli impede que ocupem o estado fundamental 
em baixas temperaturas para formar um sistema análogo ao condensado de Bose-Einstein. Quando a temperatura é reduzida a 
um valor próximo do zero absoluto, o que acontece é que os átomos passam a ocupar apenas os estados entre o estado 
fundamental e a energia de Fermi. Ao contrário do que acontece na transiqáo de fase associada á condensaqáo de Bose-Einstein, 
a transiqáo para este gás de férmions degenerado é gradual e, portanto, difícil de detectar. Além disso, o resfriamento por 
evaporaqáo, táo importante para a produqáo dos condensados de Bose-Einstein, é muito menos eficaz. Em 1999, quatro anos 
depois da criaqáo do primeiro condensado de Bose-Einstein, esses problemas foram resolvidos por Deborah Jin e Brian 
DeMarco. Esses pesquisadores carregaram urna armadilha magnética com átomos de 40 K, cujo spin é 9/2, e dividiram os átomos 
em dois subestados magnéticos para resolver o problema do resfriamento por evaporaqáo. Urna das formas usadas para detectar 
o estado quántico degenerado dos átomos de 40 K foi calcular a energia total (a partir da distribuiqáo de momentos) de 
aproximadamente 8 x 10 5 átomos (Figura 8-33). Classicamente, a energia total é dada por 3N A kT/2 e, portanto, deveria tender a 
0 quando T tende a zero. De acordo com a mecánica quántica, por outro lado, a energia deve diminuir mais devagar com a 
diminuiqáo da temperatura e permanecer finita quando T tende a zero. Foi exatamente o que Jin e DeMarco observaram. A 
descoberta deve tomar possível, entre outras coisas, o estudo da formaqáo de pares de Cooper (veja a Seqáo 10-8) nos 
supercondutores. 



FIGURA 8-33 Gás de férmions degenerado. As imagens mostram que a fragáo de átomos com energia menor que a energia de Fermi 
(círculos pretos) é maior na amostra da direita. A amostra da direita contém 0,78 milháo de átomos de 40 K a urna temperatura de 0,29 pK, 
enquanto a amostra da esquerda contém 2,5 milhóes de átomos a urna temperatura de 2,4 pK. 


Mais recentemente, os cientistas conseguiram formar condensados de Bose-Einstein a partir de pares de férmions como 6 Li e 









40 K. Os pares 6 Li- 6 Li e 40 K- 40 K, mantidos juntos por urna forga de atragáo quase imperceptível, sao bósons e se condensam no 
estado fundamental quando a temperatura cai abaixo de 50 x 10“ 9 K, aproximadamente. 

Exercícios 

12. Por que o principio de exclusao toma o resfriamento por evaporagáo menos eficaz no caso dos férmions? 

13. Por que a energía total de um gás de Fermi permanece finita quando a temperatura tende a zero? 


Resumo 


TÓPICO EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1. Distribuigáo de Boltzmann 

ME) = Ae~ E!kT S-l 

Constante de Boltzmann 

onde a distribuigáo f B (£) é a probabilidade de que o estado com energía ^ 
esteja ocupado. 

Distribuigáo de Maxwell 

k = 1,381 X Hr-’J/' K = 8,617 X lO^eV/K 

Teorema da equipartigáo 

f \3/2 «-8 
n(v)dv = 4tín(^-J v 2 e~ m ' Z/iiT dv 

Energía cinética média 

Em equilibrio, cada grau de liberdade contribuí com kT/2 para a energía 

média por molécula. 

Lei de Dulong e Petit 

{£} = |j ÍT 8-9 


onde (Ek) é a energía média de translagáo por molécula. 


O 

ii 

00 
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2. Estatística quántica 

8 ' 24 

Distribuigáo de Bose-Einstein 

jw®) - M +1 8 - 25 

Distribuigáo de Fermi-Dirac 

Ñas tres distribuigoes, fs, Íbe e fe, e a e urna constante de normalizagáo que 
depende da concentragáo de partículas. A distribuigáo de Fermi-Dirac se 
aplica a partículas de spin fracionário e a distribuigáo de Bose-Einstein a 
partículas de spin nulo ou inteiro. Em altas energías, Íbe e /fd tendem para 


/¡g, a distribuigáo clássica. 


A distribuigáo de Boltzmann é urna boa aproximagáo para f BE e f FD 
se e a « 1. 

3. Aplicagóes 

0 4 He se torna superfluido á temperatura de 2,17 K, o chamado 
ponto lambda. 

Hélio líquido 










Condensado de Bose-Einstein 


O 3 He, o único outro isótopo natural que apresenta esta 
propriedade, se torna superfluido a 2 mK. 


Gás de Fermi degenerado 


Os bósons condensados no estado fundamental constituem um 
novo estado da matéria. 


Férmions condensados em estados que váo do estado fundamental 
á energía de Fermi. 
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Notas 1111111111111111111111111111111111 


1. Em alguns casos especiáis, a abordagem estatística pode ser empregada com sucesso, mesmo que o número de partículas 
envolvidas seja relativamente pequeño. No Capítulo 11, por exemplo, discutiremos sucintamente um modelo estatístico para o 
núcleo atómico, sistema no qual o número de partículas envolvidas nao passa de algumas centenas. 

2. Ludwig Boltzmann (1844-1906), físico austríaco. É considerado o fundador da mecánica estatística por ter sido o primeiro a 
apresentar urna interpretaqáo estatística para a segunda lei da termodinámica. Explicou teóricamente a observaqáo experimental 
de Josef Stefan, com quem trabalhou como assistente, de que a intensidade da radiaqáo aumenta com a quarta potencia da 
temperatura. Mais tarde, sucedeu a Stefan na cadeira de física da Universidade de Viena. Fiel defensor da teoría atómica da 
matéria, seu suicidio foi aparentemente causado, pelo menos em parte, pelas críticas dos colegas a seus trabalhos. 

3. Para nao termos que repetir várias vezes esta frase, que também ocorre quando nos referimos a E , usaremos daqui em diante a 
forma simplificada “o número de moléculas no intervalo dvf\ 

4. A integral pode ser resolvida consultando urna tabela de integráis. 

5. Históricamente, as rotaqóes em torno do eixo z r foram descartadas com o argumento de que os átomos possuem dimensóes 
insignificantes e, portanto, o momento de inércia da molécula em relaqáo a esse eixo pode ser desprezado (o que nao é verdade), 
ou de que os átomos se comportam como esferas rígidas, caso em que as rotaqóes em torno desse eixo nao sao afetadas por 
colisóes e, portanto, nao participam da troca de energía (o que também nao é verdade). Qualquer dessas hipóteses também 
exclui a possibilidade de rotaqáo de urna molécula monoatómica. 

6. Satyendra Nath Bose (1894-1974), físico indiano. Depois da publicaqáo de seu artigo a respeito da estatística de partículas 
indistinguíveis, que foi traduzido pessoalmente por Einstein para ser publicado na revista alema Zeitschrift für Physik , Bose 
passou dois anos na Europa e, em seguida, voltou á india para se dedicar a urna carreira universitária. Como nao tinha o título 
de Ph.D., precisou de urna recomendaqáo de Einstein, escrita em um cartáo-postal, para assumir o cargo de Professor Titular na 
Universidade de Dacca. 

7. Enrico Fermi (1901-1954), físico italiano naturalizado americano. Cientista extremamente prolífero e intrépido tenista 
amador, cujas investigares se estenderam á física do estado sólido, á física nuclear e á física de partículas, é talvez mais 
conhecido como o “pai” dos reatores nucleares. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1938 por suas pesquisas no campo da 



física nuclear. 


8. Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), físico inglés. Sua formulagáo da mecánica quántica relativística para partículas de 
spin 1/2 o levou a prever, em 1930, a existencia de urna nova partícula elementar chamada positrón, que foi descoberta por 
Anderson dois anos mais tarde. Recebeu (juntamente com Schródinger) o Premio Nobel de Física de 1933 por suas 
contribuigóes para a mecánica quántica. A partir de 1932, e até aposentar-se, ocupou a Cadeira Lucasiana de Matemática da 
Cambridge University, que 250 anos antes pertencera a Newton e atualmente é ocupada por Stephen Hawking. 

9. Heike Kamerlingh Onnes (1853-1926), físico holandés. Depois de liquefazer o hélio, passou a estudar as propriedades de 
outros materiais em baixas temperaturas, o que o levou á descoberta da supercondutividade em 1911. O estudo do 
comportamento dos materiais em baixas temperaturas lhe valeu o Prémio Nobel de Física de 1913. 

10. J.C. McLennan, H.D. Smith e J.O. Wilhelm, Philosophical Magazine, 14, 161 (1932). 

11. Em temperaturas muito baixas, o 4 He líquido se solidifica a urna pressáo de 25 atm e o 3 He líquido a urna pressáo de 30 atm. 

12. Os canais estreitos que so podem ser atravessados por superfluidos sao conhecidos pelo nome de superáremos. 

13. Essas e outras interessantes demonstragóes aparecem no filme Liquid Helium II: The Superfluid , disponível no You Tube. 

14. No estado de equilibrio termodinámico, o elemento que usaram nos experimentos, o rubídio, é um metal sólido á 
temperatura ambiente. 

15. Einstein usou a distribuido de Boltzmann na forma discreta, j~ 8 (£} = V 

jf=r 


Problemas 1111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 8-1 Estatística Clássica: Urna Revisáo 

8-1. ( a ) Calcule v ms para moléculas de H 2 a urna temperatura T = 300 K. ( b ) Calcule a temperatura T para a qual v rms das 
moléculas de H 2 é igual á velocidade de escape, 11,2 km/s. 

8-2. (a) A energia de ionizagáo do átomo de hidrogénio é 13,6 eV. A que temperatura a energia cinética média de translagáo é 
igual a 13,6 eV? (é) Qual é a energia cinética média de translagáo dos átomos de hidrogénio para T= 10 7 K, urna temperatura 
típica do interior do Sol? 

8-3. A massa molar do oxigénio (0 2 ) é 32 g/mol e a do hidrogénio (H 2 ) é 2 g/mol. Calcule (a) a velocidade rms das moléculas 
de 0 2 e ( b ) a velocidade rms das moléculas de H 2 a urna temperatura de 0°C. 

8-4. Mostré que a unidade de (3RT/M) 112 no SI é o m/s. 

8-5. (a) Determine a energia cinética total de translagáo de 1 mol de moléculas de N 2 para T= 273 K. ( b ) A resposta seria igual, 
maior ou menor para 1 mol de átomos de He á mesma temperatura? Justifique sua resposta. 

8-6. Use a distribuigáo de velocidades de Maxwell para calcular o valor médio de v 2 para as moléculas de um gás. 

8-7. Quando estáo em equilibrio térmico, os néutrons de um reator nuclear apresentam a distribuigáo de velocidades de 
Maxwell. Determine (v) e v m para néutrons em equilibrio térmico a 300 K. Mostré que a fungáo n(v) (Equagáo 8-8) é máxima 
para v = v m = (2kT/m) m . 

8-8. Um recipiente contém 128 moléculas iguais, cujas velocidades estáo distribuidas da seguinte forma: 


N 2 de 
moléculas 

4 

12 

20 

24 

20 

16 

12 

8 

6 

4 

Intervalo de 

0,0- 

1,0- 

2,0- 

3,0- 

4,0- 

5,0- 

6,0- 

7,0- 

8,0- 

9,0- 

velocidades 

1,0 

2,0 

3,0 

4,0 

5,0 

6,0 

7,0 

8,0 

9,0 

10,0 


(m/s) 

Pióte esses dados e assinale as abscissas correspondentes a v m , (v) e v rms . 

8-9. Mostré que a velocidade mais provável v m da distribuigáo de velocidades de Maxwell é dada pela Equagáo 8-9. 

8-10. Calcule a energia cinética total de translagáo de um litro de oxigénio mantido a urna pressáo de urna atmosfera e a urna 
temperatura de 20°C. 

8-11. A partir do espectro de absorgáo, foi calculado que um em cada 10 6 átomos de hidrogénio de urna certa estrela se encontra 





no primeiro estado excitado, 10,2 eV acima do estado fundamental (os outros estados excitados podem ser ignorados). Qual é a 
temperatura da estrela? (Tome a razáo entre os pesos estatísticos como 4, como no Exemplo 8-2.) 

8-12. O primeiro estado excitado de energía de rotagáo da molécula de H 2 (g 2 = 3) está 4 x 10 -3 eV acima do estado 
fundamental (gi = 1). Qual é a razáo entre os números de moléculas nos dois estados á temperatura ambiente (300 K)? 

8-13. Um gás monoatómico está confinado a duas dimensóes e, portanto, a energía de um átomo é dada por E k = mv 2 x /2 + 
mv 2 y /2. Quais sao os valores de C v , C P e y para este gás? ( C P , o calor específico a pressáo constante, é igual a C v + nR e y = 
Cp/cy.) 

8-14. Use a lei de Dulong e Petit, C v = 3 R, para calcular o calor específico c v = C v /M em cal/g (a) para o aluminio (M = 27,0 
g/mol), ( b ) para o cobre (M = 63,5 g/mol) e (c) para o chumbo (M = 207 g/mol). Compare os resultados com os valores 
encontrados em um manual. (Informe qual foi o manual consultado.) 

8-15. Calcule a energía cinética mais provável E m a partir da distribuyo de energías cinéticas de Maxwell (Equagáo 8-13). 
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8-16. (a) Mostré que a fungáo distribuyo de velocidades pode ser escrita na forma n(v) = 4n~ m (y/v m ) 2 v^ l m e~ (y/Vm) onde v m é a 
velocidade mais provável. Considere 1 mol de moléculas e aproxime dv por Av = 0,0 lv m . Determine o número de moléculas 
com velocidades no intervalo dv (b) para v = 0; (c) para v = v m ; ( d) para v = 2v m ; ( e ) para v = 8v m . 

8-17. Considere urna amostra de átomos de hidrogénio a 300 K. (a) Calcule a razáo entre o número de átomos no primeiro (n = 
2) estado excitado e o número de átomos no estado fundamental (n = 1) e a razáo entre o segundo (n = 3) estado excitado e o 
número de átomos no estado fundamental (n = 1). Inclua nos cálculos os efeitos da degeneragáo. ( b ) A que temperatura 1% dos 
átomos estáo no estado n = 2? (c) Á temperatura do item (ú), qual é a razáo entre o número de átomos no estado n = 3 e o 
número total de átomos? 

8-18. Considere urna amostra de átomos isolados de litio (Li, Z = 3), com o terceiro elétron (o elétron da última camada) no 
estado 3 p, submetida a um campo magnético uniforme de 4,0 T. ( a ) Determine a fragáo de átomos nos estados m\ = +1, 0 e -1 a 
300 K. ( b ) Quais sáo as intensidades relativas das tres linhas do efeito Zeeman na transigáo 3 p —> 2 si 

Segáo 8-2 Estatística Quántica 

8-19. Determine a concentragáo de elétrons N/V para que (a) e~ a = 1; ( b ) e~ a = 10“ 6 . 

8-20. (a) Use a Equagáo 8-44 para calcular o valor de e~ a para o 0 2 ñas CNTP. ( b ) A que temperatura e~ a = 1? 

8-21. Dados tres recipientes á mesma temperatura, o primeiro contendo um gás de moléculas clássicas, o segundo um gás de 
férmions e o terceiro um gás de bósons, em que recipiente a pressáo é maior? Em que recipiente a pressáo é menor? Justifique 
suas respostas. 

8-22. (a) se T= 5800 K, para que energia a fungáo de distribuyo de Bose-Einstein j be {E) é igual a 1 (supondo que a = 0)? ( b ) 
Aínda com a = 0, a que temperatura /be(E) = 0,5 para a energia calculada no item ( a)2 

8-23. Um recipiente a 300 K contém H 2 a urna pressáo de urna atmosfera. Nesta temperatura, as moléculas de H 2 obedecem á 
distribuyo de Boltzmann. Até que temperatura devemos resfriar o gás para que os efeitos quánticos se tomem importantes e o 
uso da equagáo de Boltzmann náo seja mais urna boa aproximagáo? (, Sugestáo : Iguale o comprimento de onda de de Broglie das 
moléculas para urna energia igual á energia média á distáncia média entre as moléculas, usando a lei dos gases ideáis para 
calcular a densidade.) 

Segáo 8-3 A Condensagáo de Bose-Einstein 

8-24. Calcule N 0 /N a partir da Equagáo 8-52 (a) para T= 3T c /4; ( b ) para T= TJ2\ (c) para T= T c /4 ; (d) para T= r c /8. 

8-25. Mostré que N 0 - 1/a para pequeños valores de a, como é dito no parágrafo que precede a Equagáo 8-52. 

8-26. Como o 4 He, o 20 Ne é um gás raro e um bóson de spin zero. Ao contrário do 4 He, porém, o 20 Ne náo se toma super-fluido 
em baixas temperaturas. Mostré que é razoável que isso acontega calculando a temperatura crítica do 20 Ne e comparando-a com 
a temperatura de solidificagáo do gás, 24,5 K. 

Segáo 8-4 O Gás de Fótons: Urna Aplicagáo da Estatística de Bose-Einstein 

8-27. Se o Sol esfriasse (sem mudar de tamanho), a densidade de energia na superficie do astro diminuiría segundo a Equagáo 
8-56. Suponha que a temperatura do Sol tenha diminuido de 5%. Calcule a variagáo relativa da intensidade da radiagáo solar na 
superficie da Terra. (Suponha que a superficie solar esteja em equilibrio térmico e irradia como um corpo negro.) 

8-28. Determine a energia média de um oscilador (a) para T= \0hflk ; ( b ) para T= hf/k\ ( c ) para T= 0,lhf/k. (d) Compare esses 
resultados com os obtidos usando o teorema da equipartigáo. 

8-29. (a) Mostré que a lei de Dulong e Petit é o limite da fórmula de Einstein para o calor específico (Equagáo 8-62) quando T 
—> oo. ( b ) Mostré que C —> 0 quando T —> 0. 
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8-30. A partir da Figura 8-13, calcule (aproximadamente) a frequéncia das oscilagóes atómicas no silicio e no aluminio a 200 K. 
8-31. Use a Equagáo 8-62 para calcular o valor de Capara um sólido á temperatura de Einstein, T E = hf/k. 

Segáo 8-5 Propriedades de um Gás de Férmions 

8-32. Use a Equagáo 8-69 para plotar um gráfico de n FD (E)/V em fungáo de E para elétrons a 300 K com urna energia de Fermi 
E f = 4,8 eV, entre E = 4,5 eV e E = 5,1 eV. Determine, a partir do gráfico, o número de elétrons por unidade de volume logo 
abaixo da energia de Fermi que podem ser transferidos para estados logo acima da energia de Fermi. 

8-33. Considere um gás de elétrons (férmions) e um gás de fótons (bósons). Qual dos dois sistemas tem um número maior de 
estados disponíveis em T = 1 K? Justifique sua resposta. 

NÍVEL II 

8-34. Os dados de calor específico molar que aparecem na Tabela 8-2 foram extraídos do AIP Handbook, 2d ed. (McGraw-Hill, 
New York, 1963.) Pióte os dados da tabela em um gráfico e trace as curvas de C v em fungáo de T. Estime a temperatura de 
Einstein para cada um dos sólidos usando o resultado do Problema 8-31. 

8-35. Lembrando que a fungáo de distribuigáo de Fermi-Dirac se aplica a todos os férmions, incluindo prótons e néutrons, que 
possuem spin 1/2, considere um núcleo de 22 Ne, formado por 10 prótons e 12 néutrons. Como os prótons podem ser 
distinguidos dos néutrons, cada estado pode ser ocupado por quatro partículas (um próton e um neutrón com o spin para cima e 
um próton e um neutrón com o spin para baixo). Supondo que o raio do núcleo de 22 Ne é 3,1 x 10“ 5 m, estime a energia de 
Fermi e a energia média do núcleo de 22 Ne. Expresse os resultados em MeV. Os resultados parecem razoáveis? 

8-36. Qual é a energia do estado fundamental de 10 bósons independentes em urna caixa unidimensional de comprimento L1 



Tabela 8-2Calor específico molar do Au, diamante, Al e Be em cal/mol 

1 ■ K 


T, K 

Au 

Diamante 

Al 

Be 

20 

0,77 

0,00 

0,05 

0,003 

50 

3,41 

0,005 

0,91 

0,04 

70 

4,39 

0,016 

1,85 

0,12 

100 

5,12 

0,059 

3,12 

0,43 

150 

5,62 

0,24 

4,43 

1,36 

200 

5,84 

0,56 

5,16 

2,41 

250 

5,96 

0,99 

5,56 

3,30 

300 

6,07 

1,46 

5,82 

3,93 

400 

6,18 

2,45 

6,13 

4,77 

500 

6,28 

3,24 

6,42 

5,26 

600 

6,40 

3,85 

6,72 

5,59 

800 

6,65 

4,66 

7,31 

6,07 

1000 

6,90 

5,16 

7,00 

6,51 





8-37. Faga um gráfico de / F d(E) em fungáo de E (a) para T= 0,17>; ( b ) para T= 0,5 7>, na qual T F = E F /k. 

8-38. Calcule a fragáo de átomos de hélio no estado superfluido (a) para T= T C I2\ ( b ) para T= T c /4. 

8-39. A profundidade do pogo de potencial a que os elétrons livres estáo submetidos em um metal pode ser determinada com 
precisáo a partir do fato de que a fungáo trabalho do efeito fotelétrico é a energia necessária para remover um elétron do estado 
de maior energia entre os estados ocupados do metal; isso significa que, á temperatura ambiente, o elétron é removido de um 
estado com urna energia muito próxima da energia de Fermi. Supondo que cada átomo contribuí com um elétron para o gás de 
Fermi, calcule a profundidade do pogo para os elétrons livres do ouro. A fungáo trabalho do ouro é 4,8 eV. 

8-40. A Figura 8-34 mostra um método que foi usado para verificar se a distribuigáo de velocidades das moléculas proposta por 
Maxwell estava correta. Em 1925, Otto Stem utilizou um fomo a 850 K para produzir um feixe de moléculas de Bi 2 . Depois de 
colimado pela fenda Si, o feixe foi introduzido em um tambor giratorio através da fenda S 2 na parede do tambor. Depois de 
atravessar o tambor, as moléculas do feixe aderiram a urna placa de vidro curva ajustada á superficie interna no tambor. As 
moléculas mais rápidas atingiram o vidro perto do ponto A, diametralmente oposto á fenda S 2 , enquanto as mais lentas atingiram 
o vidro no ponto B. Moléculas com velocidades intermediárias atingiram o vidro em pontos situados entre A e B. A 
concentragáo de moléculas ao longo da placa de vidro foi medida com um densímetro. Plotando a densidade (proporcional ao 
número de moléculas) em fungáo da distáncia ao longo da placa de vidro (que dependía de v), foi possível determinar a 
distribuigáo de velocidades. Se o tambor tem 10 cm de diámetro e está girando a 6250 rpm, (a) calcule a distáncia entre o ponto 
A q o ponto atingido por moléculas que estáo se movendo com velocidade v m , (v) e v rms . ( b ) Por que o gráfico do item ( a ) deve 
sofirer urna ligeira corregáo para que os resultados possam ser comparados diretamente com a distribuigáo de Maxwell? (c) Um 
feixe de moléculas de N 2 seria mais ou menos adequado que o feixe de moléculas de Bi 2 usado no experimento? Justifique sua 
resposta. 
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8-41. A distribuigáo de velocidades das moléculas em um recipiente é a distribuigáo de Maxwell, fiv) oc v 2 e~ mv l2kT . O número de 
moléculas com velocidade v que se chocam com a parede do recipiente em um dado intervalo de tempo é proporcional á 
velocidade v e a fiv). Assim, se existe um furo pequeño na parede (suficientemente pequeño para náo afetar a distribuigáo de 

velocidades no interior do recipiente), a distribuigáo de velocidades das moléculas que escapam do recipiente é F(v) oc v/(v) ex 

2 

v 3 e~ mv akT . Mostré que a energia média das moléculas que escapam é 2 kT. 


Tambor 



FIGURA 8-34 (Problema 8-40.) 


NÍVEL III 

8-42. Este problema está relacionado ao teorema da equipartigáo. Considere um sistema no qual a energia de urna partícula é 
dada por E = Au 2 , onde A é urna constante eu é qualquer coordenada ou momento que possa variar de -oo a +oo. (a) Determine a 
probabilidade de que o valor de u para urna partícula esteja no intervalo du e calcule a constante de normalizagáo C em fungáo 
de A. (b) Calcule a energia média (E) = (Au 2 ) e mostré que (E) = ¿772. 

8-43. Calcule o valor médio do módulo de v x a partir da distribuigáo de Maxwell. 

8-44. Mostré que f FD (E ) —> f B (E) para E » E F . 

8-45. Execute a integragáo indicada na Equagáo 8-43 para mostrar que e a é dado pela Equagáo 8-44. 

8-46. Considere um sistema de A partículas que possui apenas dois estados possíveis, E\ = 0 e E 2 = e. A fungáo distribuigáo é f\ 
















= Ce Ei,kT . (a) Qual é o valor de C neste caso? ( b ) Calcule a energia média (E) e mostré que (E) —> 0 para T —> 0 e (£} —> e/2 
para T —> oo. (c) Mostré que o calor específico é dado por 


/ € V 

c * (1 + e ^ T ) 2 

(d) Faga um gráfico de C v em fungáo de T. 

8-47. Se as hipóteses que levam á distribuigáo de Bose-Einstein sao modificadas de tal forma que o número de partículas nao se 
mantenha constante, a distribuigáo resultante tem e a = l. Esta distribuigáo pode ser aplicada a um “gás” de fótons. Imagine que 
os fótons se encontram em urna caixa cúbica de aresta L. As componentes do momento do fóton sáo quantizadas pelas 
condigóes de onda estacionária k x = n\n/L , k y = n 2 n/L e k z = n^nlL, onde p m h{J^ x + J^ y + ^ z ) 1/2 é o módulo do momento, (a) 
Mostré que a energia de um fóton pode ser escrita na forma E = N(hcn/L ), onde N 2 = n 2 \ + n 2 2 + n 2 3 . (b) Supondo que existem 
dois fótons por estado por causa das duas polarizagóes possíveis, mostré que o número de estados entre N e N + dN é nN 2 dN. (c) 
Calcule a densidade de estados e mostré que o número de fótons no intervalo de energia dE é dado por 


n{E)d£ 


S 'tt{L/hc) i E 2 dE 




EftT _ ] 


(d) A densidade de energia em termos de E é u(E)dE = En(E)dE/L 3 . Use este resultado para demonstrar a fórmula de 
radiando de corpo negro de Planck para a densidade de energia em termos do comprimento de onda X: 







*Um raciocinio análogo se aplica ao caso das fundes de onda do 
átomo de hidrogénio; compare, por exemplo, as Figuras 7-8 e 7- 
9. (N.T.) 


Aplicagóes da Mecánica Quántica e da Relatividade 


K I a Parte 1, apresentamos as teorías da relatividade restrita e da relatividade geral e mostramos que as duas teorías alteraram 
profundamente nossos conceitos de espago e de tempo. Em seguida, discutimos as ideias e métodos da mecánica quántica 
e a forma como foram usados para explicar a estrutura atómica e o espectro dos elementos. Na Parte 2, vamos aplicar a teoría 
quántica e a teoría da relatividade a vários fenómenos de interesse dos engenheiros, químicos e físicos. 

Os tópicos que vamos discutir foram objeto de um grande número de pesquisas teóricas e experimentáis por parte dos físicos, 
químicos e matemáticos, e ajudam a compreender os principios básicos de funcionamento de muitas máquinas e aparelhos 
criados pelos engenheiros. Investigagóes das ligagóes moleculares e dos espectros das moléculas (Capítulo 9), da estrutura e 
das propriedades térmicas e elétricas dos sólidos (Capítulo 10), da supercondutividade (Capítulo 10), da composigáo dos 
núcleos, da radioatividade e das reagóes nucleares (Capítulo 11) e das partículas elementares da matéria (Capítulo 12) serviram 
de base para aplicagóes como os lasers (Capítulo 9), os dispositivos semicondutores (Capítulo 10), e os reatores nucleares 
(Capítulo 11). Muitas dessas aplicagóes revolucionaram a sociedade contemporánea. A Parte 2 termina com urna revisáo da 
astrofísica e cosmología, tópicos que estimulam a nossa imaginagáo (Capítulo 13). 



Propriedades e Espectros das Moléculas 


9-1 A Ligagáo Iónica 
9-2 A Ligagáo Covalente 
9-3 Outros Tipos de Ligagáo 

9-4 Níveis de Energía e Espectros de Moléculas Diatómicas 
9-5 Espalhamento, Absorgáo e Emissáo Estimulada 
9-6 Lasers e Masers 


N este capítulo vamos estudar algumas propriedades das moléculas, sistemas constituidos por dois ou mais átomos. Por 
defínigáo, molécula é a menor parte que conserva as propriedades químicas de urna substancia. O estudo das moléculas 
constituí a base da química teórica. A aplicagáo da mecánica quántica á física molecular permitiu explicar com notável exatidáo 
a estrutura e os espectros das moléculas, além de responder a perguntas difíceis, como a razáo pela qual dois átomos de 
hidrogénio se combinam para formar urna molécula, mas o mesmo nao acontece com tres átomos de hidrogénio. Como na física 
atómica, os cálculos da mecánica quántica aplicados a moléculas muitas vezes sao extremamente trabalhosos. Nos casos em que 
a matemática tende a dificultar a compreensáo dos fenómenos físicos, limitar-nos-emos a urna discussáo qualitativa ou 
semiquantitativa. Ñas segóes fináis, vamos discutir a interagáo da radiagáo eletromagnética com moléculas, concluindo com 
urna discussáo dos tipos mais comuns de lasers. 

Existem duas formas extremas de encarar urna molécula. Considere, por exemplo, a molécula de H 2 . Podemos imaginála 
como a uniáo de dois átomos de H ou como um sistema constituido por dois prótons e dois elétrons. Neste caso, o segundo 
modelo é mais interessante, porque os elétrons presentes na molécula nao estáo associados a um próton em particular; pelo 
contrário, a fungáo de onda de cada elétron se estende a toda a molécula. Quando estamos estudando moléculas mais 
complexas, porém, um modelo intermediário pode ser mais útil. Imagine, por exemplo, a molécula de N 2 . Nao precisamos 
resolver o problema complicado de 2 núcleos e 14 elétrons. A configuragáo eletrónica do átomo de nitrogénio no estado 
fundamental é \s 2 2s 2 2p 3 . Como a camada bea subcamada 2 s estáo completas, os tres elétrons da subcamada 2 p sáo os únicos 
que podem participar da ligagáo entre os átomos que compóem a molécula de N 2 . Podemos, portanto, considerar a molécula 
como composta por dois íons N +++ e seis elétrons que pertencem á molécula como um todo. As fungóes de onda dos elétrons 
que participan! das ligagóes moleculares sáo conhecidas como orbitais moleculares. Em muitos casos, essas fungóes de onda 
podem ser representadas por combinagóes lineares de fungóes de onda atómicas. 

Outro tipo de ligagáo química envolve a transferencia de um ou mais elétrons de um átomo para outro, seguida por urna 
atragáo eletrostática entre os íons resultantes. É o que acontece, por exemplo, no sal de cozinha (NaCl). Nesse caso, como em 
todos os outros tipos de ligagáo molecular, o conhecimento das propriedades quánticas dos elétrons é essencial para um estudo 
aprofundado do sistema. 


9-1 A Ligagáo Iónica 



Os dois tipos principáis de ligagáo molecular sao a ligagáo iónica e a ligagáo covalente. Outros tipos de ligagáo importantes 
para a formagáo de líquidos e sólidos sao a ligagáo dipolo-dipolo e a ligagáo metálica. Em muitos casos, a ligagáo é urna 
mistura desses mecanismos. Todas essas ligagóes seráo discutidas neste capítulo e no capítulo seguinte, mas é importante 
reconhecer que todos os tipos de ligagáo molecular se devem ao fato de que a energia total da molécula é menor do que a soma 
das energías dos átomos que a compóem, quando considerados separadamente, o que faz com que exista urna interagáo atrativa 
entre os átomos quando a distáncia é maior que um certo valor de equilibrio. Os mecanismos associados ás ligagóes moleculares 
sáo atragóes e repulsóes eletrostáticas, as propriedades ondulatorias dos elétrons e o principio de exclusáo. Na maioria dos 
casos, é extremamente difícil analisar com detalhes urna ligagáo molecular, já que envolve as interagóes mútuas de muitos 
elétrons e núcleos; assim, vamos discutir os diferentes tipos de ligagóes a partir de modelos simplificados constituidos por um 
pequeño número de átomos e depois ilustrar qualitativamente a extensáo dos resultados a moléculas mais complexas. 

O tipo de ligagáo mais fácil de compreender é a ligagáo iónica, que normalmente é a mais forte de todas e está presente na 
maioria dos sais. Considere, por exemplo, o KC1. Para demonstrar que a molécula é estável, temos que mostrar que E'(KCl) < 
E'(K) + E (Cl) quando os átomos de potássio e cloro estáo em repouso e muito distantes um do outro. Vamos definir a energia 
do sistema como nula quando os átomos estáo muito afastados (veja a Figura 9-1). O átomo de potássio tem um elétron 4? do 
lado de fora de um carogo com a configuragáo eletrónica do argónio, \s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 . A energia de ionizagáo do K é 
relativamente pequeña, como a de todos os metáis alcalinos; no caso do K, apenas 4,34 eV sáo necessários para remover o 
elétron 4^ (veja a Tabela 9-1). A remogáo de um elétron do potássio deixa um ion positivo com urna nuvem eletrónica de 
simetría esférica, constituida apenas por camadas completas. O cloro, por outro lado, necessita de apenas um elétron para 
completar a última camada. A energia liberada pela aquisigáo desse elétron é conhecida como afinidade eletrónica ; no caso do 
Cl, o valor é 3,62 eV. A energia é liberada porque a fungáo de onda do elétron adicional penetra parcialmente no carogo (veja a 
Figura 7-lOú) e, por isso, “enxerga” urna carga elétrica positiva. Quando o cloro adquire um elétron, a nuvem eletrónica adquire 
simetría esférica. A formagáo de um ion de K + e um ion de CE pela transferencia de um elétron do K para o Cl exige, portanto, 
que o par de átomos receba urna energia de 4,34 - 3,62 = 0,72 eV. Se esta fosse a historia completa, a molécula de KC1 náo 
poderia se formar. Acontece, porém, que a energia potencial eletrostática de dois íons separados por urna distáncia r é ~ke 2 /r. 
Quando a distáncia entre os átomos é menor que 2,8 nm, a energia de atragáo é maior que a energia necessária para criar os 
íons, e os íons tendem a se formar. 
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FIGURA 9-1 Energia necessária para ionizar um átomo de K e um átomo de Cl. Sáo necessários 4,34 eV para remover o elétron 4s do 
átomo neutro de potássio, obtendo como resultado um ion K + e um elétron livre. Este elétron (ou outro elétron qualquer) pode ocupar a 
lacuna que existe no orbital 3 p do átomo neutro de cloro, formando um ion CE. Como a formagáo deste último ion libera urna energia de 
3,62 eV, sáo necessários 4,34 - 3,62 = 0,72 eV para formar íons K + e CE separados por urna grande distáncia. 


Como a atragáo eletrostática aumenta á medida que os íons se aproximam, á primeira vista parece impossível que exista urna 
distáncia de equilibrio. Quando a distáncia é muito pequeña, porém, as fungóes de onda dos elétrons 3 p do ion K + e as fungóes 
de onda dos elétrons 3 p do ion CE comegam a se superpon Como as camadas 3 p dos dois íons estáo completas, o principio de 
exclusáo de Pauli faz com que exista entre elas urna forte repulsáo. Esta “repulsáo pelo principio de exclusáo” é a principal 














responsável pela repulsáo dos átomos de todas as moléculas (exceto a de H 2 ), qualquer que seja o tipo da ligagáo. Quando os 
íons estáo afastados, nao existe urna superposigáo da fungáo de onda dos elétrons de um ion com a fungáo de onda dos elétrons 
do outro ion. Nesse caso, podemos distinguir os elétrons pelo ion a que pertencem e os elétrons de um ion podem ter números 
quánticos iguais aos dos elétrons do outro ion. Quando os íons estáo muito próximos, por outro lado, as fungoes de onda dos 
elétrons se superpóem e alguns precisam passar para níveis mais altos de energía por causa do principio de exclusáo, o que 
aumenta a energía total do sistema. Nao se trata de um processo abrupto: os níveis de energia dos elétrons mudam gradualmente 
enquanto os íons se aproximam. A energia potencial total U da molécula de KC1 pode ser expressa como a soma do potencial 
eletrostático, da energia de repulsáo pelo principio de exclusáo e da energia de ionizagáo líquida: 


Tabela 9-1 Energías de ionizagáo de metáis alcalinos e afinidades eletrónicas de halogénios 


Metal alcalino 

Energía de ionizagáo 
(eV) 

Halogénio 

Afinidade eletrónica 
(eV) 

Li 

5,39 

F 

3,40 

Na 

5,14 

Cl 

3,62 

K 

4,34 

Br 

6,36 

Rb 

4,18 

1 

3,06 

Cs 

3,89 

At 

2,8 

Fr 

4,07 




Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical Rubber Co., 2009.) 

ke~ 

U(r) = + E„ + E i, »-l 

em que E ion = 0,72 eV no caso do KC1. A energia de repulsáo pelo principio de exclusáo E ex pode ser escrita na forma 

E — — 9-2 

em que A e n sáo constantes que dependem da molécula. A Figura 9-2 a mostra a energia potencial da molécula de KC1 em 
fungáo da distáncia entre os dois íons. A energia é mínima para a distáncia de equilibrio r 0 = 0,27 nm. Para distáncias menores, 
a energia aumenta rápidamente por causa do principio de exclusáo. A energia E d necessária para separar os íons e formar 
átomos de K e Cl, conhecida como energia de dissociagáo , é aproximadamente 4,40 eV. A Figura 9-2 b mostra a energia 
potencial total de outra molécula iónica, o NaCl. As diferengas entre as duas curvas se devem ao fato de que o Na apresenta um 
potencial de ionizagáo maior e um raio iónico menor que o K. Os cálculos necessários para obter curvas como as que aparecem 
na Figura 9-2 estáo ilustrados no Exemplo 9-1.0 Exemplo 9-2 mostra como calcular as constantes A e n da Equagáo 9-2. 
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FIGURA 9-2 (a) Energía potencial dos íons K + e CE em trumao da distancia r. A energía para urna distancia infinita foi tomada como 
igual a 0,72 eV, a energía necessária para formar os dois íons a partir de átomos neutros. A energía é mínima para a distancia de equilibrio 
r 0 = 0,27 nm. ib) Energía potencial dos íons Na + e CE em funfáo de r. As diferencias entre as duas moléculas se devem ao fato de que o 
sodio possui um potencial de ionizacáo maior e um raio iónico menor que o potássio. 


EXEMPLO 9-1 


_Ligagáo Iónica do NaF O potencial de ionizacáo do sodio é 5,14 eV, a afinidade eletrónica do flúor é 3,40 eV 

e a distancia de equilibrio do fluoreto de sodio (NaF) é 0,193 nm. (a) Qual é a energia necessária para formar os íons Na + eF"a partir 
de átomos neutros de sodio e flúor? ( b ) Qual é a energia potencial eletrostática dos íons Na + e F - na distancia de equilibrio? (c) A 
energia de dissociagáo do NaF é 4,99 eV. Qual é a energia de repulsáo dos íons na distancia de equilibrio? 


SOLUQÁO 

(a) Como a energia necessária para ionizar o sodio é 5,14 eV e a afinidade eletrónica do F é 3,40 eV, a energia necessária para formar 
os íons Na + e F _ a partir de átomos neutros de sodio e flúor é 5,14 eV - 3,40 eV = 1,74 eV = iúon- 

(b) A energia potencial eletrostática dos íons Na + e F _ na distancia de equilibrio (tomando esta energia como nula quando os íons 
estáo a urna distancia infinita um do outro) é dada por 

ke 2 _ (8,99 x 10 9 N * in 2 /C 2 ) (1,60 x ir 19 C) 2 

r 0 ” 1,93 X I0“'°m 

= -1,19 X = -7,45 eV 

(c) Tomando a energia potencial total da molécula quando os íons estáo separados por urna distancia infinita como igual a 1,74 eV (a 
energia necessária para formar os íons a partir dos respectivos átomos neutros), o potencial eletrostático total (potencial de 
Coulomb) é dado por 


U c = - — + 1/74 éV 

Na distancia de equilibrio r 0 , essa energia é Uc = -7,45 eV + 1,74 eV = -5,71 eV. Como o valor experimental da energia de 
dissociagáo é 4,99 eV, a energia de repulsáo dos íons devido ao principio de exclusáo, de acordo com a Equagáo 9-1, é 5,71 eV - 4,99 
eV = 0,72 eV. 
















EXEMPLO 9-2 


Repulsáo pelo Principio de Exclusáo Determine os valores de ^4 e n na Equagáo 9-2 para o NaF. 


SOLUQÁO 

De acordo com o Exemplo 9-1, na distancia de equilibrio entre os íons a energia de repulsáo devido ao principio de exclusáo é dada 
por 




A 


A 

(0,193 nm)" 


0,72 eV 


As forjas experimentadas pelos dois íons em r = ro devem ser nulas, já que, nesse ponto, a energia potencial é mínima. Isso significa 
que, quando a distancia entre os íons é r 0 , a forga de Coulomb F c e a forga de repulsáo pelo principio de exclusáo tém o mesmo 
módulo e sentidos opostos: 


f, = - 


dU c 


o que nos dá 


Fr = 


Uc( r o) ke 1 


fiA 

^n+l 


— = 38,7 eV/nm 

*0 


Assim, temos: 


e, portanto, 


j-ljJ i-3 ¿i J.-1 

-jir - - yWW) = 38,7eV/nm 

'o r o f o r o 


38.7 eV/nm 

n — — „ __ — x (0,193 nm) = 10,4 ~ 10 


0,72 eV 


o que nos dá A = 5,4 x 10 8 eV nm 10 . Finalmente, para NaF, a energia E ex é dada por 


E = 


(5,4 X 10 _s eV - nm °) 

~k¡— 


É preciso notar que nossa discussáo da ligagáo iónica e, em particular, os gráficos de energia potencial da Figura 9-2 se 
aplicam apenas ao estado fundamental das moléculas. Como no caso dos átomos, os elétrons da última camada (elétrons de 
valencia) das moléculas podem ocupar estados excitados. Como as fungóes de onda dos elétrons nos estados excitados tendem a 
se afastar mais dos íons que as do estado fundamental, a curva de energia potencial é mais larga e mais rasa que no estado 
fundamental, o que resulta em ligagóes mais iracas e distancias maiores entre os íons. Em nossa análise, ignoramos duas 
contribuigóes para a energia total da molécula: (1) a energia de ponto zero (veja a Segáo 5-6), que faz diminuir o valor absoluto 
de E d , , e (2) a atragáo de van der Waals, que faz aumentar o valor absoluto de E d . As duas contribuigóes sáo pequeñas e tendem a 
se cancelar parcialmente. A última, que resulta de dipolos induzidos, é a única forma de ligagáo em certas moléculas e será 
discutida mais adiante. 

A distancia de equilibrio de 0,27 nm é para o KC1 no estado gasoso (que pode ser obtido por evaporagáo do KC1 no estado 
sólido). Normalmente, o KC1 é um sólido cristalino de estrutura cúbica no qual os íons K + e CE ocupam vértices alternados de 
um cubo. A distancia entre os íons no cristal é um pouco maior, da ordem de 0,32 nm. Devido á presenga dos íons vizinhos de 
carga oposta, a energia eletrostática por par de íons é menor no cristal. Esta energia em geral é expressa na forma afe 2 /r 0 , em 
que r 0 éa distancia de equilibrio ou comprimento da ligagáo e a, a chamada constante de Madelung , depende da estrutura do 
cristal, como será discutido no Capítulo 10. No caso do KC1, a = 1,75. A Tabela 9-2 mostra os valores de E d e r 0 para várias 
moléculas iónicas no estado gasoso. 

Um comentário final a respeito da ligagáo iónica: para a maioria das moléculas da Tabela 9-2, a ligagáo náo é 
exclusivamente iónica. Como veremos na próxima segáo, urna ligagáo pode ser parcialmente iónica e parcialmente covalente. 











Tabela 9-2 Energía de dissociagáo E d e distáncia de equilibrio r 0 para várias moléculas iónicas* no estado gasoso 


Molécula Energía de dissociagáo (eV) Distáncia de equilibrio (nm) 


NaCI 

4,27 

0,236 

NaF 

5,34 

0,193 

NaH 

1,92 

0,189 

NaBr 

3,81 

0,250 

LiCI 

4,86 

0,202 

LiH 

2,47 

0,159 

Lil 

3,58 

0,239 

KCI 

4,49 

0,267 

KBr 

3,94 

0,282 

RbF 

5,12 

0,227 

RbCI 

4,43 

0,279 

Csl 

3,50 

0,332 


*As duas moléculas formadas por um átomo de metal alcalino e um átomo de hidrogénio podem parecer estranhas, 
mas o hidrogénio, como alguns outros elementos, pode formar tanto íons positivos como íons negativos. A energía de 
ionizagáo do H é 13,6 eV; a afinidade eletrónica é 0,75 eV. 

Fonte : Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical Rubber Co., 2009.) 


9-2 A Ligagáo Covalente 

Um mecanismo totalmente diferente é responsável pela formagáo de moléculas como H 2 , N 2 , H 2 0 e CO e também contribui 
para a energia de ligagáo de muitas das moléculas da Tabela 9-2. Se calculamos a energía necessária para formar os íons H + e 
FT pela transferencia de um elétron de um átomo de hidrogénio para outro, veremos que essa energia é de mais de 12 eV. 
Somando esta energia á energia eletrostática (que deve incluir a repulsáo dos núcleos), constatamos que náo existe nenhuma 
distáncia para a qual a energia total seja negativa. A conclusáo é que a ligagáo entre os átomos na molécula de H 2 náo pode ser 
de natureza iónica. Na verdade, a atragáo entre os átomos de hidrogénio se deve a um efeito quántico. A redugáo de energia que 
ocorre quando dois átomos de hidrogénio se aproximam resulta do compartilhamento dos elétrons pelos dois núcleos e está 
intimamente ligada ás propriedades de simetría das fungóes de onda dos elétrons. Podemos compreender melhor o fenómeno 
examinando primeiro um problema mais simples da mecánica quántica: o de dois pogos finitos quadrados unidimensionais. 

Considere primeiro um único elétron que pode ser encontrado nos dois pogos com a mesma probabilidade. Se os pogos sáo 
exatamente iguais, a fungáo |¥| 2 é simétrica em relagáo ao ponto médio do sistema. Isso significa que a fungáo ¥ é simétrica ou 
antissimétrica em relagáo ao mesmo ponto. As duas possibilidades estáo ilustradas na Figura 9-3, supondo que o elétron se 
encontra no estado fundamental. Anteriormente, náo fizemos nenhuma distingáo entre as duas possibilidades ao somarmos 
fungóes de onda porque as energías e as densidades de probabilidade |¥| 2 sáo iguais para as fungóes simétrica e antissimétrica 
quando os pogos estáo muito afastados um do outro. A Figura 9-4 mostra o que acontece quando os dois pogos estáo próximos: 





as fungóes de onda dos dois pogos se superpóem parcialmente e as fungóes de onda totais sao bem diferentes nos dois casos. 


(a) 


ib) 




(?) 




FIGURA 9-3 ( a ) Dois pogos quadrados muito afastados um do outro. A fungáo de onda do elétron pode ser (b) simétrica ou ( c ) 
antissimétrica. As densidades de probabilidade e energias sao iguais para as duas fungoes de onda. 
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FIGURA 9-4 Fungoes de onda simétrica e antissimétrica para dois pogos quadrados próximos um do outro. Nesse caso, as densidades de 
probabilidade e energias sao diferentes para as duas fungoes de onda. A amplitude da fungáo de onda (e a densidade de probabilidade) na 
regiáo entre os pogos é maior para a fungáo de onda simétrica que para a fungáo de onda antissimétrica. 

Observe que a probabilidade de encontrar o elétron na regiáo entre os pogos é muito maior para a fungáo simétrica do que para a 
fungáo antissimétrica. No caso limite de urna distancia nula entre os pogos, a fungáo de onda simétrica tende para a fungáo 
de onda do estado fundamental de urna partícula em um pogo de largura dupla e a fungáo de onda antissimétrica tende para a 
fungáo de onda do primeiro estado excitado do mesmo pogo; assim, a energía de é menor que a de W A . Existem duas 
conclusóes importantes a tirar desta discussáo: 

1. As energias dos estados e que inicialmente eram iguais, tomam-se diferentes quando a distancia entre os pogos 
diminuí. 

2. A fungáo de onda do estado simétrico tem valores maiores na regiáo entre os pogos do que a fungáo de onda do estado 
antissimétrico. 

Considere agora o que acontece quando acrescentamos ao sistema um segundo elétron. A fungáo de onda total dos dois 
elétrons deve ser antissimétrica em relagáo á permuta dos elétrons, já que os elétrons sáo férmions e, portanto, obedecem ao 
principio de exclusáo de Pauli. Observe que permutar os elétrons equivale a permutar os pogos, ou seja, para um sistema de 
duas partículas, a simetría de cambio é equivalente á simetría espacial. Os dois elétrons ocupam, portanto, o estado 
espacialmente simétrico se os spins estiverem antiparalelos {S = 0) e o estado espacialmente antissimétrico se os spins estiverem 
paralelos ( S= 1). 

O Ion H + 2 

Vamos considerar agora um sistema real com um elétron, o ion da molécula de hidrogénio H + 2 . O pogo de potencial duplo 
formado pelos dois prótons está ilustrado (em urna dimensáo) na Figura 9-5. O operador hamiltoniano (usado para calcular a 
energia total) do sistema é dado por (veja a Equagáo 6-51 e a Figura 9-5 b): 













No estado fundamental, a fungáo de onda do átomo de hidrogénio é proporcional a e ~ r/a °. Em nosso modelo unidimensional, 
essa expressáo assume a forma e~^ la °. A Figura 9-6 mostra as combinagóes simétrica e antissimétrica para dois valores da 
distancia entre os prótons. No caso geral, 


’l’s = í—VV'i'.ooCr,) + v m {r 2 )) 

\V2/ 

e 

'K = (-Wjet'.ooM - ^,oo(r 2 )) 

Os resultados sao semelhantes ao caso dos pogos quadrados: ¥^ tem valores maiores do que na regiáo entre os prótons. 
Apenas no caso em que a fungáo de onda (e, portanto, a densidade de probabilidade) tem valores elevados perto do centro da 
molécula é que esperamos que se forme urna ligagáo molecular estável. É a concentragáo de cargas negativas entre os prótons, 
no caso de ¥$, que mantém os prótons unidos. Sendo assim, nao esperamos que existam moléculas estáveis com elétrons no 
estado ¥ 4 . Esta conclusáo pode ser demonstrada matemáticamente resolvendo a equagáo de Schródinger para o H + 2 e 
calculando as energías dos dois estados. 

Como o cálculo é complicado, vamos nos limitar a descrever como a energía da molécula varia com a distancia r entre os 
prótons. Na situagáo da Figura 9- 6 a, com os prótons muito afastados, a energía dos elétrons é -13,6 eV. A energía potencial U p 
(repulsáo) dos prótons pode ser desprezada para grandes valores de r; além disso, como existe apenas um elétron, a repulsáo 
pelo principio de exclusáo é nula. Quando os prótons estáo próximos, como na Figura 9-66, U p aumenta e a energia do elétron 
diminuí, já que o elétron é atraído mais fortemente pelos prótons. Considere o que acontece com a energia do elétron quando a 
distancia entre os prótons continua a diminuir. Quando r —► 0, a fungáo de onda do elétron tende para a fungáo de onda de um 
átomo com Z = 2.0 valor da fungáo de onda simétrica ¥^ é máximo em r = 0 e, portanto, a fungáo corresponde ao estado Is (o 
estado fundamental) do átomo. Como vimos (Equagáo 7-25), a energia correspondente é dada por E x = -13,6Z 2 /^ 2 = -54,4 eV. 
Chamando de E s a energia associada á fungáo de onda ¥$, temos: E s = -13,6 eV para r — > 00 e E s = -54,4 eV para r — > 0. A 
fungáo antissimétrica ¥4 é nula para r = 0, que corresponde ao estado 2 p (primeiro estado excitado) do átomo com Z = 2, já que 
este é o estado de menor energia com urna fungáo de onda que se anula em r = 0 (veja a Equagáo 7-26 e a Tabela 7-2). A 
energia deste estado é E 2 = -13,6Z 2 /n 2 = -13,6 eV. Chamando de E A a energia associada á fungáo de onda ¥^, temos: E A = 
-13,6 eV para r - 00 (neste limite, |¥ 5 | 2 e |¥^| 2 sáo iguais) e E Á = -13,6 para r - 0. A Figura 9-7 mostra a variagáo de E s e E A 
com a distáncia r entre os dois prótons. 



--r 0 -- 

FIGURA 9-5 (a) Potencial eletrostático a que é submetido um elétron na presenga de dois prótons separados por urna distáncia r 0 . A 
curva cheia representa o potencial total em um modelo unidimensional. Os círculos com um sinal positivo mostram as posigoes dos 
prótons. ( 6 ) Definigáo de r x e r 2 . 











FIGURA 9-6 Fungoes de onda unidimensionais simétrica e antissimétrica do elétron ( a ) para dois prótons relativamente distantes e ( b ) 
para dois prótons relativamente próximos, (c) Densidades de probabilidade para o caso ( b ). O número de pontos em tomo dos prótons é 
proporcional á densidade de probabilidade. 




































FIGURA 9-7 Variagáo da energía potencial do ion H + 2 com a distancia entre os prótons, para duas simetrías da fungáo de onda do 
elétron. 

A energía potencial U p associada á repulsáo entre os prótons é dada, naturalmente, por U p = ke 2 /r. A energía total do ion H + 2 
é, portanto, U p + E s ou U p + E A , dependendo do estado ocupado pelo elétron. Como se pode ver na Figura 9-7, apenas urna 
dessas fungóes possui um mínimo e pode, portanto, estar associada a urna molécula estável. A fungáo energía potencial iúotai = 
U p + Es tem um mínimo em r = 0,106 nm. Isso significa que o ion H + 2 é estável, com urna distancia de equilibrio r 0 = 0,106 nm 
e urna energia de ligagáo E ioi Jp —>00)- E tota i(r 0 ) = -13,6 - (-16,3) = 2,7 eV. Por outro lado, a fungao energía potencial E t ota i = 
U p + E a nao possui um mínimo; assim, a fungao antissimétrica, como já esperávamos, nao pode estar associada a urna molécula 
estável. Urna ligagáo do tipo que existe no ion H + 2 tende a ser instável, a menos que os núcleos tenham a mesma carga elétrica. 


A Molécula de H 2 

A formagáo da molécula de H 2 é muito semelhante á do ion H + 2 . Podemos pensar na molécula como constituida por dois átomos 
de hidrogénio no estado fundamental. Os elétrons desses átomos estáo em orbitais 1 do tipo 1 s, isto é, estados cuja fungao de 
onda espacial é ¥ 100 , com urna energia de -13,6 eV; assim, a energia total do sistema para grandes distancias entre os átomos 
(isto é, para r —> 00) é -27,2 eV. Quando os átomos se aproximam, as fungóes de onda comegam a se superpor, como mostram 
as Figuras 9 -6a e 9 -6b, e os dois elétrons passam a ser compartilhados pelos dois átomos (prótons). Como vimos, as duas 
fungóes de onda podem se combinar para produzir urna fungao de onda simétrica ¥$, que pode estar associada a urna molécula 
estável de H 2 , ou urna fungao de onda antissimétrica ¥^, que nao pode estar associada a urna molécula estável. Como a fungao 
de onda total ¥ deve ser antissimétrica em relagáo á permuta dos elétrons, a fungao de onda espacial ¥ 5 - (= RY n {Y im ) deve estar 
associada a urna fungao de onda de spin Xa (veja a Segáo 7-6). Assim, ¥5 está em um estado singleto (S = 0) e ¥^ está em um 
estado tripleto (S = 1). 
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FIGURA 9-8 ( a ) A diferenga de energia entre os dois níveis de um sistema formado por dois átomos de hidrogénio é praticamente nula 
quando os átomos estáo muito distantes, mas passa a ser significativa quando os átomos estáo próximos. ( b ) Energia potencial de dois 
átomos de hidrogénio em fungáo da distancia entre os átomos. A energia éU p + E s para a fungáo de onda simétrica (orbital ligante) qU p + 
E a para a fungáo de onda antissimétrica (orbital antiligante). As duas energías tendem a +00 quando a distancia entre os átomos tende a 0. 


Existe urna diferenga entre a molécula de H 2 e o ion H + 2 que precisa ser explicada. Da mesma forma que o H + 2 , a molécula 
de H 2 possui dois estados moleculares cuja energia para grandes valores de r, como vimos, é -27,2 eV. Quando r é pequeño, a 
molécula continua a ter dois estados, mas existe urna diferenga de energia entre eles, como mostra a Figura 9-8 a. Como no caso 
anterior, o estado de menor energia, E s , está associado a ¥$, a fungáo de onda da molécula estável, também conhecida como 
orbital ligante. O estado de maior energia, E Á , está associado á fungáo de onda ¥^, que náo produz urna molécula estável e 
também é conhecida como orbital antiligante. A diferenga é que agora existem dois elétrons cuja densidade de probabilidade é 
elevada na regiáo entre os prótons, ambos no orbital ¥$. Como os elétrons obedecem ao principio de exclusáo, os spins dos dois 
elétrons devem estar antiparalelos (S = 0). Assim, um orbital molecular, como um orbital atómico, náo pode ser ocupado por 
mais de dois elétrons. No caso do H 2 , os dois elétrons ocupam o orbital ligante. Como os dois elétrons estáo em estados s, 
dizemos que na molécula de H 2 existe urna ligagáo s. 

A Figura 9-8 b mostra a variagáo das energías da fungáo de onda ligante e da fungáo de onda antiligante com a distáncia r 
entre os dois prótons. A energia correspondente a ¥ 5 -, o orbital ligante, tem um mínimo de E = -31,7 eV para r = 0,074 nm, ou 












seja, a distancia de equilibrio neste caso é r 0 = 0,074 nm, e a energia de ligagáo é E(r —> oo) - E(r 0 ) = -27,2 -(-31,7) = 4,5 eV. 
O efeito da adigáo do segundo elétron ao ion H + 2 para formar urna molécula de H 2 se toma evidente quando comparamos as 
Figuras 9-7 e 9-8 b. O aumento da concentragáo de cargas negativas entre os íons toma a ligagáo mais forte, fazendo com que a 
energia de ligagáo aumente de 2,7 eV para 4,5 eV e a distancia de equilibrio diminua em 30%. É o compartilhamento dos 
elétrons externos, ou de valencia, como no exemplo da molécula de H 2 , que caracteriza urna ligagáo do tipo covalente. O 
requisito básico para que urna ligagáo covalente se forme é que exista urna grande superposigáo entre as fungóes de onda dos 
átomos participantes. Ao contrário do que acontece no caso do ion H + 2 , a ligagáo covalente de urna molécula náo se toma mais 
fraca quando os núcleos náo sáo iguais. 2 

Podemos compreender agora por que tres átomos de H náo se unem para formar urna molécula de H 3 . Se um terceiro átomo 
de H se aproxima de urna molécula de H 2 , como o terceiro elétron náo pode ocupar o estado Is e fícar com o spin antiparalelo 
aos outros dois elétrons, tem que ocupar um orbital de maior energia, do tipo antiligante. Em outras palavras, quando o terceiro 
átomo se aproxima, o terceiro elétron é forgado para um estado de energia mais alta pelo principio de exclusáo. A ligagáo entre 
os átomos de hidrogénio na molécula de H 2 é chamada de ligagáo saturada porque náo há lugar para mais um elétron. Os dois 
elétrons que estáo sendo compartilhados ocupam os estados \s dos dois átomos. Esta é a razáo pela qual ligagóes covalentes que 
envolvem tres (ou mais) elétrons sáo normalmente instáveis. Entretanto, convém chamar a atengáo para o fato de que o ion H + 3 
(que contém apenas dois elétrons) é estável. Descoberto por J. J. Thomson em 1911, este, o mais simples dos íons poliatómicos, 
é responsável por importantes linhas espectrais estudadas pelos astrofísicos e serve de referencia para os cálculos teóricos de 
química quántica. 

Embora a “molécula” H 3 náo seja estável, o ion H + 3 é estável! Descoberto por J. J. Thomson em 1911 e desprovido de 
um estado excitado estável, o H + 3 já foi usado para estudar a atmosfera de Júpiter e serve de referencia para os 
cálculos teóricos de química quántica. 

Agora deve estar claro por que dois átomos de He náo se unem para formar urna molécula de He 2 : os átomos de hélio náo 
possuem elétrons de valencia para compartilhar. Quando dois átomos de He se aproximam um do outro, os orbitais moleculares 
ligante e antiligante se formam, como na molécula de H 2 ; entretanto, como cada orbital pode acomodar apenas dois elétrons 
(com spins antiparalelos), dois dos quatro elétrons do sistema He 2 náo podem permanecer no estado ls, mas devem passar para 
um orbital de maior energia, do tipo antiligante. O resultado é que os dois átomos de He náo formam urna ligagáo estável. Em 
baixas temperaturas e altas pressóes, os átomos de He se unem, mas a ligagáo náo é do tipo covalente e sim do tipo dipolo- 
dipolo, que será assunto da Segáo 9-3. Essa ligagáo é táo fraca que o He ferve a 4,2 K á pressáo atmosférica; além disso, para 
que se solidifique, mesmo a temperaturas próximas do zero absoluto, é preciso que a pressáo seja maior do que 20 atm. 

Covalente ou iónica? 

Quando urna molécula é formada por dois átomos iguais, como as moléculas de H 2 , N 2 e 0 2 , a ligagáo é puramente covalente. 
Como as fungóes de onda dos dois átomos sáo exatamente iguais, nenhum dos átomos assume urna posigáo dominante e os 
elétrons sáo compartilhados igualmente. Por outro lado, quase todas as ligagóes entre átomos diferentes sáo misturas de ligagáo 
iónica e ligagáo covalente. Mesmo no NaCl, existe urna probabilidade finita de que o elétron doado pelo átomo de sodio ao 
átomo de cloro seja encontrado ñas proximidades do átomo de sodio, já que a fungáo de onda náo se anula totalmente nessa 
regiáo. Assim, este elétron é compartilhado e forma urna ligagáo covalente, embora esta ligagáo constitua apenas urna pequeña 
parte da ligagáo total, que é predominantemente iónica. 

Moléculas de fullereno com ligagóes covalentes podem formar nanotubos, ou seja, tubos com um diámetro da ordem 
de nanómetros. Esses tubos, quando dopados com urna pequeña concentragáo de impurezas, podem se tornar 
supercondutores (veja a Segáo 10-8). 

O grau de ionicidade de urna ligagáo pode ser determinado a partir do valor do momento dipolar elétrico da molécula. Por 
exemplo, se a ligagáo no NaCl fosse puramente iónica, o centro das cargas positivas estaría no ion Na + e o centro das cargas 
negativas estaría no ion CE. Nesse caso, o módulo do momento dipolar elétrico seria dado por 

fónico = er 0 9-3 

em que r 0 é a distáncia de equilibrio entre os íons. Assim, o momento dipolar do NaCl seria 

/'iónico = er 0 = {1,60 X 1(T I9 C)(2,3Ó x lO" 10 ni) 

= 3,78 X ICT 29 C ■ ni 

O valor experimental do momento dipolar elétrico do NaCl é 


p = 3,00 X 10 29 C * OI 

Quando a ligagáo é puramente covalente, o momento dipolar elétrico da molécula é zero; assim, podemos definir o grau de 
ionicidade de urna ligagáo como a razáo entre p GXV e /? ion . No caso do NaCl, a razáo é 3,00/3,78 = 0,79. A ligagáo do NaCl é, 
portanto, 79% iónica e 21% covalente. 




EXEMPLO 9-3 


_Tipo de Ligagáo do LiH O valor experimental do momento dipolar elétrico do LiH é 1,96 x 1(T 29 C • m. De 

acordo com a Tabela 9-3 (veja a Leitura Suplementar Outras Ligagoes Covalentes , disponível no site da LTC Editora para este livro 
na Internet), a molécula é parcialmente covalente. Qual é o grau de covaléncia da ligagáo do LiH? 


SOLUQÁO 

De acordo com a Tabela 9-3, a distancia de equilibrio do LiH é 0,159 nm. Se a ligagáo fosse puramente iónica, o momento dipolar 
elétrico p lon seria 


/> iünKO = (1,60 X 10 -J? C)(0,1 59 X 10-* m) 

= 2,54 X ¡0~ 29 C * ni 

O grau de ionicidade da ligagáo é 1,96/2,54 = 0,77; assim, a molécula de LiH é apenas 23% covalente. 



Leitura Suplementar 

Além da molécula de H 2 , existem muitas outras moléculas com ligagoes covalentes ñas quais sao 
compartilhados pares de elétrons s, elétrons sepe pares de elétrons p. Urna classe importante é a das 
ligagoes sp híbridas, que estáo presentes ñas ligagoes que envolvem átomos de carbono com outros 
átomos. Vários outros exemplos, como o dos fullerenos, sao apresentados na Leitura Suplementar Outras 
Ligagoes Covalentes , disponível no site deste livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 9- 
4 e 9-5, as Tabelas 9-3 a 9-6 e as Figuras 9-9 a 9-17. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
9-3 Outros Tipos de Ligagáo 


Os dois tipos de ligagáo que discutimos até agora, iónica e covalente, sao responsáveis pela formagáo da maioria das 
moléculas. Como veremos no Capítulo 10, os mesmos mecanismos sao frequentemente responsáveis pela combinagáo de átomos em 
maior escala para formar sólidos. Dois outros tipos de ligagoes sao observados nos sólidos. Um desses tipos, a ligagáo molecular ou 
ligagáo dipolo-dipolo , também é responsável pela formagáo de grandes moléculas a partir de moléculas menores, e será discutido 
nesta segáo. O segundo tipo, a ligagáo metálica , está presente nos sólidos metálicos e náo é observado em moléculas. Por esse 
motivo, vamos adiar a discussáo da ligagáo metálica para o Capítulo 10. 


Ligagáo Dipolo-Dipolo 

Em 1873, J. D. van der Waals 5 sugeriu que duas moléculas próximas urna da outra estariam sempre sujeitas a urna forga atrativa de 
natureza eletrostática. Átomos que náo formam ligagoes iónicas ou covalentes também sofrem este tipo de interagáo eletrostática. O 
resultado é que, em temperaturas suficientemente baixas para que os efeitos da agitagáo térmica possam ser desprezados, todas as 
substancias passam para a fase líquida e depois para a fase sólida. (A única excegáo, como já dissemos, é o hélio, que náo se solidifica 
quando submetido a sua própria pressáo de vapor, seja qual for a temperatura.) Esta interagáo intermolecular resulta da atragáo 
eletrostática de dipolos elétricos. 

As ligagoes dipolo-dipolo sao responsáveis pela agáo da maioria dos adesivos. As patas das lagartixas possuem milhares de 
pequeños pelos, com menos de 0,5 micrómetro de diámetro, que aderem a superficies através de torgas do tipo dipolo- 
dipolo, permitindo que os animáis caminhem em tetos e paredes. Os asteroides com menos de 100 m de diámetro, formados 
de poeira, sao pequeños demais para serem mantidos coesos pela forga gravitacional; o que evita que os graos de poeira se 
dispersem é a interagáo dipolo-dipolo. 

A Figura 9-18¿z mostra o campo elétrico produzido por um dipolo elétrico. O campo elétrico produzido pelo dipolo no ponto A 
é dado por 
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FIGURA 9-18 (a) Campo elétrico em um ponto A sobre urna reta perpendicular ao eixo de um dipolo elétrico p\ = qa. ( b ) O campo age 
sobre um segundo dipolo p 2 , orientando-o ao longo das linhas de campo. A forga exercida por p\ sobre urna carga isolada é proporcional a 1/r 3 . 


no qual p\ = qa é o módulo do momento dipolar elétrico. 6 Assim, o campo elétrico produzido pelo dipolo e a forga exercida por este 
sobre urna carga elétrica diminuem com o cubo da distancia, mais rápidamente, portanto, que a forga eletrostática associada ás 
ligagóes iónicas e covalentes, que diminui com o quadrado da distancia. Em outras palavras, a forga exercida por um dipolo qa em 
urna carga de teste é menor que a forga exercida por urna carga q situada á mesma distancia. A forga exercida pelo dipolo pi sobre as 
cargas de um segundo dipolo P 2 que esteja ñas vizinhangas de pi faz com que P 2 se oriente ao longo das linhas de forga de pi, como 
mostra a Figura 9-18Ú. 

A energia potencial do segundo dipolo P 2 no campo de pi é dada por 

u= -p 2 *E¿ 9-8 

e, como Ej é proporcional a 1/r 3 , a forga elétrica F (= ir) entre dois dipolos permanentes é proporcional a 1/r 4 . Assim, a forga é 
atrativa (F é negativa), relativamente fraca e de curto alcance. 


Moléculas Polares 

Nao é difícil compreender por que as moléculas que possuem momentos dipolares elétricos permanentes (as chamadas moléculas 
polares , como H 2 0 e NaCl) atraem outras moléculas polares. Considere, por exemplo, a molécula de H 2 0. Embora a molécula seja 
eletricamente neutra, as ligagóes entre o átomo de oxigénio e os átomos de hidrogénio sao parcialmente iónicas e os elétrons tendem a 
se concentrar ñas vizinhangas do átomo de oxigénio, que se comporta como a extremidade negativa de um dipolo; os dois prótons se 
comportam como a extremidade positiva. Existe, portanto, urna atragáo elétrica entre a molécula e outras moléculas próximas que 
resulta em urna energia potencial dada pela Equagáo 9-8 (veja a Figura 9-19). Assim, pares de moléculas polares tendem a se 
aproximar, diminuindo a energia potencial do sistema, até que os efeitos combinados da repulsáo dos núcleos e do principio de 
exclusáo produzem um mínimo da energia potencial total semelhante ao que aparece ñas Figuras 9-2 e 9-8 b. No caso de E^O, a 
energia de ligagáo resultante é aproximadamente 0,5 eV por molécula. Embora este valor corresponda a apenas 10% da energia da 
ligagáo H-OH em urna molécula de água, é a forga dipolo-dipolo que faz com que as moléculas de H 2 0 se condensem para formar 
gelo e é responsável em parte pela bela simetría hexagonal dos flocos de neve (Figura 9-19c). 

Quando as ligagóes dipolo-dipolo entre moléculas que possuem momentos dipolares permanentes envolvem o hidrogénio, como 
no caso da água, a ligagáo é conhecida como ponte de hidrogénio. A ponte de hidrogénio tem urna grande importancia na biología, já 
que é responsável pelas ligagóes que dáo forma ás proteínas e outras moléculas orgánicas de grande porte. As duas cadeias da 
molécula de DNA, por exemplo, sáo mantidas unidas por pontes de hidrogénio. O fato de que as pontes de hidrogénio sáo mais fracas 
que as ligagóes iónicas e covalentes que existem ao longo de cada cadeia permite que as duas cadeias se separem durante o processo 
de replicagáo do DNA. Note que a ponte de hidrogénio pode ser vista como o compartilhamento de um próton por dois átomos 
negativamente carregados, que, no caso da água, sáo átomos de oxigénio (veja a Figura 9-19). De certa forma, este processo é 
semelhante ao compartilhamento de elétrons que dá origem á ligagáo covalente. A formagáo de ligagóes através do mecanismo da 
ponte de hidrogénio é facilitada pela pequeña massa do próton e pela auséncia de elétrons em tomo do núcleo além do elétron de 
valéncia. 
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FIGURA 9-19 (a) Representado esquemática de quatro moléculas de F^O. Os momentos dipolares permanentes das moléculas de água estáo 
indicados pelos vetores p. ( b ) As quatro moléculas de água representadas na forma de dipolos elétricos. Observe que a forga atrativa dipolo- 
dipolo tende a alinhar os dipolos de tal forma que os vizinhos mais próximos de urna carga elétrica sao cargas do sinal oposto. ( c ) A ligagáo 
dipolo-dipolo é responsável pela formado de ñocos de neve como o que aparece na ilustrado. 



Moléculas Apolares 

Urna molécula apolar pode ser polarizada pelo campo de urna molécula polar e adquirir um momento dipolar induzido, que faz com 
que seja atraída pela molécula polar. Se P 2 da Figura 9-186 é um dipolo induzido, 

]h - 9-9 

em que a é urna constante característica da molécula apolar, conhecida pelo nome de polarizabilidade. Neste caso, esperamos que a 
energía potencial da interagáo seja proporcional a 1/r 6 , já que, de acordo com as Equaqoes 9-8 e 9-9, 

U = -p 2 * E, = -oíE¡ = -otk 2 p¡/r 6 9-10 

Mais urna vez, a energía é negativa e, portanto, a forca entre os dipolos é atrativa. A forca F = ~^U/^r é, portanto, proporcional a 1/r 7 , 
ou seja, tem um alcance muito limitado, pois diminuí rápidamente com a distancia r. Assim, por exemplo, quando a distancia entre 
duas moléculas é multiplicada por 2, a forqa de atraqáo cai para 0,8% do valor original. 

A principio talvez pareqa estranho, mas duas moléculas apolares podem se atrair através do mecanismo que acabamos de 
descrever. Isso acontece porque, embora o valor medio do momento dipolar de urna molécula apolar, p, seja nulo, o valor medio do 
quadrado do momento dipolar, p 2 é diferente de zero, já que os elétrons estáo em movimento e a cada instante existe um pequeño 
excesso ou deficiencia de elétrons em urna parte ou outra da molécula. As medidas que realizamos em laboratorio fomecem o valor 
médio (zero) e nao o valor instantáneo do momento. Quase sempre, o valor instantáneo do momento dipolar de urna molécula apolar 
tem um valor diferente de zero. Quando duas moléculas apolares se aproximam urna da outra, as flutuaqoes dos momentos dipolares 
das duas moléculas tendem a se sincronizar, o que produz urna forqa atrativa, como mostra a Figura 9-20. A energía potencial é dada 
pela Equaqáo 9-10; portanto, a energía potencial é proporcional a 1/r 6 e a forqa de atraqáo é proporcional a 1/r 7 . Esta forqa de atraqáo 
entre moléculas apolares é conhecida como forqa de van der Waals 1 ou, ocasionalmente, como forqa de dispersáo de London , em 
homenagem a Fritz London, o físico alemáo que explicou o mecanismo desta interaqáo em 1930. 
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FIGURA 9-20 A distribuigáo média de carga ñas moléculas apolares é simétrica, como no par de moléculas que aparece no alto da figura. 
Entretanto, flutuagóes da distribuigáo de elétrons sao assimétricas e tendem a estar correlacionadas á distribuigáo de carga ñas moléculas 
próximas, como nos outros tres exemplos. Esta correlagáo dá origem a urna forga atrativa proporcional a 1/r 7 que tende a aproximar as 
moléculas. 


Como foi sugerido por van der Waals, todas as moléculas estáo sujeitas ás forgas dipolo-dipolo (na verdade, pode-se dizer o 
mesmo dos átomos). Sao as únicas forgas presentes no caso dos gases raros, sem as quais os átomos desses elementos nao poderiam 
se condensar para formar líquidos e sólidos. (A única excegáo é o He, cuja energia de ponto zero é maior que o mínimo da energia 
potencial resultante da forga dipolo-dipolo e da repulsáo dos núcleos.) As forgas dipolo-dipolo, embora relativamente fracas, sao 
também responsáveis pelos fenómenos do atrito e da tensáo superficial. 


EXEMPLO 9-4 


_Cálculo de Pontos de Ebuligáo Relativos Os químicos e biólogos calculam os pontos de ebuligáo relativos 

dos compostos com base ñas interagoes dipolo-dipolo. A Figura 9-21 a mostra tres formas estruturais da molécula de diclorobenzeno 
(DCB), C 6 H 4 CI 2 . A forma o-DCB é um cupinicida; m-DCB é um solvente orgánico; />-DCB é um pesticida e serve de base para 
alguns desodorantes, (a) Dos compostos o-DCB e m- DCB, qual possui o maior ponto de ebuligáo? ( b ) Dos compostos o-DCB e p- 
DCB, qual possui o maior ponto de ebuligáo? 


SOLUQÁO 

As moléculas que possuem momentos dipolares permanentes interagem através de forgas dipolo-dipolo; quanto maiores os momentos 
dipolares, mais forte é a interagáo (veja as Equagóes 9-7 e 9-8). Na Figura 9-21Ú, os momentos dipolares das ligagoes C-Cl estáo 
representados por setas. 

( 1 a ) Os momentos dipolares das moléculas de o-DCB e m-DCB aparecem nos diagramas vetoriais da Figura 9-21 b. Como o módulo do 
momento dipolar do o-DCB é maior que o momento dipolar do m- DCB, o ponto de ebuligáo do o-DCB é maior que o ponto de 
ebuligáo do m-DCB. (A Tabela 9-7 mostra os valores experimentáis dos pontos de ebuligáo das tres formas estruturais do DCB.) 
(b) Os momentos dipolares das moléculas de o-DCB e />-DCB aparecem nos diagramas vetoriais da Figura 9-21 b. No caso do j^-DCB, 
os momentos dipolares das ligagoes C-Cl se cancelam e o momento total é zero, ou seja, o />-DCB é urna molécula apolar. Como 
o momento dipolar do o-DCB é diferente de zero e o momento dipolar do p-DCB é zero, o ponto de ebuligáo do o-DCB é maior 
que o ponto de ebuligáo do /?-DCB. 
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FIGURA 9-21 (a) Formas estruturais do diclorobenzeno, C 6 H 4 CI 2 . (b) Momentos dipolares das ligagdes C-Cl. 


Tabela 9-7 Momentos Dipolares do DCB 

Composto 

Momento dipolar C ■ m 

Ponto de ebuligáo (°C) 

Ponto de fusáo (°C) 

orfo-DCB 

8,35 X 10 - 30 

180 

-17 

meía-DCB 

5,74 x 10 “ 30 

173 

-25 

para-DCB 

0 

174 

53 

Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical Rubber Co., 2009.) 


Exercícios 

1. Por que a distancia entre dois prótons é maior no ion H + 2 que na molécula de H 2 ? 

2. A molécula de NaCl é polar ou apolar? 

3. A molécula de N 2 é polar ou apolar? 

4. Por que urna ligagáo do tipo que existe entre dois íons H + 2 tende a ser instável, a menos que os dois núcleos tenham a mesma 
carga positiva? 

5. O neónio existe na natureza como Ne ou como Ne 2 ? Por qué? 


9-4 Níveis de Energía e Espectros de Moléculas Diatómicas 

Como os átomos, as moléculas emitem radiagáo eletromagnética ao sofrerem transigóes de estados excitados para estados de 
menor energia. As moléculas também sao capazes de absorver radiagáo e passar para estados de maior energia. O estudo dos 
espectros de emissáo e absorgáo fomece informagoes importantes a respeito dos níveis de energia das moléculas. Neste livro 
estudaremos apenas os espectros de moléculas diatómicas, que sao os mais fáceis de analisar, mas os espectros de moléculas 
maiores podem ser analisados usando técnicas semelhantes. 

Como seria de se esperar, os níveis de energia das moléculas sao ainda mais complexos que os dos átomos. A energia de 
urna molécula pode ser dividida em tres partes: a eletrónica, associada á excitagáo dos elétrons; a vibratoria, associada ás 







oscilagóes dos átomos; e a rotacional, associada á rotagáo da molécula em tomo de um eixo passando pelo centro de massa. 
Felizmente, as ordens de grandeza dessas energías sao táo diferentes que podemos tratá-las separadamente. Como acontece nos 
átomos, os elétrons que fazem parte das moléculas podem ser excitados para estados de maior energía. Assim, por exemplo, o 
elétron 1 s de urna molécula de H 2 pode ser excitado para o estado 2p, emitindo um fóton ao voltar para o estado fundamental. 
As energías associadas ás excitagóes eletrónicas de urna molécula sao da ordem de 1 eV, como nos átomos. Já discutimos essas 
transigóes e nao há necessidade de voltarmos ao assunto; por isso, concentraremos a atengáo ñas energías de vibragáo e rotagáo, 
que sao 100 a 1000 vezes menores. 


Estados Rotacionais 


Classicamente, a energía de rotagáo de urna molécula é dada por 


E = 



(I*)' = l¿ 

21 21 


'>-11 


em que I é o momento de inércia, co é a velocidade angular de rotagáo e L = /cd é o momento angular. A solugáo da equagáo de 
Schródinger para a rotagáo de um corpo rígido leva á quantizagáo do momento angular, com valores dados por 


[} = £(£+ i)fia £ = 0, 1,2,... 9-12 


sendo l o número qudntico rotacional. Trata-se da mesma condigáo de quantizagáo do momento angular que é aplicada ao 
momento angular orbital do elétron em um átomo. Observe, porém, que a grandeza L que aparece na Equagáo 9-11 é o 
momento angular da molécula inteira em relagáo a um eixo passando pelo centro de massa. Os níveis de energía rotacionais de 
urna molécula sáo dados por 

f(£+im 2 

E= =í(f + l )E 0r t = 0,1,2.,,. 9-13 

¿ti 

em que E 0r é a energía rotacional característica da molécula, que é inversamente proporcional ao momento de inércia: 


£\ir = 


£ 

21 


9-14 


A Figura 9-22 mostra os níveis de energía rotacionais de urna molécula típica. Transigóes entre esses níveis dáo origem ao 
espectro rotacional puro de urna molécula. Embora todas as moléculas diatómicas possuam níveis de energia rotacionais, 
aquelas que náo possuem momentos dipolares permanentes (moléculas simétricas como o H 2 , o Cl 2 e o C0 2 ) náo podem emitir 
ou absorver radiagáo do tipo dipolo elétrico apenas mudando de estado rotacional e, portanto, náo apresentam um espectro 
rotacional puro. No caso das moléculas que possuem um dipolo elétrico permanente e apresentam um espectro rotacional puro, 
o número quántico t está sujeito á regra de selegáo A/ = ±1, como acontece com os elétrons de um átomo. A diferenga de 
energia entre estados rotacionais vizinhos é dada por 

[(«+l)(<+2)-í(« + l)]/i 2 (f+l)í J 

¿£í,í+i= Si = i 9 ' 15 
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FIGURA 9-22 Níveis de energia e transigóes permitidas para um corpo rígido em rotagáo, calculados usando a Equagáo 9-13. 












FIGURA 9-23 Molécula diatómica girando em tomo de um eixo que passa pelo centro de massa. 

A medida da energia rotacional de urna molécula a partir do espectro rotacional pode ser usada para determinar o momento de 
inércia da molécula, que, por sua vez, pode ser usado para calcular a distancia de equilibrio entre os átomos que compóem a 
molécula. O momento de inércia em relaqáo a um eixo passando pelo centro de massa de urna molécula diatómica (veja a 
Figura 9-23) é dado por 


/ = + m 7 r\ 

As distancias r x e r 2 entre os átomos e o centro de massa estáo relacionadas por meio da equaqáo m x r x = m 2 r 2 . Usando esta 
relaqáo e chamando de r 0 = r x + r 2 a distancia entre os átomos, podemos escrever: 


/ = jirg 9-16 

na qual q, a massa reduzida, é dada por: 

i 

tJL. = 9-17 

m, 4- m 2 

Quando as massas sao iguais (mi = m 2 ), como acontece ñas moléculas de H 2 e 0 2 , q = mi 2 e, portanto, 

/ = ]^mrl 9- 18 

Urna unidade de massa conveniente para estudos de física atómica e molecular é a unidade unificada de massa , definida como 
um doze avos da massa do átomo neutro de carbono 12 ( 12 C) e representada pela letra u. A massa de um átomo de 12 C é, 
portanto, 12 u. A massa de um átomo em unidades unificadas de massa é numéricamente igual á massa molar do átomo em 
gramas. As relaqóes entre a unidade unificada de massa, o quilograma e o elétron-volt sao as seguintes: 

, _ Ji _ itr 3 fcg 

’ N a 6,0221 X 10? 3 

= 1,6605 X 10 -27 kg = 931,5 X 10* eV 9-19 

Sendo N A o número de Avogadro. 


EXEMPLO 9-5 


Massa Reduzida de HCI Calcule a massa reduzida da molécula de HC1 em unidades unificadas de massa. 


SOLUQÁO 

1. A massa reduzida q é dada pela Equagáo 9-17: 


m x m 2 

(JL —---- 

m | + 

2. Consultando a tabela periódica na capa traseira intema do livro, vemos que a massa do átomo de hidrogénio é 1,01 u e a massa do 
cloro é 35,5 u. Substituindo esses valores na equagáo, temos: 













Observagáo: Note que a massa reduzida da molécula de HCl é menor que a massa do átomo de hidrogénio. 




EXEMPLO 9-6 


Distáncia de Equilibrio do CO A diferenga de energía A E entre os estados rotacionais ^ = 0 e ^ = 1 da 
molécula de CO pode ser determinada a partir do valor experimental do comprimento de onda da transido correspondente, X = 2,6 
mm. O valor calculado é A E = 4,77 x 10“ 4 eV. Determine a distáncia de equilibrio r 0 para a molécula de CO. 


SOLUQÁO 

1. A distáncia de equilibrio r 0 pode ser expressa em fungáo do momento de inércia por meio da Equagáo 9-16: 


/ = M OU r (> = yj 

2. A rclacao entre AE e / é dada pela Equacao 9-15: 


n. - . ¡L 

\i. 


a£ M+ i =--- ou / = 




t. M-l 


3. Fazendo f=0eA£ = 4,77 x 10 4 eV na equa?ao anterior, temos: 


/ = 


4,77 X KrW 

4. A massa reduzida da molécula de CO pode ser calculada com o auxilio da Equa£áo 9-17 e da tabela periódica: 


(12u)(16u) 

jjl =-= —7-—— — u 

m x + m 2 12u + 16u 

5. Substituindo I e ja por seus valores na equagáo do item (1), temos: 

^ = ( _ fi _y^ 2 

\4,77 X 10 -4 eV X 6,8611/ 

_ 1,055 X IQ- 34 _ 

[ (4,77 X 10 -4 eV) (1,60 X 10" 19 J/eV) (6,86 u) 
(1,66 X 10 -27 kg/u) ] 1/2 

r 0 = 0,133 nin 


As energías dos estados rotacionais sao muito menores que as energías dos estados eletrónicos, que sao da ordem de 1 eV ou 
mais. Assim, por exemplo, de acordo com a Equaqáo 9-14, a energía rotacional característica da molécula de 0 2 , cuja distáncia 
de equilibrio é 0,1 nm, é 2,59 x 10“ 4 eV. Os fótons associados as transiqóes entre estados rotacionais estáo na regiáo do 
infravermelho distante. Observe que as energías dos estados rotacionais também sao pequeñas em comparaqáo com a energia 
térmica kT de urna molécula á temperatura ambiente. Para T = 300 K, por exemplo, o valor de kT é 2,6 x 10~ 2 eV. Assim, á 
temperatura ambiente, urna molécula pode fácilmente ser excitada por colisóes com outras moléculas para níveis de energia 
rotacionais mais elevados, mas as mesmas colisóes nao tém energia suficiente para excitar os elétrons da molécula, que 
permanecem no estado fundamental. 
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FIGURA 9-24 (a) Os níveis de energía associados ás vibragoes moleculares estáo igualmente espadados ñas vizinhangas da distancia de 
equilibrio entre os átomos, (b) Comparado entre a energía potencial de um oscilador harmónico (linha tracejada) e a energía potencial da 
molécula de NaCl, que já foi mostrada na Figura 9-2 b (linha continua). 


Estados Vibracionais 

As energías vibracionais de urna molécula sao um pouco mais difíceis de estimar que as energías rotacionais. A análise do 
problema é facilitada pelo fato de que as funqóes de energia potencial das Figuras 9-2, 9-7 e 9-8 b podem ser aproximadas por 
parábolas ñas vizinhanqas do ponto de equilibrio (veja a Figura 9-24 tí). Assim, podemos usar os resultados do estudo do 
oscilador harmónico simples (Capítulo 6). Os níveis de energia sao dados por 

E v = (V + L fl)hf V = 0 , 1 , 2 , 3 , ... 9-20 

na qual / é a frequéncia de vibracao, e v é o número quántico vibracionais Urna propriedade interessante dos estados 
vibracionais é que o espaqamento entre os níveis de energia é constante, como mostra a Figura 9-24a; a distancia entre níveis 
vizinhos é dada por A£ v , V+1 = hf. A frequéncia de vibraqáo de urna molécula diatómica depende apenas das forqas exercidas 
pelos átomos um sobre o outro. Considere dois objetos de massas m\ e m 2 ligados por urna mola de constante elástica K. A 
frequéncia de oscilaqáo do sistema (veja a Seqáo 6-5) é dada por 

, 1 [K 

f %2Í 

em que [i é a massa reduzida dada pela Equaqáo 9-17. Assim, é possível determinar a constante elástica efetiva de urna 
molécula diatómica a partir da medida da frequéncia de oscilaqáo. 

É possível obter urna boa estimativa para/substituindo a funqáo energia potencial da molécula pela funqáo energia potencial 
de um oscilador harmónico, como mostra a Figura 9-24é, mas se estamos interessados apenas em urna estimativa grosseira, 
podemos aproximar o potencial por um poqo quadrado infinito (Figura 9-25). Nesse caso, de acordo com a Equaqáo 6-23, 
temos: 


2 Ir 7 4 T^h 2 ftr 

E„ = n ~ — t = n ——7 = n ~ -r 

tWifQ 2 mr§ 

na qual m é a massa reduzida da molécula e r 0 a distancia de equilibrio. Exceto pelo fator tt 2 /2 - 5 (e pelo fator n 2 ), esta 
expressáo é igual á da energia rotacional característica E 0r (veja as Equaqóes 9-14 e 9-18); assim, esperamos que as energías 
vibracionais sejam um pouco maiores que as energías rotacionais. 

Como a regra de seleqáo para transiqóes entre estados vibracionais (do mesmo estado eletrónico) exige que v varié de ±1, a 
energia de um fóton associado a esse tipo de transiqáo é hf, em que / é a frequéncia de vibraqáo. Para um valor experimental 
típico das transiqóes entre estados vibracionais, 5 x 10 13 Hz, a energia de vibraqáo é 




























Aproximaoáo de 



FIGURA 9-25 Potencial molecular (linha continua). O potencial do oscilador harmónico, usado para calcular os níveis de energia, e o 
potencial de um pogo quadrado, usado para estimar a ordem de grandeza dos níveis de energia, estáo indicados por linhas tracejadas. 


E~hf= (4,14 X 10" Js eV*s)(5 X 10 J3 s" 1 ) = 0,2 eV 

Assim, urna energia vibracional típica é cerca de 1000 vezes maior que a energia rotacional característica da molécula de 0 2 e 8 
vezes maior que a energia térmica á temperatura ambiente. Isso significa que, ao contrário do que acontece com os estados 
rotacionais, os estados vibracionais nao sao fácilmente excitados por colisóes á temperatura ambiente. 


EXEMPLO 9-7 


_Constante de Forga do CO O valor experimental da frequéncia vibracional do CO é 6,42 x 10 13 Hz. Qual é a 

constante elástica efetiva da molécula? 


SOLUQÁO 

1. A constante de forga K é dada pela Equagáo 9-21: 


f =- - 

1 2ir V (i 

2. A massa reduzida p da molécula de CO foi calculada no Exemplo 9-6: 

p = 6,86 u 

3. Explicitando K na equa£áo do item (1) e substituindo/e p por seus valores, obtemos: 


K = (2n/)V 

= (2ir x 6,42 y ]Q° Hz) 2 (6,&ó u)(l,Ó6 x HT 27 kg/o) 
= 1.86 X 10* N/m 


Espectros de Emissáo 

A Figura 9-26 mostra, de forma esquemática, alguns níveis eletrónicos, vibracionais e rotacionais de urna molécula diatómica. 
Os níveis vibracionais sao caracterizados pelo número quántico v e os níveis rotacionais pelo número quántico l. Os primeiros 
níveis vibracionais tém um espaqamento constante AE = hf. No caso dos níveis vibracionais de maior energia, a aproximaqáo do 
potencial molecular pelo potencial de um oscilador harmónico simples deixa de ser válida e o espaqamento entre os níveis nao é 
mais constante. Como se pode ver na Figura 9-25, o potencial molecular passa a variar mais lentamente com a distancia, e, 
portanto, o espaqamento entre os níveis se toma inversamente proporcional ao valor do número quántico v. Observe na Figura 
9-26 que as curvas de energia potencial que representam a forqa entre os dois átomos da molécula nao tém exatamente a mesma 
forma para o estado eletrónico fundamental e para o primeiro estado excitado. Isso significa que a frequéncia de vibraqáo / é 
diferente para diferentes estados eletrónicos. No caso de transiqóes entre estados vibracionais associados a diferentes estados 







eletrónicos, a regra de selegáo Av = ±1 nao precisa ser respeitada. Transigóes desse tipo resultara na emissáo de fótons na regiáo 
do espectro visível ou ñas proximidades. 

O espagamento dos níveis rotacionais aumenta com o valor de t. Como as energías de rotagáo sao muito menores que as 
energías vibracionais e as energías eletrónicas, as rotagóes aparecem nos espectros das moléculas como um desdobramento fino 
das linhas espectrais. Quando a resolugáo é insuficiente para resolver as linhas, o espectro apresenta várias faixas, como na 
Figura 9-21a. Quando essas faixas sao observadas com maior resolugáo, verifica-se que sao compostas por linhas muito 
próximas, como se pode ver na Figura 9-27b. 

Espectros de Absorgáo 

Muitos estudos espectroscópicos das moléculas sao realizados usando técnicas de absorgáo de infravermelho ñas quais apenas 
os estados vibracionais e rotacionais do estado eletrónico fundamental sao excitados. Por esse motivo, vamos agora concentrar a 
atengáo no chamado espectro vibracional-rotacional. Á temperatura ambiente, as energías dos estados vibracionais sao muito 
maiores que a energía térmica kT e, portanto, a maioria das moléculas se encontra no estado vibracional de menor energía, v = 
0, cuja energía é E 0 = hfl 2. A transigáo de absorgáo mais importante é a transigáo de v = 0 para v = 1. Por outro lado, as energías 
dos estados rotacionais sáo muito menores que kT ' o que faz com que muitos estados com diferentes energías sejam ocupados 
por moléculas, de acordo com a distribuigáo de Boltzmann. Se a molécula se encontra originalmente em um estado rotacional 
caracterizado pelo número quántico t, a energia rotacional-vibracional, que se soma á energia do estado eletrónico, é 



FIGURA 9-26 Níveis de energia eletrónicos, vibracionais e rotacionais de urna molécula diatómica. Os níveis rotacionais estáo 
representados em urna ampliagáo dos níveis vibracionais v = 0ev=ldo estado eletrónico fundamental. 
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FIGURA 9-27 Parte do espectro de emissáo do N 2 . ( a ) Como se pode ver no diagrama, essas componentes sao produzidas por transiges 
entre os níveis vibracionais de dois estados eletrónicos. ( b ) Urna ampliagáo de parte do espectro mostrado em ( a ) revela que as supostas 
linhas sao, na verdade, grupos de linhas muito próximas, associadas ao espectro rotacional. [Cortesía de J. A. Marquisee.] 


E ( =^hf+ í(€ + 1 )¿V 9-22 


em que E 0r é dada pela Equaqáo 9-14. Duas transiqdes sao permitidas pelas regras de seleqáo a partir deste estado. Para urna 
transiqáo para o primeiro estado vibracional excitado, v = 1, e um estado rotacional caracterizado por £ + 1, a energia final é 

E < + , ÍA/+ (€ + l)(f + 2)% 9-23 

Para urna transiqáo para o primeiro estado vibracional excitado e um estado rotacional caracterizado por £ - 1, a energia final é 

= **/ + (f- l)t£,„. 9-24 

As diferenqas de energia sao 


&E^ 


e+¡ 


em que £ = 0, 1, 2,... e 


= E W -E, = bf+ 2(t+ 1)E„ 


9-25 


















































9-26 


= E t -1 - E t = hf — 2ÍE 0r 


em que £ = 1, 2, 3, ... (Na Equagáo 9-26, o menor valor de ^ é 1 porque, a partir do estado £ = 0, apenas a transigáo ^ —> £ + 1 é 
possível.) Essas transigóes aparecem na Figura 9-28. As frequéncias sao dadas por 
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AE/_ (+ , 2(í'+l)E 0 , 
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FIGURA 9-28 Transigóes entre os estados vibracionais v = 0 e v = 1 de urna molécula diatómica. Essas transiges obedecem á regra de 
selegáo A£ = ±1 e podem ser divididas em dois grupos. As energias do grupo £ —► £ + 1 sao hf+ 2E 0r , /z/+ 4 J E’ 0r , hf+ 6E 0r , e assim por 
diante, enquanto as energias do grupo £—>£-! sao hf- 2E 0n hf- 4E 0n hf - 6E 0r , e assim por diante. 


As frequéncias das transigóes do tipo £ —> £ + 1 sao, portanto,/ + 2 EJh,f + 4Efh,f + 6EJh, e assim por diante; as frequéncias 
das transigóes do tipo £ —> £ - 1 sao /- 2 EJh,f- 4EJh,f- 6EJh, e assim por diante. Esperamos, portanto, que o espectro de 
absorgáo contenha frequéncias igualmente espagadas de 2E 0 /h, a nao ser por um espagamento de 4EJh no centro do espectro, 
como mostra a Figura 9-29. A medida da posigáo desse espagamento maior fornece o valor de/, e a medida do espagamento dos 
picos de absorgáo fornece o valor de E 0n que é inversamente proporcional ao momento de inércia da molécula. 
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FIGURA 9-29 Espectro de absorgáo teórico de urna molécula diatómica. O grupo da direita corresponde ás transigóes do tipo £ —> £ + 1 e 
o grupo da esquerda ás transigóes do tipo £ —► £ - 1. A distancia entre linhas vizinhas é constante e igual a 2 E 0r . A energia no centro do 
espectro é hf em que/é a frequéncia de vibragáo da molécula. 

























A Figura 9-30 mostra o espectro de absorgáo do HC1. Todos os picos sao duplos porque o cloro é encontrado na natureza 
como urna mistura de dois isótopos, 35 C1 e 37 C1, que possuem momentos de inércia ligeiramente diferentes. Se os estados 
rotacionais fossem igualmente ocupados, todas as linhas do espectro de absorgáo teriam a mesma intensidade. Entretanto, a 
populagáo n(Ej¡) do estado rotacional l é proporcional á densidade de estados g(E¿), que, neste caso, é igual á degeneragáo do 
estado, ou seja, ao número de estados com o mesmo valor de l, que é 21 + 1, e também ao fator de Boltzmann e ~ EllkI , no qual E ( 
é a energía do estado. 

n(E f ) = g(E t )e- E ‘ ikT 9-29 

OU 

n(E € ) = (2f + iyéw+ w +■ iftJ 9-30 

O fato de que o número de estados com o mesmo valor de l é 21 + 1 faz com que a populagáo dos estados em equilibrio térmico 
seja proporcional a (21 + l)exp[-^(T + \)h 2 !2IkT\. Assim, o estado l = 0 náo é o estado mais ocupado á temperatura ambiente. 
Para pequeños valores de t, a populagáo aumenta ligeiramente por causa do aumento da densidade de estados; para grandes 
valores de l, a populagáo diminuí por causa do fator de Boltzmann. Assim, como se pode ver na Figura 9-30, a intensidade das 
linhas de absorgáo aumenta com l para pequeños valores de l e diminuí com í para grandes valores de í. Podemos determinar o 
valor de l para o qual a populagáo é máxima derivando a Equagáo 9-30 em relagáo a l e igualando o resultado a zero. O 
resultado é o seguinte: 
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FIGURA 9-30 Espectro de absorgáo do HC1. Os picos sáo duplos porque existem dois isótopos naturais do cloro, o 35 C1, com urna 


abundancia de 75,5%, 
depende do valor de l. 

e o 37 C1, com urna abundancia de 24,5%. 

A intensidade dos picos varia porque 

a populagáo do estado inicial 

Tabela 9-8 Constantes rotacionais e vibracionais de várias moléculas diatómicas 

Molécula 

Distancia de equilibrio 
r 0 (nm) 

Frequéncia f (Hz) 

Eor(eV) 

h 2 

0,074 

1,32 x io 14 

7,56 x 10- 3 

L¡2 

0,267 

1,05 x 10 13 

8,39 x 10 5 

0 2 

0,121 

4,74 x 10 13 

1,78 x 10 4 

LiH 

0,160 

4,22 x 10 13 

9,27 x 10“ 4 































































































H 35 CI 

0,127 

8,97 x 10 13 

1,32 x 10“ 3 

Na 35 CI 

0,251 

1,14 x 10 13 

2,36 x 10“ 5 

K 35 CI 

0,279 

8,40 x 10 12 

1,43 x 10" 5 

K 79 Br 

0,294 

6,93 x 10 12 

9,1 x 10‘ 6 


Moléculas simétricas, como o H 2 e o 0 2 , nao possuem um momento dipolar elétrico. As vibragóes e rotagóes de 
moléculas desse tipo nao dáo origem a linhas de emissáo e absorgáo, já que nao se traduzem em oscilagóes de um 
dipolo elétrico. 


e 


maí¡ 


2 


i AkT 
\ h 2 ¡nir 2 
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Para medidas á temperatura ambiente ( T= 300 K), kT= 0,026 eV e, portanto, í max ~ 3, como se pode ver na Figura 9-30. 

Observe também na Figura 9-30 que a distancia entre linhas vizinhas, que supusemos constante e igual a 2 E 0r nos cálculos 
anteriores, nao é exatamente constante. A razáo está no aumento do momento de inércia com a velocidade de rotagáo. Quanto 
mais rápidamente está girando a molécula, maior é a distancia entre os átomos e, portanto, maior o momento de inércia e menor 
a energía rotacional. Em consequéncia, o espagamento das linhas, como mostra a Figura 9-30, diminuí á medida que í aumenta. 

Como já dissemos, o espagamento maior no centro do espectro da Figura 9-30 se deve á ausencia de urna transigáo come- 
gando no estado t = 0 no grupo de linhas associadas ás transigóes do tipo l —> t - 1. O centro do intervalo corresponde á 
frequéncia característica de oscilagáo / da molécula, dada pela Equagáo 9-21. No caso do HC1, de acordo com os dados da 
Figura 9-30,/= 8,65 x 10 13 Hz, o que corresponde a urna energía E = 0,36 eV e a urna constante elástica K = 476 N/m. A 
Tabela 9-8 mostra as constantes rotacionais e vibracionais de várias moléculas diatómicas. Todas as moléculas diatómicas 9 
apresentam um espagamento maior entre as linhas no centro do espectro vibracional-rotacional; entretanto, muitas moléculas 
poliatómicas possuem vibragóes e rotagóes mais complexas e, em consequéncia, as transigóes com Al = 0 podem ser 
permitidas, isto é, a energía vibracional pode variar sem que a energía rotacional mude. Nesse caso, aparece urna linha na 
frequéncia f ou seja, no centro do espectro vibracional-rotacional. Linhas desse tipo recebem o nome enigmático de linhas do 
ramo Q . 10 


9-5 Espalhamento, Absorgáo e Emissáo Estimulada 

Espalhamento 

Ñas interagóes entre a radiagáo incidente e átomos ou moléculas, os fótons podem ser espalhados de forma elástica ou 
inelástica. O processo no qual os fótons sao espalhados elásticamente, ou seja, sem mudanga de frequéncia, é chamado de 
espalhamento elástico ou espalhamento de Rayleigh porque foi descrito pela primeira vez com o auxilio de urna teoría clássica 
proposta por Rayleigh por volta de 1900. O espalhamento de Rayleigh está ilustrado na Figura 9-30 d. Na teoría clássica, o 
campo elétrico oscilante da radiagáo incidente produz urna aceleragáo oscilante dos elétrons do átomo, fazendo com que 
irradiem ondas eletromagnéticas com a mesma frequéncia e a mesma fase que a onda incidente. Assim, os elétrons dos átomos e 
moléculas do alvo absorvem energía da onda incidente e tomam a emiti-la, espalhando-a em todas as diregóes sem mudar a 
frequéncia. A intensidade da radiagáo espalhada é proporcional a/ 4 . O espalhamento de Rayleigh é responsável pela linha náo 
deslocada que aparece na Figura 3-17 (veja a discussáo do espalhamento de raios X na Segáo 3-4). Como vimos na Segáo 3-4, 
se o comprimento de onda da radiagáo incidente X\ é muito maior que o deslocamento de Compton X 2 ~ h, como acontece, por 
exemplo, no caso da luz visível, o comprimento de onda da onda espalhada é praticamente igual ao comprimento de onda da 
radiagáo incidente, independentemente de usarmos na Equagáo 3-25 a massa do elétron (o que é o correto) ou a massa do átomo 
(como fez Rayleigh). Assim, quando X —> ao, a explicagáo quántica do Capítulo 3 e a explicagáo clássica de Rayleigh para o 
espalhamento elástico levam á mesma conclusáo. No caso, porém, de radiagóes na regiáo de raios X ou de raios gama do 
espectro, que possuem um comprimento de onda relativamente pequeño, o espalhamento de Compton, mostrado 
esquemáticamente na Figura 9-30e, se toma importante, especialmente no caso de átomos de baixo Z, para os quais as energías 
de ligagáo dos elétrons náo sáo muito grandes. Na regiáo dos raios gama, na qual X —> 0, a energía dos fótons se toma táo 
grande que até mesmo os elétrons mais firmemente presos ao núcleo sáo arrancados e o efeito Compton passa a ser o processo 
dominante. 

Também existe urna correlagáo entre os fótons incidentes e espalhados no processo de espalhamento inelástico ilustrado na 






Figura 9-30/ Este tipo de espalhamento foi observado pela primeira vez pelo físico indiano C. V. Raman 11 e hoje é conhecido 
como espalhamento de Raman ou efeito Raman. O fóton espalhado pode ter urna energía menor que o fóton incidente ou pode 
ter urna energía maior, se a molécula se encontrar inicialmente em um estado vibracional ou rotacional excitado. As duas 
possibilidades estáo ilustradas na Figura 9-31/ No efeito Raman, a frequéncia do fóton espalhado nao é igual á frequéncia do 
fóton incidente nem está relacionada a urna frequéncia característica da molécula. Observou-se que, no caso de urna radiagáo 
incidente monocromática de frequéncia/ a radiagáo espalhada contém nao so a frequéncia/(espalhamento de Rayleigh; veja a 
Figura 9-32), mas também linhas muito mais iracas de um lado e de outro da linha de Rayleigh, com frequéncias dadas por 

/' =/± A/ 9-32 

Estas sao as linhas de Raman, ilustradas na Figura 9-32. Quando se faz variar a frequéncia dos fótons incidentes, as linhas de 
Raman se deslocam ao longo do eixo das frequéncias na mesma proporgáo e, portanto, a diferenga Af entre / e /' permanece 
constante. É esta diferenga Af que corresponde a transigóes características da molécula responsável pelo espalhamento. 
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FIGURA 9-31 Possíveis interagoes de um fóton com um átomo, (a) O fóton é absorvido e o átomo passa para um estado excitado; mais 
tarde, o átomo volta para o estado fundamental, emitindo um ou mais fótons no processo. Neste processo de dois estágios, conhecido 
como fluorescencia , nao existe urna correlagáo entre o fóton incidente e os fótons emitidos. ( b ) Se a energía do fóton incidente é igual á 
diferenga de energía entre o estado fundamental do átomo e o primeiro estado excitado, o fenómeno recebe o nome especial de radiagáo 
ressonante, (c) Na emissáo estimulada, o átomo se encontra inicialmente em um estado excitado e é estimulado por um fóton incidente a 
sofrer urna transigáo para um estado de menor energía. A diferenga entre o espalhamento de Rayleigh (d) e o espalhamento de Raman (f) 
e os processos de radiagáo ressonante e fluorescéncia está no fato de que, nos processos ( d) e (/), existe urna correlagáo entre os fótons 
incidentes e os fótons emitidos. As figuras ( e ) e (g) ilustram o efeito Compton e o efeito fotelétrico, que já foram discutidos no Capítulo 3. 
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FIGURA 9-32 Espectro rotacional de Raman do N 2 . As linhas vizinhas variam de intensidade em urna relagáo de 2 para 1, o que está de 
acordo com o spin I = 1 do núcleo de nitrogénio. A regiáo central mais escura corresponde ao espalhamento de Rayleigh dos fótons 
incidentes. [R. Eisberg e R. Resnick, Quantum Physics, 2d ed. (New York: Wiley, 1985), p. 436.] 

Embora a medida de A/ para as linhas do espectro de Raman permita determinar os ni veis rotacionais de urna molécula, 12 o 
espectro de Raman é bem diferente do espectro rotacional. Em particular, a regra de selegáo para o efeito Raman é Ai = 0, ±2. O 
valor Ai = 0 corresponde ao espalhamento de Rayleigh, enquanto os valores Ai = ±2 correspondem as linhas de Raman. 
Podemos compreender como surgem essas linhas examinando as transigóes representadas na Figura 9-31/ Um elétron que se 
encontra inicialmente no estado i = 0 absorve urna energía Aisoi + A E u do fóton incidente, de frequéncia f e emite urna energía 
A E\ 2 - Assim, a energia do fóton espalhado é dada por 

hf = hf- (AE 01 + A£ l2 ) + AE i2 = hf- AE 0I 9-33 


ou 


/=/- A/ 


em que Af= AE 0 i/h. Se o elétron se encontra inicialmente no estado absorve urna energia A Ej 2 do fóton incidente e emite 

urna energia A E u + AE 0 i. Assim, a energia do fóton espalhado é dada por 

hf = hf - A£ l2 + {AE l2 + A£ 0 ,) = hf+ AE 0I 9-34 


ou 


/=/+ A/ 

Muitos espectros de Raman já foram estudados. Este tipo de espectro fomece informagóes importantes a respeito dos 
estados quánticos das moléculas, incluindo, como já dissemos, a estrutura dos níveis rotacionais no caso das moléculas 
diatómicas homonucleares. Assim, por exemplo, o conhecimento detalhado das complexas vibragóes e rotagóes da molécula de 
amónia, a que nos referimos na Seqáo 6-6, que permitiu a construqáo dos primeiros relógios atómicos, resultou de estudos do 
espectro vibracional-rotacional de Raman da molécula de NH 3 , o chamado espectro de inversao da amónia. 

Finalmente, a Figura 9-3 Ig ilustra o efeito fotelétrico, no qual a absorqáo de um fóton ioniza o átomo ou molécula. Como o 
espalhamento de Compton, o efeito fotelétrico foi discutido no Capítulo 3 e nao será examinado novamente neste capítulo. 

Absorgáo 

Informagóes a respeito dos níveis de energia de um átomo ou molécula sao geralmente obtidas a partir da radiagáo emitida 
quando o átomo ou molécula sofre urna transigáo de um estado excitado para um estado de menor energia. Entretanto, como 
dissemos na segáo anterior, podemos também obter informagóes a respeito dos níveis de energia a partir do espectro de 
absorgáo. Quando átomos e moléculas sao submetidos a um espectro continuo de radiagáo, a radiagáo transmitida apresenta 
linhas escuras que correspondem aos comprimentos de onda absorvidos pela amostra. Os primeiros espectros de linhas 
observados pelos cientistas foram os espectros de absorgáo dos átomos. Em 1817, Fraunhofer estudou as linhas de absorgáo 
mais visíveis do espectro solar; por essa razáo, as duas linhas mais intensas do espectro do sodio sáo conhecidas como linhas D 
de Fraunhofer. Como, á temperatura ambiente, os átomos e moléculas se encontram no estado fundamental ou nos primeiros 


















estados excitados, os espectros de absorgáo costumam ser mais simples que os espectros de emissáo. Assim, por exemplo, 
apenas as linhas correspondentes á série de Lyman sao observadas no espectro de absorgáo do hidrogénio, porque quase todos 
os átomos se encontram inicialmente no estado fundamental. Na Leitura Suplementar Transigóes entre Níveis de Energía 
(Capítulo 6), vimos que transigóes entre os estados quánticos de um sistema atómico podem ocorrer em consequéncia de 
interagóes com campos eletromagnéticos externos. Em particular, se urna frequéncia igual a f X2 está presente na radiagáo 
incidente em um átomo no qual as energías do estado fundamental e de um estado excitado sao E x e E 2 , existe urna 
probabilidade finita de que o átomo sofra urna transigáo do estado E\ para o estado E 2 , absorvendo a energía hf X2 = E 2 ~ E\ da 
radiagáo. Esta absorgáo de energía, que resulta da interagáo entre o campo elétrico da radiagáo incidente e a carga do elétron, foi 
descrita pela primeira vez por Einstein, que expressou a probabilidade de absorgáo por átomo e por unidade de tempo na forma 
B X2 u(f), sendo u(f) a densidade de energía da radiagáo dos fótons de frequéncia f X2 e B X2 é o coeficiente de absorgáo de Einstein. 

Como mostra a Figura 9-31, além da absorgáo, vários outros fenómenos interessantes ocorrem quando a 
radiagáo eletromagnética interage com átomos ou moléculas. Na Figura 9-31 a, um fóton de energia hf é absorvido 
e o sistema sofre urna transigáo para um estado excitado. Mais tarde, o sistema sofre urna transigáo para outro 
estado excitado de menor energia ou para o estado fundamental com a emissáo espontánea de um ou mais fótons, 
através do processo descrito na Leitura Suplementar Transigóes entre Níveis de Energia. A radiagáo assim emitida 
é conhecida como fluorescencia. Se o estado 2 é o primeiro estado excitado, este processo de dois estágios é 
chamado de absorgáo ressonante e a radiagáo emitida é chamada de radiagáo ressonante (Figura 9-316). Em consequéncia dos 
movimentos que ocorrem enquanto o sistema se encontra no nivel 2, náo existe correlagáo de diregáo ou de fase entre os fótons 
incidentes e emitidos. Enquanto se encontra no nivel 2, o sistema pode sofrer urna transigáo para qualquer estado de menor 
energia; as probabilidades dessas transigóes sáo dadas pela Equagáo 6-52 d da Leitura Suplementar Transigóes entre Níveis de 
Energia. Assim, por exemplo, a probabilidade por átomo e por unidade de tempo de que o sistema volte ao estado 1 com a 
emissáo espontánea de um fóton pode ser expressa pelo coeficiente A 2X (transigóes por unidade de tempo). Note que o 
parámetro \/A 2X tem dimensóes de tempo, ou seja, é urna medida do tempo que o sistema permanece no estado 2 antes de voltar 
ao estado 1. Em outras palavras, se o estado 1 é o único estado com energia menor que o estado 2, o tempo de vida do estado 2 é 
dado por t s = \!A 2X . Para a maioria das transigóes atómicas do tipo dipolo elétrico, este tempo característico é da ordem de 1(T 8 
s. O coeficiente A 2X é conhecido como coeficiente de emissáo espontánea de Einstein. 
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Emissáo Estimulada 


Além da emissáo espontánea de radiagáo fluorescente e ressonante com probabilidade por unidade de tempo A 2 1 , que náo 
depende da densidade de energia u(f) da radiagáo incidente, existe também a emissáo induzida pela própria radiagáo incidente. 
A probabilidade desta emissáo, conhecida como emissáo estimulada , depende de u(f). O fenómeno, como os da absorgáo e da 
emissáo espontánea, foi analisado pela primeira vez por Einstein, em 1917. A probabilidade de emissáo estimulada por unidade 
de tempo pode ser escrita na forma B 2X u(f), na qual o coeficiente B 2X é conhecido como coeficiente de emissáo estimulada de 
Einstein. Neste processo, o campo elétrico do fóton incidente, de energia 6/igual á diferenga E 2 - E x (Figura 9-3 le), estimula o 
átomo ou molécula que se encontra no estado 2 a emitir um fóton de energia E 2 - E x = hf que se propaga na mesma diregáo e 
com a mesma fase que o fóton incidente. Fótons com esta propriedade sáo chamados de coerentes. É possível definir aínda um 
terceiro coeficiente, B X2 , como a probabilidade de absorgáo por unidade de tempo. 

A relagáo entre os trés coeficientes definidos no parágrafo anterior pode ser determinada sem muita dificuldade. Considere 
um sistema de átomos e radiagáo em equilibrio térmico a urna temperatura T. Sejam Ai e N 2 os números de átomos nos estados 
com energías E x e E 2 . A razáo N 2 /N x é dada pelo fator de Boltzmann (Equagáo 8-2). Supondo que os dois estados tém a mesma 
degeneragáo, 


= g-to-Ctifltr = 

*1 
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Esta razáo representa um equilibrio dinámico no qual o número de transigóes de absorgáo (E x —> E 2 ) por unidade de tempo é 
igual á soma dos números de transigóes espontáneas e estimuladas ( E 2 —> E x ) por unidade de tempo. Como o número de átomos 
que sofrem urna transigáo de qualquer tipo é proporcional á populagáo do estado no qual a transigáo comega e á probabilidade 
da transigáo, podemos expressar o equilibrio dinámico por meio da equagáo 


A r i£, 2 H(/) = N 2 (A 2í + B 2¡ u(f)) 
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Explicitando a densidade de energia u(f) na Equagáo 9-36, temos: 
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Substituindo N 2 /N\ por seu valor, dado pela Equagáo 9-35, obtemos: 
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Esta expressáo para a densidade de energia da radiagáo de frequéncia / em equilibrio térmico á temperatura T com átomos de 
energías E\ e E 2 deve estar de acordo com a lei de Planck para o espectro de um corpo negro á temperatura T 7 , expressa pela 
Equagáo 8-57: 
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Comparando as Equagóes 9-38 e 9-39, concluimos que 
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B 1X 
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e que 


A 21 _ 8 tt hf % 
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Embora esta análise permita determinar apenas as razóes entre os coeficientes, o valor de Vi pode ser calculado separadamente, 
como foi visto na Leitura Suplementar Transigóes entre Níveis de Energia , e os valores dos outros coeficientes podem ser 
obtidos a partir do valor de Vi¬ 
varías conclusóes interessantes podem ser extraídas dessas equagóes. Por exemplo, de acordo com a Equagáo 9-40, os 
coeficientes de absorgáo e de emissáo estimulada sao iguais para o mesmo par de estados. Observe também que, segundo a 
Equagáo 9-41, a razáo entre o coeficiente de emissáo espontánea e o coeficiente de emissáo estimulada é proporcional a/ 3 . Isso 
significa que quanto maior o valor de A E = E 2 — E h maior a probabilidade de emissáo espontánea em relagáo á probabilidade de 
emissáo estimulada. Reescrevendo a Equagáo 9-39 na forma 


_= e mr _ | 
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podemos ver que, em situagóes de equilibrio ñas quais hf» kT , a emissáo espontánea é muito mais provável que a emissáo 
estimulada. Como esta é quase sempre a situagáo no caso das transigóes eletrónicas em átomos e moléculas, o decaimento dos 
estados excitados por emissáo estimulada normalmente pode ser ignorado. A emissáo estimulada é importante se hf~kT e pode 
dominar os processos de decaimento dos estados excitados se hf« kT. Esta última situagáo existe á temperatura ambiente para 
frequéncias na faixa de micro-ondas do espectro eletromagnético. Voltaremos a discutir o assunto da Segáo 9-6, quando 
falarmos de lasers e masers. 


EXEMPLO 9-8 


_Emissáo Espontánea e Emissáo Estimulada Compare as probabilidades relativas de emissáo espontánea 

e emissáo estimulada em um sistema em equilibrio á temperatura ambiente (T = 300 K) para urna transigáo (a) na regiáo visível do 
espectro; (b) na regiáo de micro-ondas. 


SOLUQÁO 

A razáo entre a probabilidade de emissáo espontánea, A 2 1 , e a probabilidade de emissáo estimulada, B 2 \u(f ), é dada pela Equagáo 9- 
42. Para T= 300 K, kT= 0,026 eV. 

(i a ) Na regiáo visível do espectro, hf~ 2 eV, de modo que hf/kT= 2/0,026 = 77. Assim, de acordo com a Equagáo 9-42, 
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É evidente que, nessas condigoes, a probabilidade de emissáo estimulada é insignificante em comparado com a probabilidade 
de emissáo espontánea. 

( b ) Na regiáo de micro-ondas, /z/~ 10 -4 eV, de modo que hf/kT= 10 _4 /0,026 = 0,0038 ~ 1/260 e, portanto, a emissáo estimulada é 
muito mais provável que a emissáo espontánea. 


Exercícios 

6. Qual é a diferenqa entre o espalhamento de Rayleigh e a absorqáo ressonante? 

7. Qual é a diferenqa entre o efeito fotelétrico e os outros processos ilustrados na Figura 9-31? 

8. Por que a emissáo estimulada raramente é observada? 


9-6 Lasers e Masers 

O láser (/ight amplification by stimulated emission of radiation)* é um dispositivo que produz um feixe intenso de fótons 
coerentes por emissáo estimulada. O maser, cujo nome tem a mesma origem do láser, com a palavra light (luz) substituida por 
microwave (micro-ondas), foi o predecessor do láser. O funcionamento dos dois dispositivos se baseia na emissáo estimulada, 
que vamos discutir agora com mais detalhes por causa da aplicaqáo a esses importantes dispositivos. A emissáo estimulada 
ocorre quando um átomo se encontra inicialmente em um estado excitado e a energia de um fóton incidente no átomo é igual a 
E 2 ~ Ex, sendo que F 2 éa energia do estado excitado e E i é a energia do estado fundamental ou de um estado excitado de menor 
energia. Nesse caso, o campo eletromagnético do fóton incidente aplica ao elétron urna forqa alternada que o faz oscilar com a 
mesma frequéncia que o fóton incidente, estimulando o átomo excitado, que emite um fóton na mesma direqáo que o fóton 
incidente e com a mesma fase. Vimos na Seqáo 9-5 que as probabilidades de emissáo estimulada e absorqáo, B 2 \ e B u , sáo 
iguais (Equaqáo 9-40). Normalmente, á temperatura ambiente, quase todos os átomos se encontram no estado fundamental, de 
modo que a absorqáo é o efeito principal. Em outras palavras, como N x » 7V 2 , temos: 

N\u{f)B\ 2 » N 2 u(f)B 2 \ 

considerando que N\ e N 2 sáo as populaqóes dos dois estados. Para que o número de emissóes estimuladas seja maior que o 
número de absorqóes, é preciso que existam mais átomos no estado excitado que no estado fundamental, ou seja, que N 2 > N\. 
Náo é difícil chegar a essa situaqáo, conhecida como inversáo de populagáo, se o estado E 2 for um estado metaestável. Depois 
de conseguida a inversáo de populaqáo, os fótons emitidos por transiqóes espontáneas do tipo E 2 —> E x sáo multiplicados pela 
emissáo estimulada dos átomos que encontram. Um dos métodos usados para obter urna inversáo de populaqáo é o chamado 
bombeamento ótico, no qual urna radiaqáo auxiliar de alta intensidade é usada para “bombear” os átomos para estados de 
energia maior que E 2 . Esses átomos decaem para o estado metaestável E 2 , seja por emissáo espontánea, seja por transiqóes que 
náo envolvem a emissáo de fótons, como as produzidas por colisóes. 


Masers 

O primeiro dispositivo baseado na emissáo estimulada foi o maser, inventado por Charles Townes e colaboradores em 1953. O 
primeiro maser produzia emissáo estimulada em moléculas de amónia na frequéncia de tunelamento de 2,3786 x 10 10 Hz (veja a 
Seqáo Exploratoria O Relógio Atómico de NH 3 , no Capítulo 6). No momento, o tipo mais importante de maser é o maser de 
hidrogénio, usado em relógios atómicos. A transiqáo estimulada é a que acontece entre os níveis hiperfinos do estado 
fundamental, a mesma que os astrónomos utilizam para observar nuvens de hidrogénio no espaqo interestelar (veja o Capítulo 
13). Esta transiqáo entre os estados \|/ioo+i/2 e \|/ioo-i/2 está indicada na Figura 9-33 a. Um feixe de átomos de hidrogénio 
produzidos por urna descarga elétrica a partir de moléculas de H 2 (Figura 9-33 b) passa por um campo magnético náo 
homogéneo que dirige os átomos para urna cavidade ressonante sintonizada exatamente para a frequéncia da transiqáo. As 
micro-ondas emitidas sáo reinjetadas na cavidade, produzindo novas emissóes estimuladas. Urna parte do feixe é transferida 
para fora da cavidade para ser utilizada. Townes recebeu o Premio Nobel de Física de 1964, juntamente com N. G. Basov e A. 
M. Prokhorov, “por trabalhos fundamentáis no campo da eletrónica quántica, que levaram á construqáo de osciladores e 
amplificadores baseados no principio dos masers e lasers”. 
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FIGURA 9-33 (a) Níveis de energía hiperfinos usados no maser de hidrogénio. ( b ) Tubo de descarga elétrica responsável pela produgáo 
de átomos isolados em um maser de hidrogénio. ( c ) Diagrama esquemático do primeiro láser de rubi. (< d) Níveis de energía do cromo no 
rubi, Cr 3+ : AI 2 O 3 . [Foto cortesía da NASA!Jet Propulsión Laboratory - Caltech .] 


A emissáo estimulada também acontece no espaqo sideral, em moléculas como Si0 2 , H 2 0 e CH 3 OH. O nome maser nao 
corresponde mais ao acrónimo original, já que os masers contemporáneos produzem radiaqóes em urna ampia faixa de 
frequéncias, que vai desde as ondas de rádio até as micro-ondas. 


O Láser de Rubi 

A Figura 9-33 c mostra o diagrama esquemático do primeiro láser, um láser de rubi construido por Theodore Maiman em 
1960. 13 O dispositivo era formado por urna pequeña barra cilindrica de rubi (com alguns centímetros de comprimento) 
envolvida por urna lámpada de flash helicoidal. As extremidades da barra eram planas e perpendiculares ao eixo da barra. O 
rubi é um cristal de A1 2 0 3 contendo urna pequeña concentraqáo (cerca de 0,05%) de cromo. A cor vermelha se deve ao fato de 
que os íons de cromo (Cr 3+ ) possuem bandas de absorqáo ñas regióes do verde e do azul. A Figura 9-33 d mostra os níveis de 
energía do cromo que sao importantes para o funcionamento do láser de rubi. 

Quando a lámpada de vapor de mercúrio ou de xenónio é disparada, produz um intenso claráo durante alguns milissegundos. 
Com isso, muitos íons de cromo sao excitados para urna banda de níveis de energía chamados níveis de bombeamento na Figura 
9-33 d. Esses íons transferem energía para o cristal através de colisóes e decaem para um par de estados metaestáveis (E 2 , na 
figura). Os estados metaestáveis estáo situados aproximadamente 1,79 eV acima do estado fundamental. Se o claráo é 
suficientemente intenso, a populaqáo dos estados E 2 se toma maior que a populaqáo do estado fundamental, ou seja, ocorre urna 
inversáo de populaqáo entre o estado fundamental e os estados excitados. Quando um átomo que se encontra nos estados E 2 
decai para o estado fundamental por emissáo espontánea, é produzido um fóton com urna energía de 1,79 eV e um comprimento 
de onda de 694,3 nm. Este fóton estimula outro átomo excitado a emitir um fóton com a mesma energía, na mesma direqáo e 
com a mesma fase. 
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FIGURA 9-34 O láser como urna cavidade ótica ressonante. O espelho 1 é semitransparente e o espelho 2 é um espelho normal. Em (a) 
sao mostrados os modos estacionários longitudinal, para os quais L = mX/2, em que X é o comprimento de onda do láser e m é um 
número inteiro. Se os lados da cavidade também sao espelhos, como em (ó), podem existir modos estacionários transversais. Observe que, 
neste caso, o feixe de saída nao é paralelo ao eixo maior do láser. 

O láser de rubi, como outros lasers convencionais, se comporta como urna cavidade ótica ressonante. Um filme metálico é 
depositado ñas extremidades do cristal, fazendo com que urna das extremidades se comporte como um espelho quase perfeito 
(refletindo 99,9% da luz incidente) e a outra como um espelho semitransparente (refletindo 99% da luz incidente). Assim, urna 
parte dos fótons consegue deixar o dispositivo através da extremidade parcialmente transparente. Se os planos das duas 
extremidades sao paralelos, ondas estacionárias se formam no interior do material, como mostra a Figura 9-34, e o dispositivo 
produz um feixe intenso de luz coerente. A Figura 9-35 ilustra a formaqáo do feixe luminoso no interior do láser. Quando os 
fótons que se movimentam paralelamente ao eixo do cristal atingem os espelhos, quase todos sao refletidos por um dos espelhos 
e a maioria é refletida pelo outro espelho, enquanto uns poucos fótons deixam o dispositivo atravessando a extremidade 
parcialmente transparente. A cada passagem pelo cristal, os fótons estimulam mais átomos a emitir fótons, até se formar um 
feixe luminoso muito intenso. 
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FIGURA 9-35 Multiplicado de fótons em um láser. ( a ) Alguns átomos emitem fótons espontáneamente. Parte desses fótons se 
movimenta para a direita, paralelamente ao eixo maior do cristal, estimulando outros átomos a emitir fótons na mesma diredo. Os outros 
fótons sao absorvidos, escapam pelas paredes laterais, ou sao perdidos de outras formas. ( b ) Quatro fótons atingem a extremidade 
semitransparente do láser. ( c ) Um dos fótons deixa o cristal e os outros tres sao refletidos. Esses tres fótons atravessam o cristal no sentido 
contrário, estimulando outros átomos excitados a emitir novos fótons. Ao chegarem á extremidade esquerda do cristal, todos esses fótons 
sao refletidos. No momento em que o feixe atinge novamente a extremidade direita do cristal (d), o número de fótons aumentou 
consideravelmente. ( e ) Alguns desses fótons deixam o cristal, tomando-se parte do feixe de saída do láser. Os outros fótons sao refletidos 
mais urna vez e o processo se repete várias vezes. 
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FIGURA 9-36 Pulso de saída de um láser de rubi. O pulso é formado, na verdade, por urna série de pulsos muito estreitos, com cerca de 
1 ps de durado. Quando a intensidade da lámpada de flash é menor que um certo valor crítico, a inversáo de populado é insuficiente 
para que o efeito láser ocorra. A figura nao mostra o ruido de fundo produzido pelas emissoes espontáneas, incoerentes, que acompanham 
as emissoes coerentes do láser. 

Os lasers modernos de rubi sao capazes de gerar feixes luminosos com energías de 50 a 100 J em pulsos com alguns 
milissegundos de duraqáo. A largura dos pulsos é aproximadamente igual á largura dos pulsos produzidos pela lámpada usada 
para excitar os átomos para os níveis de bombeamento mostrados na Figura 9-33 d. A luz produzida pelo láser durante esse 
tempo é, na verdade, urna série de pulsos muito estreitos, com cerca de um microssegundo de durado (Figura 9-36). Isso 
acontece porque o efeito láser faz com que a populado do nivel metaestável diminua rápidamente; é necessário um certo tempo 
para que a inversáo de populado seja restabelecida e o pulso seguinte possa ocorrer. 

Cada um dos pulsos estreitos ou “picos” que aparecem na Figura 9-36 comeqa logo depois que ocorre urna inversáo de 
populado (N 2 > N¡) e termina quando as emissóes estimuladas fazem com que N 2 se tome menor que N\. É possível produzir 
pulsos mais intensos que o normal usando urna técnica conhecida como mudanga de Q , que consiste em degradar 
temporariamente as propriedades ressonantes da cavidade para permitir que a radiado de bombeamento tome N 2 muito maior 
que N\; quando as propriedades ressonantes sao restauradas, o pulso resultante é extremamente intenso. O “0” que aparece no 
nome da técnica é o fator de qualidade , um parámetro que mede a capacidade da cavidade ressonante de sustentar urna onda 
estacionária. Quando as perdas introduzidas pelos espelhos das extremidades sao pequeñas e o meio quase nao absorve luz na 
frequéncia do láser, as ondas sao pouco atenuadas, o valor de Q é elevado e dizemos que a cavidade é de boa qualidade ou de 
alto Q. Quando as perdas sao grandes, as ondas sao rápidamente atenuadas, o valor de Q é pequeño e dizemos que a cavidade é 
de má qualidade ou de baixo Q. Quando o valor de Q se toma menor que um certo limite, o láser deixa de funcionar. Urna das 
formas de controlar o valor de Q consiste em substituir os espelhos de urna das extremidades por um espelho ajustável externo. 
Quando o espelho externo nao está paralelo ao espelho que existe do outro lado da cavidade, o valor de Q é baixo e a 
probabilidade de emissáo estimulada permanece muito pequeña enquanto a radiado de bombeamento aumenta continuamente a 
populado do estado E 2 , fazendo com que N 2 se tome muito maior que N\. Quando o espelho externo é ajustado para ficar 
paralelo ao outro espelho, o valor de Q aumenta bmscamente (daí o nome “mudanqa de Q”) e um pulso extremamente intenso é 
gerado, já que, nesse momento, a diferenqa de populaqóes entre os dois estados é muito grande. 

Para que um láser possa funcionar de forma continua, é preciso que o número de fótons coerentes produzidos por unidade de 
tempo por emissáo estimulada no interior da cavidade ressonante seja igual ou maior que as perdas (incluindo os fótons 
emitidos pelo láser). Como veremos a seguir, é possível calcular, a partir dos coeficientes de Einstein definidos na Seqáo 9-5, a 
inversáo de populado necessária para que exista o efeito láser. Para comeqar, vamos combinar todas as perdas em um único 
tempo característico t p9 definido de tal forma que a intensidade luminosa / em urna certa frequéncia / no interior da cavidade 
diminuí de acordo com a equaqáo 





















em que / 0 éa intensidade no instante t = 0. Assim, a taxa com a qual a intensidade diminui é dada por 
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A taxa com a qual a intensidade luminosa na frequéncia / aumenta devido á diferenga entre os fótons criados por emissáo 
estimulada e os fótons perdidos por absorgáo é igual ao produto de tres termos: a diferenga de populagóes N 2 ~ N x , a intensidade 
luminosa por fóton e a probabilidade de emissáo estimulada, u(f)B 2 \. A probabilidade de transigáo u(f)B 2X deve ser corrigida 
para levar em conta o fato de que a linha espectral emitida na transigáo E 2 —> E x tem urna largura A f, já que, como vimos no 
Capítulo 5, o nivel E 2 tem urna largura finita. 14 Essa corregáo é um fator multiplicativo aproximadamente igual a 2! tí Af. Assim, 
temos: 
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na qual Vé o volume da cavidade ressonante e hfdV é a intensidade por fóton. Usando a Equagáo 9-38 e o fato de que A 2 \ é o 
recíproco do tempo de vida para emissáo espontánea t s , a Equagáo 9-45 pode ser escrita na forma 
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na qual n 2 = N 2 /V e n x = N\/V sáo as densidades de populagáo dos estados e cu(f) - /, a intensidade. 15 Se as densidades de 
estados (degeneragóes) g(E) dos estados E 2 e E x náo sáo iguais, é necessário incluir um fator adicional na Equagáo 9-47, que 
assume a forma 
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A condigáo para que exista o efeito láser é 
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O sinal de igualdade representa a condigáo para que o efeito láser comece; o sinal de desigualdade, a condigáo para que o efeito 
láser se mantenha indefinidamente. Resolvendo a Equagáo 9-50 com o sinal de igualdade, obtemos a densidade de inversdo de 
populagáo crítica An c : 


Sn, = 


4-TTyA/r, 


9-51 


em que 


= n 2 




A Equagáo 9-51 expressa a inversáo de populagáo necessária para conseguir o efeito láser em urna dada frequéncia em fungáo 
das perdas, da largura de linha espectral e do tempo de vida da emissáo espontánea. De acordo com a equagáo, a única 


















propriedade da cavidade que afeta A n c é o tempo de decaimento característico t p . 

O láser de rubí é um exemplo de láser de tres níveis (Figura 9-33 d). A desvantagem deste tipo de láser está no fato de que, 
para conseguir a necessária inversáo de populagáo, é preciso bombear mais da metade dos átomos do nivel E x para o nivel E 3 . 
Além disso, a fonte de energía, a lámpada de flash , produz urna larga faixa de frequéncias; a maior parte da radiagáo nao 
contribui para transferir elétrons para o nivel E 3 e é, portanto, desperdigada. A necessidade de bombear um grande número de 
átomos e a baixa eficiencia de excitagáo significam que urna quantidade considerável de energia deve ser dissipada em forma de 
calor; assim, os lasers sólidos de tres níveis, como o de rubi, devem funcionar de forma intermitente para evitar 
superaquecimento. Existe um outro tipo de láser que nao exige urna transferencia táo grande de elétrons e evita o excesso de 
calor produzido pelo bombeamento ótico; esse láser é conhecido como láser de onda continua ou láser cw.* 


O Láser de Hélio-Neónio 

Em 1961, a entrada em funcionamento do primeiro láser cw, um láser continuo de hélio-neónio, foi anunciada por A. Javan, W. 
R. Bennet, Jr., e D. R. Herriott. 16 A Figura 9-37 mostra um diagrama esquemático do tipo de láser de hélio-neónio usado nos 
laboratorios de física. O dispositivo é constituido por um tubo oco contendo 15% de hélio e 85% de neónio. Um espelho plano é 
montado em urna das extremidades do tubo; na outra extremidade é montado um espelho cóncavo semitransparente. O espelho 
cóncavo focaliza a luz no espelho plano e também funciona como urna lente que transmite parte da luz, gerando um feixe de 
raios paralelos. 

O láser de hélio-neónio utiliza um método diferente do que é usado no láser de rubi para conseguir a inversáo de populagáo. 
A Figura 9-38 mostra os níveis de energia do hélio e do neónio que sao importantes para o funcionamento do láser. (Os 
diagramas de níveis de energia completos dos dois gases sao muito mais complexos.) O hélio possui dois estados excitados, os 
estados 2 3 S e 2 l S, que estáo 19,72 eV e 20,61 eV, respectivamente, acima do estado fundamental 1 ] S. Os dois estados excitados 
sao metaestáveis por causa da regra de selegáo A^ = ±l,ea probabilidade de decaimento a partir do nivel 2 3 *S é ainda menor por 
causa da regra de selegáo AS = 0, discutida na Leitura Suplementar Atomos com Mais de um Elétron Externo , que proíbe linhas 
de intercombinagáo. Os átomos de hélio sao excitados para esses estados por urna descarga elétrica. O neónio possui dois 
grupos de estados excitados 19,83 eV e 20,66 eV acima do estado fundamental, o que significa que as energías desses estados 
sao praticamente iguais ás dos estados metaestáveis do hélio. Os átomos de neónio sao excitados para esses estados por colisóes 
com átomos de hélio excitados. A energia cinética dos átomos de hélio fomece a energia adicional, de 0,05 eV, necessária para 
excitar os átomos de neónio. Existe um outro estado excitado do neónio 18,70 eV acima do estado fundamental e 1,96 eV 
abaixo do estado de 20,66 eV. Como este último estado está normalmente desocupado, a inversáo de populagáo entre os dois 
estados é obtida imediatamente. A emissáo estimulada que ocorre entre esses estados produz fótons com urna energia de 1,96 
eV e comprimento de onda de 632,8 nm, que corresponde á luz vermelha. Depois da emissáo estimulada, os átomos que se 
encontram no estado de 18,70 eV decaem para o estado fundamental por emissáo espontánea de um fóton com um comprimento 
de onda de aproximadamente 600 nm, seguida por um decaimento sem emissáo de radiagáo, normalmente causado por colisóes 
com as paredes da cavidade. Essas colisóes sao urna parte importante do processo; se o diámetro do tubo (Figura 9-37) é muito 
grande, a probabilidade de colisáo com a parede é pequeña e os átomos permanecem no estado 2p 5 3s l (veja a Figura 9-38) por 
um tempo suficiente para serem novamente excitados para o estado 2p 5 3p\ o que reduz a inversáo de populagáo e diminuí o 
ganho do láser. A emissáo estimulada também pode ocorrer do estado de 19,83 eV ( 2p 5 4s l ) para o estado de 18,70 eV ( 2p 5 3p l ), 
produzindo fótons com um comprimento de onda de 1100 nm (isto é, no infravermelho). Mais recentemente, foram fabricados 
lasers de hélio-neónio que produzem fótons de outros comprimentos de onda na faixa da luz visível e do infravermelho. Os 
vários comprimentos de onda possíveis nao estáo presentes simultáneamente, já que cada dispositivo é projetado para operar em 
um determinado comprimento de onda. 


Parte 
trasei ra 


Espelho plano; 
refiete 99,9% da luz 


Tubo do láser 


Parte Raios 
dianteira luminosos 
paralelos 



Espelho cóncavo; 
refiete 99% da luz : 
deixa passar 1% 


FIGURA 9-37 Diagrama esquemático de um láser de hélio-neónio. A substituigáo de um dos espelhos planos por um espelho cóncavo 
faz com que o alinhamento dos espelhos nao precise ser táo perfeito como no láser de rubi. O espelho cóncavo também serve como lente, 
transformando o feixe de saída do láser em um feixe paralelo. 
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FIGURA 9-38 Níveis de energía do hélio e do neónio que sao importantes para o funcionamento do láser de hélio-neónio. Os átomos de 
hélio sao excitados por descargas elétricas para estados 19,72 e 20,61 eV acima do estado fundamental. Esses átomos colidem com 
átomos de neónio, excitando-os para estados 19,83 eV e 20,66 eV acima do estado fundamental. Com isso, ocorre urna inversáo de 
populagáo entre esses estados e um estado 18,70 eV acima do estado fundamental. A emissáo espontánea de fótons com urna energía de 
1,96 eV associados á transido do estado de 20,66 eV para o estado de 18,70 eV estimula outros átomos que se encontram no estado de 
20,66 eV a emitir fótons com a mesma energía de 1,96 eV, produzindo a luz vermelha, com um comprimento de onda de 632,8 nm, 
característica do láser de He-Ne. A transió do estado de 19,83 eV para o estado de 18,70 eV também pode produzir urna emissáo 
coerente, com um comprimento de onda na faixa do infravermelho (1100 nm). 


Observe que existem quatro níveis envolvidos no funcionamento do láser de hélio-neónio, enquanto o funcionamento do 
láser de rubi envolve apenas tres níveis. No láser de tres níveis, é mais difícil conseguir a inversáo de populaqáo porque a 
populaqáo do estado excitado deve ser maior do que a populaqáo do estado fundamental, que, em equilibrio térmico, é muito 
maior que a populaqáo dos outros estados. No láser de quatro níveis, é mais fácil conseguir a inversáo de populaqáo porque o 
estado em que o átomo se encontra depois da emissáo estimulada náo é o estado fundamental e sim um estado excitado, cuja 
populaqáo em equilibrio térmico é relativamente pequeña. 


Exercícios 

9. Qual é a principal vantagem do láser de quatro níveis em relaqáo ao láser de tres níveis? 

10. Qual é a funqáo do hélio em um láser de hélio-neónio? Por que náo se usa apenas o neónio? 


EXEMPLO 9-9 


Comparagáo entre Inversóes de Populagáo Críticas Compare as inversóes de popula£áo mínimas 
necessárias para o funcionamento de um láser de rubi e de um láser de He-Ne. Calcule as potencias de alimentado correspondentes. 


SOLUQÁO 

A densidade de inversáo de populado crítica A n c é dada pela Equagáo 9-51. Os parámetros típicos dos dois lasers sáo os seguintes: 


Tabela 9-9 Parámetros típicos de dois lasers 

Parámetro 

Láser de rubi 

Láser de He-Ne 

A 

694,3 nm 

632,8 nm 

f 

4,32 x 10 14 s’ 1 

4,74 x 10 14 s' 1 























n (índice de refragao) 


1,76 


1,00 


A f 


A/(concentragáo de Cr 


, 3 +\ 


3 x 10“ 3 s 
2,9 x 10 8 s 
3,3 x 10 11 s 1 


2 x 10 19 /cm 3 


10“ 7 s 

3,3 x 10 7 s 


9 x 10 8 s' 1 


Para o láser de rubi: 


Am = 


A-n (4 f 32 X10 14 ) 2 (3,3 X 10 U )( 3 x 1ÍT 3 ) 




(3,00 X 10 B /1,76) 3 (2,9 X 1ÍT 8 ) 
Ajv- 5,08 X I O 22 átomos/m 3 = 5,08 x I0 16 éiomos/cm 3 


Para o láser de He-Ne: 


4ttV 2 A/í s _ 473(4,74 X 10 14 ) 2 (9 X 10 a )(10" 7 ) 

” (3,00 X (O 8 ) 3 (3,3 X KT 7 ) 

A n t . = 8,96 x 10 13 átomos/m 3 = 8,96 x 10 7 átomos/cm ? 

Assim, a densidade de inversáo de populagáo crítica é muito menor para o láser de He-Ne. 

No caso do láser de hélio-neónio, como N\ ~ 0, a potencia mínima necessária para o ñmcionamento do láser é dada por 

He-Ne) => An* (hf/t s ) 

(8,96 X10 7 )(6,63 X IO -34 )(4,74 X 10 a4 ) 

" _ ícP 

= 2,8 X 10“ 4 W/cm 3 

No caso do láser de rubi, cerca de metade dos íons de Cr 3+ devem estar no nivel de bombeamento E 3 da Figura 9-33 d; a potencia por 
unidade de volume necessária para manter essa inversáo de populagáo é dada por 

, Níhf\ (2X |0 |,J )(6,63X I0" í4 )(4.32X ID 14 ) 

Pfruhi) =» —(— )=»-;- 

v 7 2\t : J 2X3 X10" 3 

- 955 W/cm 3 


Novos Lasers e Novas Aplicagoes 

O feixe de luz produzido por um láser é coerente, estreito e intenso. É a coeréncia do láser que permite a obtengáo de 
hologramas como os que sáo usados em cartóes de crédito e heads-up displays , instrumentos usados para fomecer informagóes 
visuais ao piloto de urna aeronave sem que este tenha que desviar os olhos. A diregáo precisa e pequeña dispersáo angular o 
toma útil como instmmento cirúrgico para destmir células cancerosas e corrigir descolamentos de retina. Os lasers também sáo 
usados para fazer levantamentos topográficos. É possível medir distancias com grande precisáo usando um espelho para refletir 
a luz de um láser e medindo o tempo necessário para que um pulso luminoso faga o percurso de ida e volta. A distancia entre a 
Terra e a Lúa foi medida com precisáo de alguns milímetros usando espelhos deixados na Lúa por astronautas das missóes 
americanas Apolo 11, 14 e 15 e pelas naves mssas náo tripuladas Luna 17 e 21. Além disso, naturalmente, os aparelhos de CD e 
DVD e os leitores de código de barras, cujo ñmcionamento se baseia no uso de lasers, fazem parte do nosso dia a dia. Os lasers 
de alta potencia também sáo usados em experimentos de fusáo nuclear. Nesse caso, os feixes de vários lasers sáo focalizados em 
pequeñas esferas de deutério-trítio em urna cámara de combustáo. Os lasers aquecem rápidamente as esferas a temperaturas da 










ordem de 10 8 K, o que faz com que os átomos de deutério e tritio se fundam, liberando energía (veja a Segáo 11-8). Na outra 
extremidade da escala de temperaturas, usando técnicas avangadas de resfriamento que incluíram o uso de tres pares ortogonais 
de lasers (pingas óticas) em urna amostra com 2500 átomos de césio, W. Ketterle e colaboradores 17 conseguiram obter urna 
temperatura de apenas 450 pK. (Veja a foto.) Pares de lasers, conhecidos como armadilhas óticas , capazes de resfriar milhóes 
de átomos a temperaturas de menos de um microkelvin, sao usados para criar condensados de Bose-Einstein, discutidos no 
Capítulo 8, e átomos de anti-hidrogénio, descritos no Capítulo 12. 


a 


Nesta fotografía, tres pares de lasers iluminam cerca de 100 milhóes de átomos de sodio. A pressáo da luz desacelera os átomos, 
reduzindo a velocidade rms a apenas algumas vezes a velocidade de recuo correspondente á absorgáo ou emissáo de um único fóton. Este 
processo permitiu resfriar átomos de sodio a urna temperatura de apenas 450 pK. [Fonte: National Institute of Standards and 
Technology .] 

Embora os lasers cw sejam os mais adequados para muitas aplicagóes, outras exigem lasers pulsados, especialmente as 
aplicagóes ñas quais a potencia necessária é táo elevada que urna operagáo continua se toma inviável. Para essas aplicagóes, foi 
desenvolvido o método de amplificagdo de pulsos por variagáo de frequéncia ou CPA.* Nessa técnica, inventada na década de 
1980 por Gérhard Mourou, um pulso curto passa por um conjunto de redes de difragáo ou prismas que dispersa as frequéncias 
contidas no pulso (veja a Figura 9-39). Em consequéncia, o pulso fica até 10 5 vezes mais largo e muito menos intenso que o 
pulso original e pode ser amplificado 10 6 vezes ou mais sem que haja risco de danificar os componentes do amplificador. Em 
seguida, o pulso é comprimido novamente por um sistema ótico que faz o trabalho inverso do sistema original. Hoje em dia, sao 
produzidos comercialmente lasers pulsados com urna potencia instantánea de mais de 100 gigawatts. Alguns laboratorios de 
pesquisa dispóem de lasers com urna potencia instantánea na faixa dos petawatts (10 15 watts). Alguns exemplos sao 
mencionados brevemente no próximo parágrafo. 

As pingas óticas utilizam as torgas eletromagnéticas extremamente pequeñas associadas á luz de um láser, focalizada 
com extrema precisáo ao passar pela lente objetiva de um microscopio, para manipular partículas de tamanho 
nanométrico ou micrométrico as quais estáo associadas moléculas como as de DNA. Esta técnica é usada, por 
exemplo, para separar células e para resfriar átomos neutros. 

A tecnología dos lasers está progredindo táo rápidamente que é possível mencionar aqui apenas algumas das novidades mais 
recentes. A introdugáo no mercado, em 2006, da tecnología Blu-ray, que utiliza um láser azul para aumentar a capacidade dos 
DVDs de 5 para 25 gigabytes, é um exemplo. Além do láser de rubi, foram construidos muitos outros lasers baseados em 
cristais, cujos comprimentos de onda variam de 18 nm (raios X macios) até 3900 nm (infravermelho). Também existem lasers 
capazes de gerar continuamente urna potencia de mais de 1 kW e lasers que produzem pulsos com nanossegundos de duragáo e 
urna potencia instantánea da ordem de 10 9 W. Um láser CPA de titánio-safira da Universidade de Michigan estabeleceu um 
recordé mundial ao concentrar urna potencia de 3 x 10 14 W em urna regiáo de apenas 1,2 pm de diámetro em um pulso com 10~ 5 
de duragáo para produzir urna intensidade de 2 x 10 23 W/m 2 , cem vezes maior que o recordé anterior. Entretanto, existem lasers 
ainda mais potentes, como o láser Astra Gemini, do Rutherford Appleton Laboratory, na Inglaterra, que é capaz de desenvolver 
urna potencia de 5 x 10 14 W. 18 Um projeto europeu conhecido como Extreme Light Infrastructure (ELI) pretende construir um 
láser com urna potencia da ordem de 2 x 10 17 W, 200 vezes maior que dos lasers mais potentes da atualidade. Entre as possíveis 
aplicagóes desses novos lasers está a fabricagáo de aceleradores de partículas “de mesa” (ou seja, de pequeño porte) cuja 
radiagáo secundária (raios X e raios gama) seria usada em pesquisas médicas e de materiais. 
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FIGURA 9-39 O pulso curto de um láser passa por duas redes de difragáo, que introduzem urna diferenga de 10 cm entre as distancias 
percorridas pelas frequéncias mais baixas e as frequéncias mais altas (dispersáo positiva), alargando consideravelmente o pulso, o que 
reduz sua amplitude máxima. O pulso é amplificado e, em seguida, novamente comprimido por um segundo par de redes de difragáo que 
invertem a diferenga de percurso introduzida pelo primeiro par (dispersáo negativa). O resultado é um pulso ultracurto de alta intensidade. 



Um láser semicondutor sintonizável (veja a Segáo 10-8) mostrado, para comparagáo, no buraco de urna agulha de costura. [NASA!Jet 
Propulsión Laboratory.] 

As comunicagóes por fibra ótica receberam um grande impulso com a recente criagáo de um amplificador ótico. A luz 
de um láser semicondutor é usada para “bombear” um segmento de fibra ótica dopada com érbio, introduzido na linha. 

O sinal que trafega na linha estimula a emissáo de fótons pelos átomos de érbio, reforgando o sinal. 

Os lasers a gás e os lasers de corantes sintonizáveis produzem comprimentos de onda que váo do infravermelho distante ao 


















ultravioleta. Os lasers semicondutores (veja o Capítulo 10) podem gerar 200 mW de potencia em urna área do tamanho de urna 
cabega de alfínete. Além dos lasers que produzem luz vermelha e hoje sao usados em leitoras de código de barras, aparelhos de 
CD, copiadoras e impressoras, os cientistas de materiais desenvolveram lasers semicondutores que produzem luz azul e 
ultravioleta. Esses lasers, como dissemos, permitiram aumentar consideravelmente a capacidade dos DVDs. Lasers líquidos 
baseados em corantes podem ser sintonizados em urna faixa de comprimentos de onda com aproximadamente 70 nm de largura 
no caso de lasers continuos e mais de 170 nm de largura no caso de lasers pulsados. Recentemente, em 2011, os cientistas Masle 
Gather e Seok-Hyun Yun, da Harvard Medical School, demonstraram a existencia de lasers biológicos em células vivas, 
langando as bases para urna nova forma de investigar o comportamento das células. Um láser relativamente novo, o láser de 
elétrons livres, extrai energia luminosa de um feixe de elétrons livres submetidos a um campo magnético nao uniforme. Os 
cientistas esperam que, futuramente, este tipo de láser seja capaz de gerar grandes potencias com alta eficiencia, além de poder 
ser sintonizado em urna larga faixa de comprimentos de onda. Nao parece haver limites para a variedade e as aplicagóes 
tecnológicas dos lasers. 


Urna Oportunidade PARA VOCE Em abril de 2009, um novo tipo de fonte luminosa, conhecida como LCLS, comegou a funcionar no 
SLAC National Accelerator Laboratory, na Califómia. Trata-se de um láser de elétrons livres que produz, pela primeira vez na historia, pulsos 
coerentes de raios X. Os raios X sao usados há muito tempo por físicos e biólogos para estudar a estrutura dos materiais a nivel atómico e 
molecular, mas a capacidade do LCLS de produzir pulsos de apenas 2 x 10 -15 s de largura com urna intensidade 10 2 * * * * * * 9 vezes maior que a dos 
aparelhos comuns de raios X oferece novas oportunidades. Por exemplo, o LCLS permite obter “instantáneos” de reagóes químicas em 
andamento, acompanhar a redistribuigáo de elétrons durante a formagáo de moléculas e estudar a estrutura de moléculas e materiais complexos, 
como o DNA e as nanopartículas. Os usos do novo instrumento sao limitados apenas pela imaginagáo dos cientistas. 


Resumo 


TÓPICO 


EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1. A ligagáo iónica 


Este tipo de ligagáo, que está presente na maioria dos sais, envolve 
a transferencia de um ou mais elétrons para formar íons positivos e 
negativos que se atraem mutuamente pela forga eletrostática. Como 
o principio de exclusáo impede que os íons se aproximem 
indefinidamente, a energia potencial U(r) apresenta um mínimo. No 
caso de urna molécula diatómica, 

í/(r) = ~ + E„ + 


em que E¡ on é a energia de ionizagáo e£ ex é a energia de repulsáo 
pelo principio de exclusáo, dada por 


4 


em que A e n sáo constantes. 


9-2 


2. A ligagáo covalente Este tipo de ligagáo resulta de um efeito quántico associado ao 

compartilhamento de um ou mais elétrons por átomos iguais ou 

semelhantes. A superposigáo dos orbitais eletrónicos pode dar 

Outras ligagóes covalentes origem a fungóes de onda moleculares com diferentes simetrías. A 

fungáo de onda do estado simétrico, 4*$, tem um valor elevado na 

regiáo entre os núcleos, o que produz um mínimo na energia 

potencial e urna molécula estável. A fungáo de onda do estado 

antissimétrico, 4^, tem um valor pequeño na regiáo entre os 
núcleos; a energia potencial associada a esta fungáo de onda náo 
possui um mínimo e, portanto, náo leva a urna molécula estável. A 
ligagáo entre dois átomos diferentes muitas vezes tem um caráter 







parcialmente iónico e parcialmente covalente. 

Podem existir vários tipos de ligagoes covalentes, dependendo dos elétrons 
que sao compartilhados. Na molécula de H 2 , por exemplo, a ligagáo é do 
tipo s; na molécula de 0 2 ? a ligagáo é do tipo pp. Existem também ligagoes 
do tipo sp, como na molécula de H 2 O. 

3. Ligagoes dipolo-dipolo 

As ligagoes entre átomos e moléculas podem se dever a interagóes 
entre momentos dipolares. Essas interagóes podem envolver 
moléculas com momentos dipolares elétricos permanentes 
(moléculas polares) ou com momentos dipolares elétricos induzidos 
(moléculas apolares). A energía potencial U de um dipolo p 2 na 
presenga do campo elétrico E d produzido por um dipolo pi é dada 
por 

U=- Pa*E rf 9-S 

A torga entre dipolos permanentes é proporcional a 1/r 4 . Se pelo 
menos um dos dipolos é um dipolo induzido, a torga passa a ser 
proporcional a Mr 7 . 

4. Espectros moleculares 

Os níveis de energía das moléculas diatómicas sao constituidos por 
níveis eletrónicos desdobrados por níveis vibracionais, que por sua 
vez sao desdobrados por níveis rotacionais. 

Níveis rotacionais 

As energías rotacionais de urna molécula diatómica sao dadas por 

Níveis vibracionais 

ífí' + 1)A 2 

E = t(t + l)E 0r € = 0. 1,2.... 9-13 

em que / é 0 momento de inércia, Eo r = fr 2 / 2 / é a energia rotacional 
característica e/éo número quántico rotacional. As transigoes entre os 
estados rotacionais obedecem á regra de selegáo Af = ±1. 

Os níveis vibracionais de urna molécula diatómica sao dados por 

£v=(v + 1/W v = 0, 1, 2, ... 9-20 

em que f é a frequéncia vibracional e l/éo número quántico vibracional. As 
transigoes vibracionais obedecem á regra de selegáo Av = ±1. 

5. Espalhamento, absorgáo e emissáo 
estimulada 

Um fóton que incide em um átomo pode ser absorvido, produzindo 
fluorescencia ou radiagáo ressonante, ou espalhado elásticamente 
(espalhamento de Rayleigh) ou inelasticamente (espalhamento de 
Raman). Quando a energia do fóton é maior que a energia de 
ionizagáo do átomo, pode ocorrer 0 espalhamento de Compton ou 0 
efeito fotelétrico. Quando 0 átomo se encontra inicialmente em um 
estado excitado, um fóton incidente com a energia apropriada pode 
estimular a emissáo de outro fóton com a mesma energia. Os fótons 
incidente e emitido estáo em fase e se propagam na mesma 
diregáo. Em um sistema em equilibrio, as probabilidades de 
absorgáo e de emissáo estimulada (coeficientes de Einstein) entre 
os mesmos estados sáo iguais. 

6. Lasers e masers 

Os lasers e masers sáo importantes aplicagóes tecnológicas da 








emissáo estimulada que diferem apenas quanto aos comprimentos 
de onda produzidos. A amplificagáo por emissáo estimulada 
depende da possibilidade de ser obtida urna inversáo de populagáo, 
na qual existem mais átomos em um estado excitado do que no 
estado fundamental ou outro estado excitado de menor energía. Em 
geral, a inversáo de populagáo é conseguida por bombeamento 
ótico e é produzida mais fácilmente em sistemas de quatro níveis 
que em sistemas de tres níveis. 
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Notas 1111111111111111111111111111111111 


1 . O termo orbital é usado frequentemente na física e na química molecular para designar a parte espacial da fungáo de onda, ou 
seja, a parte da fungáo de onda que depende dos números quánticos n, L e m Na física molecular, os elétrons de interesse sao, 
quase sempre, os elétrons da última camada, ou elétrons de valencia, dos átomos que pertencem á molécula. Como as füngóes 
de onda associadas a esses átomos se estendem a toda a molécula, podemos falar de “orbitais moleculares”, da mesma forma 
como falamos de “orbitais atómicos” quando as fungóes de onda dos elétrons se limitam ás vizinhangas de um único átomo. 

2. Moléculas cujos átomos sao iguais, como a de H 2 , sao chamadas de homopolares ou homonucleares . Moléculas cujos átomos 
nao sao iguais recebem o nome de heteropolares ou heteronucleares . 

3. O nome fullereno é urna homenagem ao filósofo e engenheiro R. Buckminster Fuller, o inventor da cúpula geodésica, urna 
estrutura arquitetónica construida a partir de pentágonos e hexágonos. 

4. Leonhard Euler (1707-1783), matemático suígo. Considerado o matemático mais prolífero de todos os tempos, publicou 866 
artigos durante a vida e, apesar de ter perdido a visáo em 1766 (em parte por causa de observagóes do Sol), deixou tantos 
origináis ao morrer que foram necessários 35 anos para publicá-los. Foi Euler quem introduziu o símbolo e para representar a 
base do sistema de logaritmos naturais e o símbolo i para representar a raiz quadrada de - 1 . 

5. Johannes Diderik van der Waals (1837-1923), físico holandés. Essencialmente um autodidata, interessou-se pelo fato de que 
a lei dos gases perfeitos deduzida a partir da teoría cinética dos gases nao era seguida exatamente pelos gases reais. Isso o levou 
a questionar a hipótese de que as moléculas dos gases nao interagem, a nao ser através de colisóes. Depois de estudar o 
problema, chegou a urna equagáo, a equagáo de van der Waals, que descreve com mais precisáo o comportamento dos gases 
reais. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1910 por este trabalho. 

6 . Esta equagáo é demonstrada em muitos livros de física elementar. Veja, por exemplo, P. A. Tipler e G. Mosca, Physics for 
Scientists and Engineers , 6 th ed., W. H. Freeman and Co., New York, 2008, p. 671. 

7. A terminologia das forgas dipolo-dipolo é um pouco confusa. Alguns livros chamam os tres tipos de forgas entre dipolos de 
forgas de van der Waals. Neste livro vamos seguir a prática mais comum (e mais tradicional) de reservar o nome forga de van 
der Waals para a forga de atragáo entre dois dipolos induzidos. 

8. Usamos o símbolo v (letra grega ni) para os estados vibracionais, em lugar de n , para evitar confusáo com o número quántico 
principal associado aos estados eletrónicos. 

9. A molécula do óxido nítrico (NO) é urna excegáo porque contém um elétron desemparelhado. 

10. As linhas associadas a transigóes do tipo l —> l - 1 sao conhecidas como linhas do ramo Pe as linhas associadas a 
transigóes do tipo { —> ( + 1 sao conhecidas como linhas do ramo R. 

11. Chandrasekhara Venkata Raman (1888-1970), físico indiano. Depois de se formar na universidade com 16 anos, tomou-se 



funcionário público, como Einstein, e passou a fazer ciencia ñas horas vagas. Previu que a luz visível podia sofrer espalhamento 
inelástico antes que Compton observasse o efeito usando raios X. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1930 por seu trabalho, 
tomando-se o primeiro asiático a receber um Premio Nobel na área das ciencias. 

12 . Existe também um efeito Raman para os estados vibracionais e eletrónicos das moléculas. 

13 . T. H. Maiman, “Stimulated Optical Radiation in Ruby”, Nature , 187 , 493 (1960). 

14 . Esta corregáo é necessária porque, devido á largura finita da linha espectral, a densidade de energía u(f) que aparece na 
probabilidade de emissáo estimulada está distribuida em urna faixa de frequéncias A/em vez de estar concentrada em urna única 
frequéncia f 

15 . O produto da energía por unidade de volume u(f) pela velocidade c tem dimensoes de intensidade (W/m 2 em unidades do 
SI). 

16 . A. Javan, W. B. Bennet, Jr., e D. R. Herriott, Physical Review Letters , 6 , 106 (1961). 

17 . W. Ketterle et al., Science , 301 , 1513 (2003). 

18 . Convém observar que, embora a potencia desses lasers pulsados seja extremamente elevada, o fato de que pulsos sao muito 
curtos faz com que a energía por pulso seja relativamente pequeña, da ordem de 5 a 100 J. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 9-1 A Ligagáo Iónica 

9 - 1 . A energía de dissociaqao as vezes é expressa em quilocalorias por mol. (a) Determine a rela?ao entre elétrons-volts por 
molécula e quilocalorias por mol. ( b ) Determine a energía de dissociaqao do NaCl molecular em quilocalorias por mol. (c) A 
energía de dissociaqao da molécula de Li 2 é 106 kJ/mol. Determine o valor da energía de dissociaqao do Li 2 em eV por 
molécula. 

9 - 2 . A energía de dissociaqao do Cl 2 é 2,48 eV. Considere a fornido de urna molécula de NaCl por meio da reaqao 

Na + |C1 2 -> NílCl 

Esta reagáo é endotérmica (absorve energia) ou exotérmica (libera energía)? Qual é a energía liberada ou absorvida por 
molécula? 

9 - 3 . Usando os dados da Tabela 9-1, calcule a energia necessária para transferir um elétron nos seguintes casos: do Cs para o F; 
do Li para o I; do Rb para o Br. 

9-4. Usando os dados das Tabelas 9-1 e 9-2, estime a energia de dissociagáo das moléculas de Csl, NaF e Lil. Explique por que 
os valores obtidos sao maiores que os que aparecem na Tabela 9-2. 

9 - 5 . A distancia de equilibrio entre os íons Rb + e CE no RbCl é 0,267 nm. {a) Calcule a energia potencial de atragáo entre os 
íons, supondo que eles se comportam como cargas pontuais. ( b ) A energia de ionizagáo do rubídio é 4,18 eV e a afinidade 
eletrónica do cloro é 3,62 eV. Determine a energia de dissociagáo do KC1, desprezando a energia de repulsáo. (c) O valor 
experimental da energia de dissociagáo é 4,37 eV. Qual é a energia de repulsáo dos íons na distáncia de equilibrio? 

9-6. Calcule a energia eletrostática da molécula de KBr na distáncia de equilibrio. Use o resultado para calcular a energia de 
repulsáo pelo principio de exclusáo na distáncia de equilibrio. 

9 - 7 . Se a energia de repulsáo pelo principio de exclusáo do Problema 9-6 é dada pela Equagáo 9-2, calcule os valores do 
coeficiente A e do expoente n. 

9-8. Calcule a energia de dissociagáo do NaBr molecular em quilocalorias por mol. 

9 - 9 * Observe na Tabela 9-2 que as distáncias de equilibrio das moléculas de KBr e RbCl sáo praticamente iguais. Calcule as 
energías de repulsáo pelo principio de exclusáo para as duas moléculas. 

Segáo 9-2 A Ligagáo Covalente 

9 - 10 . O hidrogénio pode formar ligagóes covalentes com muitos outros átomos além dos que aparecem ñas Tabelas 9-3 e 9-5, 
incluindo o enxofre, o telúrio, o fósforo e o antimonio. Determine as fórmulas químicas das moléculas resultantes da 
combinagáo do hidrogénio com os elementos citados. (, Sugestáo : Use a tabela de configuragóes eletrónicas do Apéndice C.) 

9 - 11 . Que tipo de ligagáo é o mais importante (a) na molécula de KC1; ( b ) na molécula de 0 2 ; (c) na molécula de CH 4 ? 

9-12. A distáncia de equilibrio da molécula de HF é 0,0917 nm e o valor experimental do momento dipolar elétrico da molécula 


é 6,40 x 10 30 C-m. Qual é a porcentagem de caráter iónico da ligagáo? 

9-13. A distancia de equilibrio da molécula de CsF é 0,2345 nm. Se a ligagáo é 70% iónica, qual deve ser o valor do momento 
dipolar elétrico da molécula? 

9-14. A ligagáo iónica da molécula de BaO envolve a transferencia de dois elétrons do átomo de bário para o átomo de 
oxigénio. Se a distancia de equilibrio é 0,193 nm e o valor experimental do momento dipolar elétrico é 26,7 x 1CT 30 C • m, qual 
é a porcentagem de caráter iónico da ligagáo? 

Segáo 9-3 Outros Tipos de Ligagáo 

9-15. Cite tres elementos com a mesma configuragáo das duas últimas subcamadas que o carbono. Vocé espera que esses 
elementos apresentem as mesmas ligagóes híbridas que o carbono? Justifique sua resposta. 

9-16. O momento dipolar p da molécula de água, representada de forma esquemática na Figura 9-19, é, na verdade, a soma 
vetorial de dois dipolos de módulos iguais, pi e p 2 , paralelos ás retas que ligam o átomo de oxigénio aos dois átomos de 
hidrogénio. O valor experimental do ángulo entre os dois átomos de hidrogénio é 104,5°, a distancia de equilibrio entre o átomo 
de oxigénio e cada um dos átomos de hidrogénio é 0,0956 nm e o módulo de p é 6,46 x 10 _3 ° C-m. Determine a fragáo de carga 
que é transferida de cada um dos átomos de hidrogénio para o átomo de oxigénio na molécula de água. 

9-17. A polarizabilidade do Ne é 1,1 x 10 -37 m-C 2 /N. (a) Para que distancia a energía dipolo-dipolo entre urna molécula de H 2 0 
e um átomo de Ne na atmosfera é suficiente para resistir a urna colisáo com urna molécula de N 2 que esteja se movendo com a 
velocidade cinética média correspondente a T= 300 K? (b) Qual é essa distancia para urna molécula típica? (c) Com base nos 
resultados dos itens ( a ) e (tí), a formagáo de ligagóes H 2 0-Ne é muito provável? Justifique sua resposta. 

9-18. As pontes de hidrogénio que ligam duas moléculas de DNA tém urna energía da ordem de 0,3 eV, o que corresponde a 
aproximadamente 15% da energía das ligagóes iónicas e covalentes entre os átomos de cada molécula. ( a ) Qual é o 
comprimento de onda de um fóton com energia suficiente para romper as pontes de hidrogénio? ( b ) Em que regiáo do espectro 
eletromagnético se encontram esses fótons? (c) Como existe urna concentragáo significativa de fótons nesta faixa de energías no 
ambiente terrestre, por que as ligagóes entre as moléculas de DNA dos seres vivos nao se romperam há muito tempo? 

9-19. Quais das moléculas a seguir vocé espera que sejam polares e quais vocé espera que sejam apolares? Justifique suas 
respostas, (a) NaCl; (tí) 0 2 . 

Segáo 9-4 Níveis de Energia e Espectros de Moléculas Diatómicas 

9-20. A energia rotacional característica E 0r da molécula de N 2 é 2,48 x 1(T 4 eV. A partir desta informagáo, calcule a distancia 
de equilibrio dos átomos de nitrogénio na molécula de N 2 . 

9-21. A distancia de equilibrio da molécula de 0 2 é 0,121 nm. Calcule a energia rotacional característica E 0r = h 2 /2I em eV. 

9-22. A molécula de CO sofre urna transigáo do estado vibracional v = 1 para o estado vibracional v = 0. (a) Qual é o 
comprimento de onda do fóton emitido? (tí) A que temperatura 1% das moléculas de CO se encontram no estado vibracional v = 
1? 

9-23. Usando os dados da Tabela 9-8, (a) calcule a energia vibracional da molécula de LiH no estado vibracional de menor 
energia. (tí) Calcule a massa reduzida do LiH. (c) Calcule a constante de forga do LiH. (d) A partir desses resultados, estime a 
distancia de equilibrio da molécula de LiH e compare o resultado com o valor da tabela. 

9-24. Calcule a massa reduzida, em unidades unificadas de massa, (a) da molécula de H 2 ; (tí) da molécula de N 2 ; (c) da 
molécula de CO; (d) da molécula de HC1. 

9-25. A energia rotacional característica E 0r = h 2 HI do KC1 é 1,43 x 1(T 5 eV. (a) Determine a massa reduzida da molécula de 

KC1. (tí) Determine a distancia de equilibrio entre os íons K + e Cl _ . 

9-26. Use os dados da Tabela 9-8 para determinar a constante de forga (a) da molécula de H 35 C1; (tí) da molécula de K 79 Br. 

9-27. A frequéncia de vibragáo da molécula de NO é 5,63 x 10 13 Hz. Calcule a constante elástica da molécula de NO. 

9-28. A distancia de equilibrio do HBr é 0,141 nm. Supondo que o átomo de Br permanece fixo, calcule as quatro menores 
energías rotacionais da molécula de HBr e represente-as gráficamente, em escala, em um diagrama de níveis de energia. 

9-29. O espectro vibracional do Li 2 é constituido por urna série de linhas igualmente espagadas na regiáo das micro-ondas. 
Sabendo que a distancia entre linhas vizinhas é 1,05 x 10 13 Hz, calcule a distancia de equilibrio do Li 2 . 

9-30. Calcule a diferenga entre as energías rotacionais E 0r do K 35 C1 e do K 37 C1. 

9-31. Qual é o principal tipo de ligagáo (a) no NaF; (tí) no KBr; (c) no N 2 ; (d) no Ne? 

9-32. Para o NaCl, calcule (a) a energia, em eV, necessária para excitar o primeiro estado rotacional e (tí) o comprimento de 

onda e a frequéncia do fóton emitido na transigáo de volta ao estado fundamental. (Suponha que a molécula está no estado 
eletrónico fundamental e no estado vibracional fundamental.) 


Segáo 9-5 Espalhamento, Absorgáo e Emissáo Estimulada 

9-33. As energías dos cinco primeiros estados de um certo gás monoatómico sao E x = 0, E 2 = 3,80 eV, E 3 = 4,30 eV, E 4 = 7,2 
eV e E 5 = 7,5 eV. ( a ) Se a temperatura é suficientemente elevada para que todos os estados estejam ocupados e o gás é 
iluminado com urna luz cujo comprimento de onda é 2400 nm, quais sao as transigóes possíveis? ( b) Quais das transigóes 
descritas no item ( a ) continuam a ocorrer se a temperatura é táo baixa que apenas o estado E x está ocupado? (c) Repita os itens 
(a) e ( b ) para urna luz com um comprimento de onda de 250 nm. ( d) Quais sao os comprimentos de onda capazes de estimular a 
emissáo de um fóton por um átomo que se encontra no estado E 4 1 

9-34. Em urna demonstragáo de laboratorio, um tubo de descarga de hidrogénio é operado a 300 K para produzir a série de 
Balmer. Calcule a razáo entre a probabilidade de emissáo espontánea das linhas H a e a probabilidade de emissáo estimulada. 

9-35. Determine a razáo entre o número de moléculas no estado v = 1 e o número de moléculas no estado v = 0 para urna 
amostra de 0 2 a 273 K. Repita o cálculo supondo que a temperatura da amostra é 77 K. (Ignore os movimentos de rotagáo.) 

9-36. Os núcleos da molécula de F 2 estáo separados por urna distáncia de 0,14 nm. {a) Calcule as distáncias entre os quatro 
primeiros níveis rotacionais com v = 0 e desenhe em escala o diagrama de níveis de energía correspondente. ( b ) Quais sáo os 
comprimentos de onda das transigóes possíveis entre esses níveis? 

Segáo 9-6 Lasers e Masers 

9-37. Os pulsos produzidos por um láser de rubi tém urna potencia média de 10 MW e urna duragáo de 1,5 ns. (a) Qual é a 
energía total de cada pulso? ( b ) Quantos fótons sáo emitidos em cada pulso? 

9-38. Um láser de hélio-neónio emite luz com um comprimento de onda de 632,8 nm e tem urna potencia de saída de 4 mW. 
Quantos fótons o láser emite por segundo? 

9-39. A luz de um láser é apontada para a Lúa, que está a 3,84 x 10 8 m de distáncia. A dispersáo angular do feixe é dada pela 
fórmula de difragáo (critério de Rayleigh), sen 0 = 1,22 A/D, na qual Dé o diámetro do tubo do láser, (a) Calcule o diámetro do 
feixe ao atingir a superficie da Lúa, supondo que D= 10cme^ = 600 nm. (b) Repita o cálculo supondo que o feixe é projetado 
na diregáo da Lúa através de um telescopio com 1,0 m de diámetro. 

9-40. Um certo átomo tem dois estados entre os quais ocorre urna transigáo; o comprimento de onda da radiagáo emitida é 420 
nm. A urna temperatura de 297 K, existem 2,5 x 10 21 átomos no nivel inferior, {a) Quantos átomos existem no nivel superior? 
{tí) Suponha que 1,8 x 10 21 átomos sejam bombeados do nivel inferior para o superior. Qual a energía que o sistema é capaz de 
irradiar em um único pulso de láser? 

NÍVEL II 

9-41. {a) Calcule a energía potencial eletrostática dos íons de Na + e CU na distáncia de equilibrio, 0,24 nm, supondo que os íons 
se comportam como cargas pontuais. {tí) Qual é a energía de repulsáo a esta distáncia? (c) Suponha que a energía de repulsáo é 
dada pela Equagáo 9-2. De acordo com a Figura 9-2é, a energía é igual a ke 2 /r para r ~ 0,14 nm. Use esta informagáo e o 
resultado do item {tí) para determinar os valores de n e A. (Embora este cálculo náo seja muito preciso, a energía de repulsáo 
realmente varia muito mais depressa com r que a energía de atragáo.) 

9-42. A dispersáo angular do feixe de um láser de rubi pode ser determinada pelo critério de Rayleigh (veja o Problema 9-39). 
Suponha que o diámetro do cilindro de rubi é 1,0 cm e que X = 694,3 nm. {a) Qual é o diámetro da regiáo iluminada pelo láser a 
urna distáncia de 1,0 km? {tí) Se o láser está emitindo 10 18 fótons/s, qual é a potencia depositada por centímetro quadrado em 
um alvo situado a 1,0 km de distáncia? 

9-43. A distáncia de equilibrio dos íons K + e CE no KC1 é 0,267 nm. {a) Calcule a energía potencial de atragáo dos íons 
supondo que a essa distáncia os íons se comportam como cargas pontuais. {tí) A energía de ionizagáo do potássio é 4,34 eV e a 
afinidade eletrónica do cloro é 3,62 eV. Determine a energia de dissociagáo do KC1, desprezando a energía de repulsáo (veja a 
Figura 9-2 a), {c) O valor experimental da energia de dissociagáo é 4,40 eV. Qual é a energia de repulsáo dos íons na distáncia 
de equilibrio? 

9-44. Use a distáncia de equilibrio entre os íons K + e CE, dada no Problema 9-43, e a massa reduzida do KC1 para calcular a 
energia rotacional característica E r0 do KC1. 

9-45. Neste problema, o leitor vai determinar como varia a forga de atragáo entre urna molécula polar e urna molécula apolar 
com a distáncia entre as moléculas. Suponha que o momento dipolar elétrico da molécula polar está apontando na diregáo do 
eixo vea molécula apolar está a urna distáncia v do centro da molécula polar, {a) Como varia com a distáncia v o campo 
elétrico associado ao dipolo elétrico da molécula polar? {tí) Use os fatos de que a energia potencial de um dipolo elétrico de 
momento p na presenga de um campo elétrico E é dada por U= -p E e de que o momento dipolar induzido em urna molécula 
apolar é proporcional a E para determinar de que forma a energia potencial de interagáo das duas moléculas varia com a 
distáncia entre as moléculas, (c) Use a relagáo F = -dU/dx para determinar a variagáo com v da forga entre as moléculas. 


9-46. A constante elástica da ligagáo covalente da molécula de H 2 é 580 N/m. Determine a energia dos primeiros quatro níveis 
vibracionais das moléculas de H 2 , HD e D 2 . Calcule o comprimento de onda dos fótons emitidos ñas transigóes entre níveis 
vizinhos das tres moléculas. 

9-47. O espectro de micro-ondas do CO apresenta linhas em 0,86 mm, 1,29 mm e 2,59 mm. (a) Calcule as energías dos fótons e 
desenlie, em escala, o diagrama de níveis de energia correspondente. Qual é o tipo de movimento molecular responsável por 
essas linhas? ( b ) Calcule a distancia de equilibrio do CO. 

9-48. Pióte a curva de energia potencial de urna molécula diatómica em fungáo da distancia entre os átomos (como a da Figura 
9-2 b) e indique os valores médios de r para dois níveis vibracionais. Mostré que, por causa da assimetria da curva, r méd aumenta 
com o aumento da energia vibracional e, portanto, os sólidos aumentam de volume ao serem aquecidos. 

9-49. Urna amostra de HC1 é submetida a urna luz cujo comprimento de onda é 435,8 nm. {a) Calcule os comprimentos de onda 
das quatro linhas do espectro rotacional de Raman que estáo mais próximas do comprimento de onda da radiagáo incidente. ( b ) 
Compare as diferengas entre as frequéncias dessas linhas e as diferengas entre as frequéncias das linhas correspondentes na 
Figura 9-30. 

9-50. Use os dados da Tabela 9-8 para calcular a energia do primeiro estado excitado vibracional e a energia do primeiro estado 
excitado rotacional (a) da molécula de Li 2 ; ( b ) da molécula de K 79 Br. 

9-51. Determine a constante elástica efetiva do HC1 a partir da massa reduzida da molécula e da frequéncia vibracional 
fundamental, calculada a partir dos dados da Figura 9-30. 

9-52. Observe na Figura 9-33 d que o estado E 2 do Cr 3+ é, na verdade, um dubleto; a distancia entre os dois níveis é apenas 
0,0036 eV. (a) Suponha que todos os íons Cr 3+ de um certo láser estáo nos tres estados E\ e E 2 (dubleto) e calcule as populagóes 
relativas desses estados. ( b ) Se apenas o estado de menor energia do dubleto E 2 contribuí para o efeito láser, mas os dois níveis 
tém que ser bombeados juntos, calcule a potencia de bombeamento necessária para que o sistema funcione como um láser. A 
densidade de estados (degeneragáo) do nivel E x é 4 e a degeneragáo de cada um dos estados E 2 é 2. 

9-53. A frequéncia central da banda de absorgáo do HC1 mostrada na Figura 9-30 é/= 8,66 x 10 13 Hz e a distancia entre os 
picos de absorgáo é Af = 6 x 10 6 Hz. Usando estas informagóes, determine (a) a menor energia vibracional (energia de ponto 
zero) do HC1, ( b ) o momento de inércia do HC1 e (c) a distáncia de equilibrio entre os átomos da molécula de HC1. 

NÍVEL III 

9-54. A energia potencial entre dois átomos de urna molécula pode muitas vezes ser descrita com precisáo razoável pelo 
potencial de Lenard-Jones 


U{r) - U n 



em que U 0 e a sáo constantes. ( a ) Determine, em fungáo de a , a distáncia interatómica r 0 para a qual a energia potencial é 
mínima. ( b ) Determine o valor correspondente de U min . (c) Use a Figura 9-8 b para obter valores numéricos de r 0 e U 0 para a 
molécula de H 2 . Expresse a resposta em nanómetros e em elétrons-volts. ( d) Faga um gráfico da energia potencial U(r ) em 
fungáo da distáncia interatómica r para a molécula de hidrogénio. Represente separadamente os diferentes termos e o valor total 
U(r). 

9-55. (< a ) Determine a energia de repulsáo pelo principio de exclusáo para o NaCl. ( b ) Use a Equagáo 9-2 para calcular os 
valores de A e n. 

9-56. Mostré que o sistema H + -H“ náo pode formar urna molécula iónica. (, Sugestáo : Mostré que a fungáo U(r ) náo possui um 
mínimo negativo.) 

9-57. (a) Calcule a diferenga normalizada Ap/p entre as massas reduzidas das moléculas de H 35 C1 e H 37 C1. ( b ) Mostré que a 
mistura de isótopos no HC1 leva a urna diferenga das frequéncias das transigóes de um estado rotacional para outro dada por A/7/ 
= -Ap/p. (c) Calcule o valor de Af/f e compare o resultado com os dados da Figura 9-30. 

9-58. No caso de urna molécula como o CO, que possui um momento dipolar elétrico permanente, transigóes do tipo Al = ±1 
entre dois estados rotacionais associados ao mesmo estado vibracional sáo permitidas, ou seja, a regra de selegáo Av = ±1 náo se 
aplica. ( a ) Determine o momento de inércia da molécula de CO, para a qual r 0 = 0,113 nm, e calcule a energia rotacional 
característica E 0r em elétrons-volts. ( b ) Faga um diagrama de níveis de energia dos estados rotacionais com t = 0 a i = 5 para 
um nivel vibracional qualquer. Assinale o valor das energías desses níveis em elétrons-volts, supondo que E = 0 para t = 0. (c) 
Indique no diagrama as transigóes que obedecem á regra de selegáo Al = -1 e calcule a energia dos fótons emitidos. ( d) 
Determine o comprimento de onda dos fótons cuja energia foi calculada no ítem (c). Em que regiáo do espectro eletromagnético 
encontram-se esses fótons? 




9-59. Urna molécula de H 2 no estado fundamental eletrónico, vibracional e rotacional absorve um fóton de frequéncia 1,356 x 
10 14 Hz e sofre urna transigáo para o estado v = 1, l = 1, permanecendo no estado eletrónico fundamental. Em seguida, sofre 
urna transigáo para o estado v = 0, ( = 2, emitindo um fóton de frequéncia 1,246 x 10 14 Hz. (a) Calcule o momento de inércia da 
molécula de H 2 em relagáo a um eixo passando pelo centro de massa. ( b ) Determine a frequéncia vibracional/e a distancia de 
equilibrio r 0 para o H 2 e compare os resultados obtidos com os valores da Tabela 9-8. 


*Ou seja, amplificadlo de luz por emissáo estimulada de 
radia^áo. (N.T.) 

*Do inglés continuous wave. (N.T.) 

*Do inglés chirped pulse «mplification. (N.T.) 
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A s substancias sólidas, em sua imensa variedade, vém fascinando a humanidade há muitos séculos. Inovagóes tecnológicas 
na preparagáo e uso de metáis e ligas metálicas mudaram o curso da historia; a simetría e beleza dos cristais naturais 
sempre foram urna fonte de deslumbramento. Por outro lado, a explicagáo das propriedades dos sólidos a partir de primeiros 
principios teve que aguardar o advento da mecánica quántica. Grande parte do progresso tecnológico ocorrido nos últimos cem 
anos resultou da aplicagáo da mecánica quántica ao estudo dos sólidos. Vamos examinar rápidamente alguns aspectos da 
estrutura dos sólidos na Segáo 10-1 e, em seguida, concentraremos nossa atengáo ñas propriedades elétricas e magnéticas dos 
materiais. 

10-1 Estrutura dos Sólidos 

Em nosso dia a dia, encontramos a matéria em tres formas: sólida, líquida e gasosa. Nos gases, a distancia média entre as 
partículas que compóem a substancia (átomos ou moléculas) é muito maior que o tamanho das partículas. As partículas 
praticamente nao interagem, a nao ser através de colisóes frequentes, mas de curta duragáo. Nos líquidos e nos sólidos, as 
partículas estáo muito mais próximas e interagem com urna forga comparável á que mantém os átomos unidos ñas moléculas. 
(Existe urna quarta forma de matéria, o plasma, na qual a substancia é formada por íons e elétrons livres. Os plasmas sao 
gerados apenas em temperaturas muito elevadas, como no interior das estrelas, ou quando os gases sao submetidos a fortes 
descargas elétricas, como nos relámpagos e em certas experiencias de laboratorio. As propriedades de um plasma sao muito 
diferentes das de um gás comum por causa dos efeitos elétricos e magnéticos de longo alcance associados á presenga de 
partículas carregadas. Urna recém-descoberta quinta forma de matéria, o condensado de Bose-Einstein, foi discutida no Capítulo 
8.) Nos líquidos, as partículas formam ligagóes temporárias de curto alcance que sao constantemente rompidas e refeitas em 
consequéncia da agitagáo térmica. A forga dessas ligagóes depende do tipo de partícula. Assim, por exemplo, como vimos na 
Segáo 9-3, a atragáo entre os átomos de hélio se deve a urna forma muito fraca de interagáo, a interagáo de van der Waals, e, por 
isso, o hélio nao se liquefaz á pressáo atmosférica, a nao ser a urna temperatura (4,2 K) muito próxima do zero absoluto. 

Quando um líquido é resfriado lentamente, a energía cinética das partículas que o compóem diminuí e as partículas passam a 



formar um arranjo regular que maximiza o número de ligagóes e minimiza a energía potencial. Caso, porém, o líquido seja 
resfriado táo depressa que as partículas se imobilizam antes que tenham tempo de encontrar a posigáo de energia mínima, o 
sólido assim formado nao apresenta urna estrutura cristalina, mas se parece com um líquido “congelado”. Um sólido desse tipo 
é chamado de amorfo. Os sólidos amorfos apresentam a ordem de curto alcance, mas nao a ordem de longo alcance (que se 
estende a muitos diámetros atómicos) que caracteriza um cristal. O vidro é um exemplo típico de sólido amorfo. Enquanto os 
cristais apresentam um ponto de fusáo bem definido, os sólidos amorfos se tomam simplesmente mais deformáveis com o 
aumento da temperatura. Muitos materiais podem se solidificar no estado amorfo ou no estado cristalino, dependendo da forma 
como sao preparados; outros existem apenas em urna dessas formas. A maioria dos sólidos existe naturalmente na forma de 
policristais, isto é, conjuntos de pequeños monocristais (com urna fragáo de milímetro de diámetro) orientados em diferentes 
diregóes. Entretanto, grandes monocristais sao encontrados na natureza e produzidos artificialmente (Figura 10-1). Neste 
capítulo, vamos discutir apenas os sólidos cristalinos simples. 

A propriedade mais importante de um monocristal é a regularidade da estrutura, que pode ser considerada como um arranjo 
básico relativamente simples repetido indefinidamente em todas as diregóes. A menor unidade de um cristal recebe o nome de 
célula unitária. A simetría da célula unitária depende do tipo de ligagáo entre os átomos, íons ou moléculas que formam o 
cristal. Se a célula unitária contém mais de um tipo de átomo, a simetría depende também do tamanho relativo dos átomos. A 
simetría também pode mudar com a pressáo e/ou com a temperatura. Os tipos de ligagáo sao os que foram discutidos no 
Capítulo 9: ligagóes iónica, covalente e dipolo-dipolo, as últimas incluindo as pontes de hidrogénio e as ligagóes van der Waals. 
Os sólidos e líquidos podem apresentar também um tipo de ligagáo que nao é observado nos gases, a ligagáo metálica, que será 
discutida mais adiante. 



FIGURA 10-1 (a) Monocristal de quartzo, urna das formas naturais do SÍO 2 . [Cortesía de Sawyer Research Products , Inc.] ( b ) Para 
fabricar um cristal sintético de silicio, é preciso tomar um material que contenha silicio (areia de praia, por exemplo), separar o silicio e 











fundi-lo. A partir de urna pequeña semente, o silicio fundido se transforma em um cristal cilindrico como o que aparece na foto. Os 
cristais, com até 1,3 m de comprimento, sao formados em condigoes altamente controladas para assegurar que nao contenham defeitos e 
cortados em milhares de discos, que servem de matériaprima para a fabricasáo de circuitos integrados. [ Cortesía do Museum of Modern 
Art , New York City.] (c) Cristais naturais de gipsita (CaSCU) na Caverna dos Cristais, situada no México. Alguns desses cristais tém mais 
de 25 m de comprimento. [Cars ten Peter/Speleoresearch & Films/National Geographic/Getty Images.] 


Sólidos Iónicos e Covalentes 


A Figura 10-2 mostra a estrutura do cristal iónico NaCl. Os íons Na + e CF possuem simetría esférica (veja a Seqáo 9-1), com os 
íons CF aproximadamente duas vezes maiores que os íons Na + . A energía potencial do cristal é mínima quando um ion de cada 
tipo tem seis vizinhos mais próximos do outro tipo. Urna estrutura deste tipo é conhecida como cúbica de faces centradas {efe) 
porque a simetría da célula unitária pode ser descrita pelos vértices de um cubo com um ponto adicional no centro de cada face. 
Observe que, no caso do sólido, os íons Na + e Cl _ nao se unem para formar moléculas de NaCl. 

A parte atrativa da energía potencial de um ion em um cristal pode ser escrita na forma 

ke 2 

U*= -a— 10-1 

na qual r é a distancia entre íons vizinhos (que é 0,282 nm para os íons Na + e CF em um cristal de NaCl) e a é urna constante, 
conhecida como constante de Madelung, que depende da estrutura do cristal. Se apenas os seis vizinhos mais próximos de cada 
ion fossem importantes, a seria igual a 6. Acontece que, além dos 6 vizinhos de carga oposta, situados a urna distancia igual a r, 
existem 12 vizinhos de mesma carga situados a urna distancia rV2> 8 íons de carga oposta situados a urna distancia A/3>e 
assim por diante. A constante de Madelung é, portanto, urna soma infinita: 


J2 8 6 20 

—— + —— + —— 

V2 V3 2 V5 
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Acontece que a soma da Equaqáo 10-2 nao converge! Como f/ atr nao pode ser infinita, deve haver um erro em algum lugar. O 
erro está no fato de que, ao usarmos distancias r cada vez maiores para determinar os termos da soma da Equaqáo 10-2, 
supusemos implicitamente que os cristais de NaCl tém forma esférica, o que nao está correto. Quando a soma é executada 
levando em conta a estrutura cúbica do NaCl, a soma equivalente á Equaqáo 10-2 converge, embora muito devagar. O resultado 
para urna estrutura cúbica de faces centradas como a do NaCl é a = 1,7476. O valor de a é diferente para cristais iónicos com 
outras estruturas cristalinas (veja a Tabela 10-1). 



FIGURA 10-2 A estrutura cúbica de faces centradas (efe) do NaCl. 


Quando os íons Na + e C~ se aproximam muito, comeqam a se repelir porque as nuvens eletrónicas se superpóem e sofrem os 
efeitos do principio de exclusáo (veja a Seqáo 9-1). Urna expressáo empírica para a energía potencial associada a essa repulsáo 
que funciona muito bem na prática é a seguinte: 


v. 


mp 


A 







na qual A e n sao constantes. 1 A energía potencial total de um dos íons é, portanto, 



A distancia de equilibrio r = r 0 é aquela para a qual 
para r = r 0 , obtemos: 

a forga F = -dU/dr é nula. Derivando a 

Equagáo 10-3 e fazendo dU/dr = 0 
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A energía potencial total de um ion em um cristal pode, portanto, ser escrita na forma 
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Tabela 10-1 Propriedades de alguns sólidos cristalinos 

Sólido 

Tipo de 
ligagáo 

Distáncia 

de 

equilibrio 

(nm) 

Estrutura 

cristalina 

Constante 

de 

Madelung 

Energía 
coesiva 
(eV/á tomo) 

Ponto 

de 

fusáo 

(K) 

NaCI 

Iónica 

0,282 

efe 

1,7476 

3,19 

1074 

LiBr 

Iónica 

0,275 

efe 

1,7476 

3,10 

823 

KCI 

Iónica 

0,315 

efe 

1,7476 

3,24 

1043 

RbF 

Iónica 

0,282 

efe 

1,7476 

3,55 

1068 

CsCI 

Iónica 

0,348 

es 

1,7627 

3,27 

918 

ZnO 

Iónica 

0,222 

hep 

1,4985 

7,22 

2248 

Li 

Metálica 

0,302 

ccc 

- 

1,63 

454 

Fe 

Metálica 

0,248 

ccc 

- 

4,28 

1811 

Au 

Metálica 

0,288 

efe 

- 

3,81 

1338 

Zn 

Metálica 

0,266 

hep 

- 

1,35 

693 

C 

Covalente 

0,154 

efe 

- 

7,37 

t 

Si 

Covalente 

0,235 

efe 

- 

4,63 

1687 

Ge 

Covalente 

0,245 

efe 

- 

3,85 

1211 

H 2 0 

Dipolo- 

dipolo 

0,367 

hep 

- 

0,52* 

273 

O 

co 

o 

Dipolo- 

1,00 

efe 

- 

1,5* 

? 








dipolo 

Ne Dipolo- 0,313 efe - 0,020 24 

dipolo 

*eV/molécula. 

f O diamante se transforma em grafita em altas temperaturas. A grafita sublima a 3800 K. 


Para r = r 0 , temos: 
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i 

ti 
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Urna vez conhecido o valor da distancia de equilibrio r 0 , que pode ser determinado por difragáo de raios X ou calculado a partir 
da densidade do cristal, é possível estimar o valor de n a partir da energía de dissociagáo ou energía da rede do cristal iónico, 
que é a energía necessária para decompor o cristal. No caso do NaCl, o valor experimental da energía de dissociagáo é 770 
kJ/mol. Usando a relagáo 1 eV = 1,602 x 10~ 19 J e o fato de que 1 mol de NaCl contém N A pares de íons, podemos expressar a 
energía de dissociagáo em elétrons-volts por par de íons. O fator de conversáo entre elétrons-volts por par de íons e quilojoules 
por mol é 


eV 


par de íons 


6,022 x IQ^par de íons 

mol 


x 


X 1 « 2Xlflr " J = 96,47 U 


leV 


mol 
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Assim, 770 kJ/mol = 7,98 eV por par de íons. Fazendo U(r 0 ) = -7,98 eV, r 0 = 0,282 nm (veja o Exemplo 10-1) e a = 1,75 na 
Equagáo 10-6, podemos calcular o valor de n. O resultado én = 9,35 ~ 9. 

A energía de dissociagáo também é usada para calcular a energía coesiva de um cristal, que é a energía potencial por átomo 
ou por par de átomos e é um parámetro usado em todos os tipos de ligagáo. No caso do NaCl, 7,98 eV é a energía necessária 
para remover um ion Na + e um ion CE do cristal. Para formar um átomo neutro de C1 a partir do ion CE é preciso fomecer 3,62 
eV ao ion; a formagáo de um átomo neutro de Na a partir do ion Na + libera urna energia de 5,15 eV. Assim, a energia necessária 
para remover do cristal um átomo neutro de Na e um átomo neutro de C1 é 7,98 eV + 3,62 eV - 5,14 eV = 6,46 eV e a energia 
coesiva do NaCl é 6,46 eV por par de átomos. Existe urna boa concordáncia entre este resultado teórico e o valor experimental 
de 3,19 eV/átomo (veja a Tabela 10-1). Urna grande energia coesiva está associada a um alto ponto de fusáo, e vice-versa. 


Energia de Ligagáo do DNA Nos primordios dos estudos de genética, H. Muller estimou em < 0,025 jum o 
limite superior do diámetro do material genético, aínda desconhecido, contido nos cromossomos. (Hoje sabemos que o diámetro desse 
material, o DNA, é menos de 1/10 do valor estimado.) As medidas de Muller mostraram que o portador das informagóes genéticas 
tinha dimensóes moleculares, ou seja, era urna molécula. Por que a agitagáo térmica náo quebra as ligagoes atómicas das moléculas de 
DNA, o que causaría frequentes mutagóes? 


EXEMPLO 10-1 


SOLUQÁO 

A molécula de DNA, em forma de dupla hélice, é extremamente estável. As duas cadeias do DNA se comportam como um fecho 
ecler, com ligagoes covalentes entre os átomos de cada cadeia e pontes de hidrogénio acoplando as duas cadeias. A ligagáo covalente 
dupla entre carbono e oxigénio no DNA tem urna energia de aproximadamente 732 kJ/mol. A energia das pontes de hidrogénio é 
cerca de 10 kJ/mol. 

1. A energia de dissociagáo de urna ligagáo covalente do DNA é 


kJ 1 cV /par de íons 

F . = 7 _x_—_ 

mol 96.47 kJ/mol 


7,59 


eV 

par de íons 


2. A energía de dissociagáo de urna ponte de hidrogénio é 













kJ 1 eV/ Dtir de íons 
= 10— X M = OJO; 


eV 


mol 96,47 kJ/mol par de íons 

3. A 300 K (temperatura ambiente padráo), a energía média da agitagáo térmica é 


(£ r ) = 1*7 = (3/2)(138 x KT 21 J/K)(300 K) X 
I eV 

x---nr~ 

L60 X 10 _ 19 J 

{ E, } = 0,039 eV 

Assim, a energía térmica á temperatura ambiente é muito menor que a necessária para romper as ligagoes covalentes de urna das 
cadeias do DNA, ou mesmo que a necessária para separar as duas cadeias da molécula. 


EXEMPLO 10-2 


_| Distáncia de Equilibrio ro em um Cristal de NaCI Calcule a distancia de equilibrio r 0 em um cristal de 

NaCl, sabendo que a massa específica do NaCI é p = 2,16 g/cm 3 . 


SOLUQÁO 

Suponha que cada ion ocupe o volume de um cubo de lado tq. A massa de 1 mol de NaCl é 58,4 g, que é a soma das massas atómicas 
do sodio e do cloro. Os íons ocupam um volume igual a 2A^r 3 0 , em que Na = 6,02 x 10 23 é o número de Avogadro. A relagáo entre a 
densidade e a distáncia de equilibrio é, portanto dada, por 


m til 

V= V = 

Nesse caso, temos: 

= = _5Mg_ 

r ° 2N A p 2(6,02 X lo**) (2,16 g/crn^) 
= 2,24 X KT^cm 3 
íq = 2,82 X HT s cm — 0,282 rnn 


EXEMPLO 10-3 


_| Medida de r 0 por Difragáo de Raios X Quando os raios X correspondentes á linha K a 

0,071 nm) incidem nos planos diagonais de um cristal de NaCl que aparecem do lado direito da Figura 3-12, um 
(ponto claro na figura de Laue) é observado para um ángulo 0 = 10,25°. Determine o valor de r 0 . 


do molibdénio (X = 
máximo de difragáo 


SOLUQÁO 

1. Como o NaCl é um cristal cúbico, a distáncia d entre os planos diagonais de Bragg é dada por 



2. Os máximos de difragáo de raios X devem satisfazer á condigáo de Bragg, Equagáo 3-23: 


2</sen6 = trik 

3. Fazendo m = le substituindo d pelo seu valor, obtemos: 


2 



sen 0 = X 


4. Explicitando r 0 e substituindo X e 0 por seus valores numéricos, obtemos: 













_ V2X 

r ° _ 2 sen O 

(Vi) (0,071 nm) 

_ (2) (sen 10,25°) 

— 0,282 nm 

Observagáo: Este resultado está de acordo com o valor calculado por outro método no Exemplo 10-2. 


EXEMPLO 10-4 


Constante de Madelung de um Cristal Bidimensional Calcule, com precisáo de quatro termos, a 
constante de Madelung do cristal bidimensional hipotético da Figura 10-5. 


SOLUQÁO 

O potencial atrativo é dado pela Equagáo 10-1. Colocando a origem na posi^áo de ion negativo, como na Figura 10-5, existem quatro 
íons positivos situados a urna distancia r, sobre a circunferencia A, e quatro íons negativos sobre a circunferencia B , cujo raio é rV2 
Existem mais quatro íons negativos sobre a circunferencia C, cujo raio é 2 r, e mais oito íons positivos sobre a circunferencia D , cujo 
raio é Assim, considerando apenas os quatro primeiros termos, o potencial atrativo é dado por 


ou 



-^-± + -U 

V2r Ir V5r/ 





O fator entre parénteses é a constante de Madelung; efetuando o cálculo, obtemos a ~ 2,749. 


A maioria dos cristais iónicos, como o LiF, o KF, o KC1, o KI, o AgCl e outros formados por moléculas da Tabela 9-2, 
possui a estrutura efe. Alguns elementos que também cristalizam com esta estrutura sao a Ag, o Al, o Au, o Ca, o Cu, o Ni e o 
Pb. 

A Figura 10-3 mostra a estrutura de outro cristal iónico, o CsCl, que recebe o nome de cúbica simples (es), pois pode ser 
imaginada sendo composta por duas redes cúbicas interpenetrantes, urna com íons Cs + em cada vértice e outra com íons Cl" em 
cada vértice. No caso da estrutura cúbica simples, o valor da constante de Madelung é 1,7627. Outros cristais iónicos com a 
mesma estrutura sao o Csl, o Til, o TIBr, o LiHg e o NH 4 C1. 



FIGURA 10-3 A estrutura cúbica simples (es) do CsCl. 

Alguns elementos, como o Ba, o Cs, o Fe, o K, o Li, o Mo e o Na, também cristalizam em urna estrutura como a da Figura 10-3; 
quando os átomos nos vértices e no centro do cubo sao iguais, a estrutura recebe o nome de cúbica de corpo centrado ( ccc ). 

A Figura 10-4 mostra outra estrutura cristalina importante, conhecida como hexagonal compacta ( hep ). Esta estrutura pode 
ser obtida empilhando esferas iguais, como bolas de pingue-pongue ou balas de canháo. Em cada camada, urna bola está em 
contato com seis outras; é por isso que a estrutura é chamada de hexagonal. Na camada vizinha, as bolas se encaixam ñas 










depressóes triangulares da primeira camada. Na terceira camada, as bolas se encaixam ñas depressóes triangulares da segunda 
camada, de forma a se posicionarem diretamente acima das esferas da primeira camada. Entre os elementos que cristalizam com 
a estrutura hcp estáo o Be, o Cd, o Ce, o Mg, o Os, o Zn e o Zr. Existem 14 tipos diferentes de redes cristalinas tridimensionais, 
das quais discutimos apenas as mais comuns. (Veja o Apéndice B3.) 


FIGURA 10-4 Estrutura hexagonal compacta (hcp). 
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FIGURA 10-5 Cristal iónico bidimensional monovalente (hipotético). 



FIGURA 10-6 ( a ) Estrutura de um cristal de diamante, mostrando que esta estrutura pode ser considerada como a combinagáo de duas 
redes cúbicas de faces centradas interpenetrantes. ( b ) Diamantes sintéticos ampliados aproximadamente 50.000 vezes. No diamante, cada 
átomo de carbono está no centro de um tetraedro formado por outros quatro átomos de carbono. [Cortesía de Chris Kovach/Discover 
Publications.] 






















Nos cristais covalentes, as ligagóes entre as partículas sao semelhantes as ligagóes entre os átomos das moléculas covalentes, 
que já foram discutidas na Segáo 9-2. O compartilhamento de elétrons permite, por exemplo, que o carbono forme ligagdes com 
até quatro outros átomos de carbono. A simetría dos cristais covalentes é determinada pelas diregóes relativas das ligagóes. A 
Figura 10-6 mostra a estrutura do diamante (que é também a estrutura do Ge e do Si), na qual cada átomo está ligado a quatro 
outros localizados nos vértices de um tetraedro regular, em consequéncia da hibridizagáo sp 3 discutida no Capítulo 9. A 
estrutura do diamante pode ser considerada sendo composta por duas estruturas cúbicas de faces centradas interpenetrantes. Este 
arranjo, no qual os ángulos das ligagóes sao todos iguais, é particularmente estável e faz com que o diamante possua urna das 
maiores energías coesivas conhecidas, 7,37 eV por átomo, aproximadamente. O carbono também pode cristalizar em outras 
duas formas, a grafita e os fullerenos, 2 ñas quais as ligagóes sao do tipo sp 2 . Na grafita (Figura 10-7 a), tres dos elétrons de 
valencia ligam cada átomo de carbono a tres vizinhos, formando urna estrutura hexagonal planar. Os planos assim formados sao 
ligados entre si por interagóes do tipo dipolo-dipolo, muito mais iracas. O resultado é urna estrutura constituida por placas que 
podem ser fácilmente separadas urnas das outras. A estrutura dos fullerenos, como o C 6 o, é bem diferente das estruturas do 
carbono e da grafita. Como vimos na Segáo 9-2, as moléculas de C 60 assumem a forma de urna bola de futebol quando 12 
pentágonos sao introduzidos na estrutura hexagonal, distorcendo os planos da grafita. Como os planos da grafita, as moléculas 
de fullereno sao ligadas por interagóes do tipo dipolo-dipolo. Em consequéncia, a energía coesiva por átomo é elevada (7,4 eV, 
ou seja, um valor aproximadamente igual ao do diamante), mas a energia coesiva por molécula é pequeña, da ordem de 1,5 eV. 
A estrutura cristalina do C 6 o, que aparece na Figura 10-7Ú, é cúbica de faces centradas. A distancia de equilibrio entre as 
moléculas é 1,00 nm. Os nanotubos mostrados na Figura 10-7c constituem um exemplo notável da grande variedade de 
configuragóes que os átomos de carbono podem assumir. 

Bicicletas de competigáo e carros de Fórmula 1 sao feitos atualmente de fibra de carbono, um material que absorve 

muito bem os choques e é mais leve e resistente que o ago e o aluminio usados no passado. 


A Ligagáo Metálica 

Em todos sólidos formados pelos elementos metálicos, que constituem mais da metade da tabela periódica, os átomos sao 
mantidos unidos pela ligagáo metálica , que, como já observamos, nao existe nos gases. Há urna certa semelhanga entre a 
ligagáo metálica e a ligagáo covalente, na qual os átomos de urna molécula compartilham um ou mais elétrons. Na ligagáo 
metálica, um ou dois elétrons de valencia de cada átomo se tomam livres para vagar pelo material, sendo, portanto, 
compartilhados por todos os átomos. Assim, um cristal metálico pode ser imaginado como urna rede de íons positivos imersos 
em um gás de elétrons. É a atragáo entre os íons positivos da rede e o gás de elétrons negativos que mantém o sólido coeso. 3 



FIGURA 10-7 ( a ) Micrografia de forga atómica de um cristal de grafita. As manchas mais claras nos vértices sáo átomos de carbono. Na 
grafita, os átomos de carbono estáo dispostos em camadas; dentro de cada camada, os átomos formam anéis hexagonais. As camadas 
deslizam com facilidade urnas em relagáo ás outras e é por isso que a grafita é usada como lubrificante. [ Cortesía de Srinivas Manne , 
University of California at Santa Barbara .] (b) Esta micrografia eletrónica de transmissáo de alta resolugáo mostra claramente a estrutura 
cúbica de faces centradas compacta das moléculas de C6o em um cristal de fullereno. [ Cortesía de P. R. Buseck, Science , 257, 215 
(1992).] ( c ) Nanotubos de carbono crescidos em um substrato de titanio. Os nanotubos sáo perpendiculares ao substrato e tém 40 a 100 
nm de diámetro. [ Cortesía de Z. F. Ren et al ., Boston College .] 

Para examinar mais de perto as propriedades da ligagáo metálica, vamos considerar um caso particular, o do cristal de litio. 
A estrutura eletrónica do átomo de litio é 1 s 2 2s e a fungáo de onda radial do elétron 2s, que “enxerga” um carogo esférico 
constituido pelo núcleo e pelos dois elétrons 1 s 9 é dada por 
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na qual C 2 o é urna constante de normalizado ea 0 é o raio de Bohr. A Figura 10-8a mostra, em urna dimensáo, a densidade de 
probabilidade correspondente a esta fungáo de onda para um átomo isolado de litio com o centro em r = 0. Como se pode ver na 
figura, a densidade de probabilidade tende a zero quando r tende a ± 00 . A Figura 10-86 mostra a densidade de probabilidade dos 
elétrons de um cristal de litio, que é a mesma ñas vizinhangas de cada ion da rede. Os máximos secundários estáo mais 
próximos dos íons positivos que no ion isolado, o que significa que a energía potencial dos elétrons é menor. Por outro lado, ao 
contrário do que acontece no átomo isolado, os elétrons estáo confinados a urna regiáo com 0,6 nm de largura entre dois íons 
vizinhos, o que, de acordo com o principio de indeterminagáo, envolve um aumento do momento e, portanto, da energia cinética 
dos elétrons. A ligagáo metálica é estável porque o aumento da energia cinética é mais do que compensado pela diminuigáo da 
energia potencial e, portanto, a formagáo de um cristal diminuí a energia total do sistema de átomos. A redugáo é maior se é 
grande a diferenga de tamanho entre o átomo neutro e o carogo (o que leva a urna grande redugáo da energia potencial) e se é 
pequeño o número de elétrons de valencia (o que reduz o aumento da energia cinética). Quanto mais á esquerda se encontra um 
elemento na tabela periódica, melhor essas condigóes sáo satisfeitas. 


O hidrogénio se torna um metal quando é submetido a pressóes extremamente elevadas, que reduzem a largura da 
banda proibida (veja a Segáo 10-6) de 15 eV para 0,3 eV. O estudo do hidrogénio metálico é importante para o 
desenvolvimento da fusáo nuclear como fonte de energia (veja a Segáo 11-8). 


Exercícios 

1. Por que r 0 é diferente em um cristal de NaCl e em urna molécula de NaCl no estado gasoso? 

2. Por que náo é razoável que a estrutura cristalina do NaCl seja hexagonal compacta? 

3. Por que as constantes de Madelung do NaCl e do CsCl sáo diferentes? 

4. Por que as ligagóes entre os átomos de um cristal de hidrogénio náo sáo do tipo metálico, embora o elemento esteja na 
mesma coluna da tabela periódica que o Li? 


10-2 Teoría Clássica da Condugáo de Eletricidade 



O fato de que os metáis sáo bons condutores de eletricidade sugere que eles contém cargas movéis. A ideia de que 
os metáis sáo formados por elétrons livres e íons positivos praticamente fixos foi proposta pelo físico alemáo Paul 
Drude por volta de 1900, apenas tres anos após Thomson haver descoberto o elétron, e expandida por H. A. 
Lorentz por volta de 1909. Este modelo microscópico, hoje conhecido como modelo clássico da condugáo de 
eletricidade , permite deduzir a leí de Ohm e associa a condugáo de eletricidade e calor ao movimento de elétrons 
livres nos condutores. Entretanto, o modelo leva a urna variagáo da condutividade elétrica com a temperatura que 


3J1 


náo está de acordo com os resultados experimentáis e prevé que o calor específico dos metáis deve exceder o calor específico 
dos isolantes em 3i?/2 por mol, o que também náo acontece na prática. Apesar dos insucessos, a teoría clássica dos elétrons 
livres constituí um bom ponto de partida para um tratamento mais sofisticado dos metáis, baseado na mecánica quántica. Essa 
teoría é apresentada em urna Revisáo de Conceitos Clássicos disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet. Nesta 
segáo, vamos apresentar sucintamente as previsóes da teoría clássica que sáo relevantes para a discussáo subsequente da teoría 
quántica da condugáo de eletricidade. Como vamos ver, as principáis deficiencias da teoría clássica sáo o uso da distribuigáo 
clássica de Maxwell-Boltzmann para as energías dos elétrons em um metal e o tratamento do espalhamento dos elétrons pelos 
íons da rede como um fenómeno clássico. 









FIGURA 10-8 ( a ) Densidade de probabilidade para o elétron 2 s de um átomo isolado de Li. ( b ) Densidade de probabilidade para os 
elétrons 2 s de um cristal (unidimensional) de Li. Os pontos sobre o eixo r mostram a posigáo dos núcleos de Li. Observe que a fungáo |\|/| 2 
é mais estreita que a do átomo isolado e que os elétrons estáo confinados a urna regiáo de aproximadamente 0,6 nm de largura entre íons 
vizinhos. 

Condugáo de Eletricidade 

O modelo clássico de um metal é um arranjo tridimensional de átomos ou íons com um grande número de elétrons livres para 
vagar por todo o material. A velocidade média dos elétrons devido á agitagáo térmica, conhecida como velocidade térmica , tem 
um valor elevado. A urna temperatura de 300 K, por exemplo, a velocidade térmica é 

, , _ m _ 138 x Itr 23 J/K) (300 K) _ 

V TYm r V -rr(9,1 ] X lG~ ?l kg) 

= 1.08 X IO s m/s 

Quando um campo elétrico % é aplicado ao metal, a velocidade dos elétrons adquire urna segunda componente, a velocidade 
de deriva \ d , que tem a mesma diregáo e o sentido oposto ao do campo aplicado. Se o metal possui n elétrons livres por unidade 
de volume, a corrente elétrica / que atravessa o material (Figura 10-9) é dada por 

i = -^ = neAv d 10-10 

Ai 1 


Em que A Q é a carga que atravessa o condutor no intervalo de tempo At e A é a área da segáo reta do condutor. 












FIGURA 10-9 Em um intervalo de tempo Atodos os elétrons contidos no volume sombreado passam pela segáo reta do fio. Se existem 
n elétrons por unidade de volume, todos com carga e , a carga total no volume sombreado é A Q = nev^AAt, na qual é a velocidade de 
deriva dos elétrons. A corrente total é, portanto, /= AQ/At = nev^A. 

Ao contrário da velocidade térmica, a velocidade de deriva dos elétricos é relativamente pequeña, como ilustra o Exemplo 
10-5 para o caso do cobre. 


EXEMPLO 10-5 


_| Velocidade de Deriva dos Elétrons no Cobre Qual é o módulo da velocidade de deriva dos elétrons em 

um fio de cobre com 0,815 mm de raio, percorrido por urna corrente de 1 A? 


SOLUQÁO 

Supondo que cada átomo de cobre contribui com um elétron livre, a concentrado de elétrons livres é igual á concentrado de átomos 
n a , que pode ser expressa em fundo da massa específica p, do número de Avogadro N Á e da massa molar M\ 


No caso do cobre, p = 8,92 g/cm 3 e M= 63,5 g/mol. Assim, 

(8,93 g / c m *) ( 6,02 x I ()^ átomos/ mol ) 
63 f 5 g/mol 
8,47 X I O 22 átomos/em 3 


X I O 22 détrons/em 3 = 8,47 X I O 28 elétrons/m 3 


IC/8 _ 

ir(O t 0008l5 m) 2 (8,47 x 10® m -3 ) (1,60 X I0 _,9 C) 

- 3,54 x ] 0“ 4 m/s 

Assim, no caso de um cobre, um condutor típico, a velocidade de deriva é da ordem de 0,01 mm/s, um valor bem pequeño. Observe 
que a velocidade de deriva é muito menor que a velocidade térmica dos elétrons, dada pela Equa^áo 10-9. Na verdade, a diferenga é 
de aproximadamente 10 ordens de grandeza. 


A concentragáo de elétrons é, portanto, 

n = 8.47 

e o módulo da velocidade de deriva é 


Vj = 


Ane 


M 


De acordo com a lei de Ohm, a corrente em um segmento de fio é proporcional á queda de tensáo entre as extremidades do 
segmento: / oc F. A constante de proporcionalidade é l/R , o que nos permite escrever: / = V/R. A resistencia R nao depende da 
corrente / nem da queda de tensáo F, mas é proporcional ao comprimento L do segmento e inversamente proporcional a A, a 
área da segáo reta: R = p LIA. A constante de proporcionalidade p é chamada de resistividade e depende do material de que é 
feito o fio. A Equagáo 10-10 também pode ser escrita na forma 


V d = 


ríe 
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na qual j = HA é a densidade de corrente. No caso dos materiais que obedecem á lei de Ohm, a resistividade p e seu inverso, a 
condutividade o, sao independentes do campo elétrico % 






Livre Caminho Médio o 


ncc 
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O objetivo da teoría clássica da condugáo de eletricidade é encontrar urna expressáo para p em fungáo das 
propriedades do material condutor, urna tarefa que é facilitada pela definigáo da distancia média que um elétron 
percorre entre duas colisóes, conhecida como livre caminho médio e representada pelo símbolo X. O livre caminho 
médio é o produto da velocidade média ( v) dos elétrons pelo tempo médio entre colisóes, denominado tempo de 
relaxagáo e representado pelo símbolo x. 


X — {v)t — 1 /Ví^tt/ 1 10-12 


em que n a é o número de íons por unidade de volume eré o raio iónico. No cobre, por exemplo, X = 0,38 nm. Em termos de X , a 
resistividade e a condutividade sao dadas por 


P 


rn f (v) 
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No Exemplo 10-6, calculamos os valores clássicos da resistividade e da condutividade do cobre, que ilustram um defeito básico 
da teoría clássica da condugáo de eletricidade. Os defeitos da teoría clássica da condugáo sao discutidos em urna das segóes da 
Revisáo de Conceitos Clássicos, disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet. 


EXEMPLO 10-6 


300 K. 


Condutividade e Resistividade do Cobre Calcule o valor da resistividade e da condutividade do cobre a 


a 

28 


soLugAo 

De acordo com a Equa?áo 10-3 e os resultados do Exemplo 10-5, temos, para X = 0,38 nm, 


I»,{y) _ (9,11 X 10 3J kgxl.OS X10 3 m/s) _ 

P ~ ne 2 Á ~ (8,47x1o 2 * m 3 X1>«>X10 19 Cf XO^SX 10 9 m) 
= 1,20 X10' 7 m 

Observagáo: Este valor da resistividade é 7 vezes maior que o valor experimental de 1,7 x 10~ 8 Q • m. 


Calor Específico 

Se o gás de elétrons fosse um conjunto clássico de partículas iguais e distintas, obedecería á estatística de Boltzmann, e a 
distribuigáo de velocidades seria a distribuigáo de Maxwell (Equagáo 8-8). Nesse caso, a energía cinética média dos elétrons 
seria 3 ¿772 e o calor específico molar de um metal seria 3R/2 a mais que o calor específico molar de um isolante. Deste total, 
urna parcela de 3 R se deveria á contribuigáo das vibragóes da rede (lei de Dulong e Petit; veja a Segáo 8-1) e urna parcela de 
3R/2 á contribuigáo do gás de elétrons: 

C v = ( 3JÍ ) -y[brioso da rede + (3/2 )R^ ^ e ié<rooí; = (9/2 )R 

Como vimos na Segáo 8-5, esta previsáo náo é confirmada pelos resultados experimentáis, já que o calor específico dos metáis é 
aproximadamente igual a 3 R. Em altas temperaturas, o calor específico dos metáis se toma ligeiramente maior que 3 R, mas esse 
aumento é muito menor que 3R/2. O aumento, proporcional á temperatura, é de apenas de 0,02i? á temperatura ambiente (300 
K). 


10-3 Gás de Elétrons Livres nos Metáis 














Classicamente, todos os elétrons de um metal teriam energia cinética nula no zero absoluto, isto é, em T = 0. Quando um 
condutor é aquecido, os íons da rede adquirem urna energia cinética média de 3£772, que é transferida ao gás de elétrons por 
interagóes da rede com os elétrons. Classicamente, portanto, os elétrons deveriam possuir a mesma energia cinética média, 
3 ¿772. De acordo com a mecánica quántica, porém, como os elétrons estáo confinados ao espago ocupado pelo metal, a energia 
cinética nao pode ser nula emí=0 por causa do principio de indeterminagáo. Além disso, o principio de exclusáo impede que 
mais de dois elétrons (de spins opostos) ocupem o estado fundamental. Assim, esperamos que, em T = 0, os elétrons ocupem os 
níveis mais baixos que puderem sem violar o principio de exclusáo. Antes de discutir a teoría quántica da condugáo de 
eletricidade, o que será feito na próxima segáo, vamos considerar um modelo unidimensional dos metáis. 


Modelo Unidimensional 


Considere A elétrons em um pogo unidimensional quadrado infinito de largura L. Físicamente, este modelo corresponde a um 
fio muito fino e muito comprido. Como vimos anteriormente, as energías permitidas sao dadas por 

£„—= 10-U 

em que m é a massa do elétron e E x = h 2 /%mL 2 é a energia do estado fundamental. Como o nivel n= 1 pode ser ocupado por dois 
elétrons, o nivel n = 2 por dois elétrons, e assim por diante, em T = 0 os N elétrons ocupam NI 2 níveis, que corresponden! aos 
números quánticos n = 1 a n = NI 2 (Figura 10-10a). A energia do último nivel ocupado é a energia de Fermi, que, para nosso 
sistema unidimensional, é dada por 


_ W2)V _ avv 

F m 8 mL 2 32 m\Lj 
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A energia de Fermi é fungáo do número de elétrons por unidade de comprimento, o análogo unidimensional da concentragáo de 
elétrons. De acordo com o Exemplo 10-5, a concentragáo de elétrons no cobre é 8,47 x 10 28 m“ 3 . Em urna dimensáo, isso 
corresponde a 


V 

— = (8.47 X )'^ 3 = 4.40 x J 0 y / iix 

- 0,440/Á = 4.40/ nm 

Usando este valor, vemos que a energia de Fermi para um fio fino de cobre é dada por 

{hc) 2 (N\ 2 ( 1240eV * nm) 2 (4.40/nm) 2 

Ef ~ 32mc 2 \L) ~ (32) (5,11 X ÍOVV) 

= 1,82 eV 




FIGURA 10-10 ( a ) Pogo quadrado infinito unidimensional com N elétrons em í=0K. Cada nivel é ocupado por dois elétrons, um com 
o spin para cima e outro com o spin para baixo. A energia de Fermi é a energia do nivel n = NI 2, o nivel mais alto ocupado, (ú) A 
distáncia entre os níveis é táo pequeña que podemos supor que a energia varia continuamente. A densidade de estados g(E) é definida 















como o número de estados entre E e E + dE dividido por dE. 


Este valor é muito maior que o valor de kT á temperatura ambiente, que é 0,026 eV. A energía média dos elétrons é igual á 
energía total dividida por N: 


U¡) 




na qual o fator 2 aparece porque existem dois elétrons em cada estado. Como NI2 » 1, o somatório pode ser substituido por 
urna integral, o que nos dá 





E. 2/nV 


JLI/íLY^Le 

8 mí? 3 A 2 / 3 f 
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Assim, em urna dimensáo, a energía média dos elétrons do cobre é aproximadamente 0,6 eV em T = 0. Este valor é 15 vezes 
maior que a energia cinética média das moléculas do ar á temperatura ambiente. A temperatura para a qual a energia cinética 
das moléculas do ar seria 0,6 eV para urna distribuido de Boltzmann unidimensional é aproximadamente 14.000 K, como 
podemos calcular fazendo £772 igual a 0,6 eV. 

A expressáo para o número de elétrons n(E ) com energia E no sistema unidimensional pode ser obtida a partir da Equagáo 8- 
37c: 


n(E)dE = g(E)f FD tE)dE 

em que f FD {E ) = 1 para T=0Y^qE<E f q Jfd(E ) = 0 para 7=0Ke^ > E F . A densidade de estados g{E) é igual ao número dn 
de estados com energia entre E e E + dE multiplicado por 2 para levar em conta a existencia de dois estados de spin para cada 
estado espacial (Figura 10-106): 


S(E) 



Como E = n 2 E u dE = 2E x ndn = 2E x m E m e, portanto, 


g(F.) = EpK 


j/2 


O número de elétrons com energia E em T = 0 K em um condutor unidimensional é, portanto, 


«<£) 


¡Et' n E~' n |wa£<E r 
para E > E r 
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O Gás de Elétrons Tridimensional 


Vamos agora estender nossa discussáo a sistemas tridimensionais. A energia de Fermi pode ser calculada a partir da expressáo 
geral para o número de férmions n FD (E ), dada pela Equagáo 8-37c. A concentragáo de elétrons em tres dimensóes, N/V, na qual 
V é o volume do metal, é dada por 


N 

V 




E l/1 dE 


e (E-E,)/k7 + | 
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Para valores arbitrários de T, a Equacao 10-18 deve ser resolvida numéricamente, mas para T= 0 a solucao é imediata, já que, 
como vimos ,/fd(E) é igual a 1 para E<E f q igual a 0 para E > E F . Nesse caso, temos: 


N 

V 



E'^dE = 


tt/\ 

2WJ 
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Explicitando E F , obtemos a seguinte expressáo, válida apenas para T= 0 K: 




10-20 



A Tabela 10-2 mostra a concentragáo de elétrons livres N/V e a energia de Fermi E F para vários elementos. Observe que quanto 
maior o valor de N/V, maior o valor de E F , o que é razoável para T= 0, já que, como todos os estados até E F estáo ocupados, 
aumentar N/V equivale a aumentar o número de estados a serem ocupados, o que faz com que o último estado ocupado tenha 
urna energia maior. O número n(E) de elétrons com energia E é dado por 

, v ft f üm\ 3¡2 . 3/V _ . 

n(E) = d p-) VE 1 ' 2 = ' 1# - 21 


Tabela 10-2 Concentragáo de elétrons livres, energia de Fermi e temperatura de Fermi para alguns 
elementos metálicos 

Elemento 

N/V (x 10 28 m" 3 ) 

Energía de Fermi (eV) 

Temperatura de Fermi 
(x 10 4 K) 

Al 

18,1 

11,7 

13,6 

Ag 

5,86 

5,49 

6,38 

Au 

5,90 

5,53 

6,42 

Cu 

8,47 

7,00 

8,16 

Fe 

17,0 

11,1 

13,0 

K 

1,40 

2,12 

2,46 

Li 

4,70 

4,74 

5,51 

Mg 

8,61 

7,08 

8,23 

Mn 

16,5 

10,9 

12,7 

Na 

2,65 

3,24 

3,77 

Sn 

14,8 

10,2 

11,8 

Zn 

13,2 

9,47 

11,0 


Fonte: Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical Rubber Co., 2009.) 


e a energia média emí=0Ké 



E r - 

En{E)dE 


\#°r; 


E y2 dE = ”£' 
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Em temperaturas maiores que zero, alguns elétrons ganham energia e tendem a ocupar estados com maiores energías. 
Entretanto, os elétrons nao podem ser transferidos para estados de maior ou menor energia, a menos que os estados estejam 
desocupados. Como a energia cinética dos íons da rede é da ordem de kT\ os elétrons nao podem ganhar energías muito maiores 







que kT através de colisóes com a rede; assim, apenas os elétrons cujas energías estáo em urna faixa de largura de 2 kT no entorno 
da energia de Fermi podem mudar de energia a urna temperatura T. 

Em T= 300 K, kT é apenas 0,026 eV e, portanto, o principio de exclusao impede que a maioria absoluta dos elétrons ganhe 
energia através de colisóes. A Figura 10-11 mostra a pequeña fragáo de elétrons livres que podem se mover em T = 300 K 
(regiao sombreada). Mesmo em temperaturas da ordem de milhares de graus , a distribuigáo de energia do gas de elétrons é 
muito parecida com a distribuigáo em T = 0 K. 



FIGURA 10-11 A fragáo dos N elétrons de um metal que contribuí para C v é igual á razáo entre a área do retángulo sombreado e a área 
total sob a curva de n{E ) em fungáo de E. 

Para valores de T maiores que 0, precisamos nos lembrar de que a energia de Fermi deve ser definida a partir da Equagáo 8- 
68, já que nao existe urna energia abaixo da qual todos os estados estejam ocupados e acima da qual todos os estados estejam 
vazios. Nesse caso, a energia de Fermi é a energia para a qual Jfd(E) = 1/2. A nao ser em temperaturas extremamente elevadas, a 
diferenga entre a energia de Fermi a urna temperatura T 7 , Ef{T ), e a energia de Fermi no zero absoluto, E F ( 0), é muito pequeña. 
Como mostram a Equagáo 8-68 e a Figura 8-3 Ib, o valor de /fd(E) para um valor qualquer de T difere do valor para T = 0 
apenas no caso de energías que estejam em faixa de largura 2 kT no entorno da energia de Fermi. 

Temperatura de Fermi 

É conveniente definir a temperatura de Fermi , 7>, através da equagáo 

£ r - kT F 10-23 

Em temperaturas muito menores que a temperatura de Fermi, a energia média dos íons da rede é muito menor que a energia de 
Fermi e, portanto, a distribuigáo de energia dos elétrons nao é muito diferente da distribuigáo em T = 0. No caso do cobre, a 
temperatura de Fermi correspondente a E F = 7,0 eV é aproximadamente 81.900 K. A Tabela 10-2 mostra a temperatura de 
Fermi de vários elementos. É fácil mostrar que, em temperaturas muito maiores do que a temperatura de Fermi (ou seja, em 
temperaturas muito maiores que 81.900 K, no caso do cobr e),f FD (E) tende para e~ E/kT e, portanto, a distribuigáo de Fermi-Dirac 
se aproxima da distribuigáo de Boltzmann. Este resultado náo é muito importante para o estudo do comportamento dos metáis, 
já que náo existe nenhum condutor que permanega sólido ou mesmo líquido em temperaturas táo elevadas. 


EXEMPLO 10-7 


_| Energía de Fermi e Temperatura de Fermi da Prata Determine (a) a energía de Fermi da prata e (b) a 

temperatura de Fermi da prata a 0 K. 


SOLUQÁO 

A massa específica da prata é 10,50 g/cm 3 e a massa molecular é 107,9 g/mol. Supondo que cada átomo de prata contribuí com um 
elétron para o gás de Fermi, a concentragáo de elétrons livres pode ser calculada da seguinte forma: 

■V 

- — (]0,50 g/cm") (I /107,9 g/mol)(6,02 X 1 0 23 elétrons/mol ) 

= 5,84 X 10^ elétrons/em* = 5.H4 X lO 3 * elélrons/m J 


um valor muito próximo do que aparece na Tabela 10-2. 

(a) De acordo com a Equagáo 10-20, a energia de Fermi é dada por 







_ (6,63 X 10- 3J J»s)Y3 X 5,84 X 10^ V' /:i 
Ef ~ 2(9,11 X lO"*' kg) l J 

= 8,82 X JO -19 .! = 5*51 eV 

um valor muito próximo do aparece na Tabela 10-2. 

( b ) De acordo com a Equagáo 10-23, a temperatura de Fermi é dada por 


7> = 


h 

k 


8.82 x J0~ l9 J 
1.38 X lO’ 23 J/K 


- 6,39 X 10 4 K 


um valor muito próximo do que aparece na Tabela 10-2. 


10-4 Teoría Quántica da Condugáo de Eletricidade 

Introduzindo duas modificagdes relativamente simples, mas importantes, na teoría clássica dos elétrons livres, a mecánica 
quántica permite explicar a condutividade elétrica, o calor específico e a condutividade térmica dos metáis. Em primeiro lugar, 
como vimos na Segáo 8-5, é preciso levar em conta o fato de que a distribuigáo de energías no gás de elétrons é descrita pela 
distribuigáo de Fermi e nao pela distribuigáo clássica de Boltzmann. Em segundo lugar, temos que considerar os efeitos das 
propriedades ondulatorias dos elétrons quando estes sao espalhados pelos íons da rede. 


Condugáo de Eletricidade 

Á primeira vista, a maioria dos elétrons nao deveria participar do processo de condugáo de eletricidade por causa do principio 
de exclusáo, mas, na verdade, isso nao acontece porque o campo elétrico acelera todos os elétrons. A Figura 10-12 mostra a 
distribuigáo de Fermi-Dirac em fungáo da velocidade para urna temperatura T muito menor que a temperatura de Fermi (a 
temperatura ambiente, por exemplo). A fungáo é aproximadamente igual a 1 para —u F <v x < +u F , em que a velocidade de Fermi 
u F é di velocidade correspondente á energía de Fermi: 


tí f- — 
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EXEMPLO 10-8 


A Velocidade de Fermi no Aluminio Calcule a velocidade de Fermi dos elétrons livres no aluminio. 


SOLUQÁO 

Como, de acordo com a Tabela 10-2, a energía de Fermi do Al é 11,7 eV, 


Up ( Al ) — 


/ 2 X 11 ,7 eV X ] ,60 x 10 ~ l!a J/e V 
\ 9.11 x I0" 3l kg 

2,03 X 10 f1 m/s 


1/2 


A curva tracejada da Figura 10-12 mostra a distribuigáo de Fermi depois que o condutor foi submetido, durante algum 
tempo, a um campo elétrico. Embora todos os elétrons tenham sido deslocados para maiores velocidades, o efeito total equivale 
a deslocar apenas os elétrons que se encontram ñas proximidades do nivel de Fermi; assim, podemos usar as equagóes clássicas 
para a resistividade e para a condutividade (Equagáo 10-13) se substituimos a velocidade média (v) pela velocidade de Fermi 
u F \ 


] _ m f u F 

<r ne 2, k 
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Agora temos dois problemas para resolver. Em primeiro lugar, como u F praticamente nao depende da temperatura, a variagáo 
com a temperatura da resistividade e da condutividade nao pode mais ser explicada em temos da variagáo da velocidade média, 
como no modelo clássico. O segundo problema tem a ver com os valores numéricos obtidos. Como vimos no Exemplo 10-5, a 
condutividade elétrica calculada pelo modelo clássico, usando um valor de ( v ) deteminado a partir da distribuigáo de 










Maxwell-Boltzmann, é 7 vezes maior que o valor experimental. Como u F é aproximadamente 19 vezes maior que ( v ), o valor 
teórico da condutividade calculado com o auxilio da Equagáo 10-25 ¿7x19=133 vezes menor que o valor experimental e o 
valor teórico da resistívidade é 133 vezes maior que o valor experimental. 

A solugáo dos dois problemas está no modo como o valor do livre caminho médio é calculado. Quando usamos 
a expressáo da Equagáo 10-24 para calcular u F e a Equagáo 10-25 para determinar o livre caminho médio, 
/ x substituindo p pelo valor medido experimentalmente para o cobre, 1,7 x 10 -8 Q • m, obtemos X ~ 39 nm, um valor 

\ _ ) aproximadamente 100 vezes maior que o valor de 0,38 nm que, como foi visto na Segáo 10-2, é o valor correto de 

10 X no cobre. 



FIGURA 10-12 Probabilidade de ocupagáo f F D(E) em fungáo da velocidade em urna dimensáo, na ausencia de campo elétrico e com um 
campo elétrico no sentido positivo do eixo x. A diferenga foi exagerada na figura. 

Náo devemos nos surpreender com o fato de que o livre caminho médio dos elétrons no cobre náo é previsto corretamente 
pela teoría cinética clássica. A razáo desta enorme discrepáncia entre o resultado clássico e o resultado “experimental” obtido 
com o auxilio da Equagáo 10-25 está no fato de que o modelo clássico náo leva em conta a natureza ondulatoria do elétron. A 
colisáo de um elétron com um ion da rede náo é semelhante á colisáo de urna bola de tenis com urna árvore, mas envolve o 
espalhamento da onda eletrónica pelo potencial periódico dos íons da rede. Se o comprimento da onda de matéria é muito maior 
que a distáncia entre os íons, como no caso que estamos considerando (veja o Problema 10-57), o espalhamento de Bragg náo 
pode ocorrer. Cálculos detalhados do espalhamento das ondas eletrónicas por um cristal perfeito revelam que náo existe 
espalhamento e que, portanto, o livre caminho médio é infinito. O espalhamento das ondas eletrónicas é causado por 
imperfeigoes da rede cristalina. As imperfeigóes mais comuns sáo as impurezas e as vibragóes térmicas dos íons da rede. 

Na Equagáo 10-12, usada para calcular o valor clássico do livre caminho médio, a grandeza tu 2 pode ser considerada como a 
segáo reta dos íons da rede do ponto de vista de um elétron livre, onde r é o raio iónico. A Figura 10-13a mostra o modelo 
clássico de um metal, no qual os íons da rede tém urna área igual a nr 2 . De acordo com a mecánica quántica, porém, a “área” da 
segáo reta dos íons do ponto de vista dos elétrons náo tem nada a ver com o tamanho dos íons, mas depende apenas dos desvíos 
dos íons da rede em relagáo á posigáo de equilibrio. Vamos ver agora como é possível estimar o valor desses desvíos e assim 
obter um valor mais realista para o livre caminho médio. 

Vamos supor que os íons da rede sáo pontos que estáo vibrando por causa da agitagáo térmica (Figura 10-136). A segáo de 
choque para espalhamento pode ser tomada como igual a ^2, na qual + y 2 é o valor médio quadrático do 

deslocamento de um ponto da rede em um plano perpendicular á diregáo de movimento do elétron e representa urna medida do 
desvio do ion em relagáo á posigáo de equilibrio. Vamos determinar o valor de .. ■ com o auxilio do teorema da equipartigáo. 
Temos: 


]-Kr 2 = ImwV = kT 10-26 

2 2 

na qual K é a constante de forga, Mé a massa do ion e co = ( K/M) m é a frequéncia angular das vibragóes. O livre caminho médio 
é, portanto, 
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Como p ex \/X (Equagáo 10-25), a Equagáo 10-27 prevé a variagáo correta de p com a temperatura, já que, de acordo com os 
resultados experimentáis, p é proporcional a T e náo a 7 1/2 , como no modelo clássico. 

Podemos estimar o valor de e, portanto, o valor de X, usando o modelo de Einstein para as vibragóes da rede, que é 
razoavelmente preciso, a náo ser em temperaturas muito baixas. No modelo de Einstein (Segáo 8-4), todos os átomos vibram 
com a mesma frequéncia. A temperatura de Einstein é definida pela Equagáo 8-63: 














kT E = hf = lita- 


Substituindo co por seu valor na Equagáo 10-27, obtemos: 
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Área = Ttr 2 



Área = Ttr 2 


FIGURA 10-13 ( a ) Modelo clássico de um cristal, no qual os íons da rede sao considerados esferas de raio r que apresentam urna área 
ti r 2 aos elétrons. ( b ) Modelo quántico, no qual os íons sao considerados pontos que oscilam em tres dimensoes. A área apresentada aos 
elétrons é na qual vq é a amplitude das oscilagoes. 


No caso do cobre, a temperatura de Einstein é 200 K, o que corresponde a urna energia kT E = 0,0172 eV. Usando este valor e 
um valor Me 2 = 63,5 x 931 MeY para a massa do ion de cobre, o valor de ^2 á temperatura ambiente (T= 300 K) é 


_ 2(1973 eV»miip _300 K 

(63,5 X 931 X 10° eV) (0,0172 eVJ 200 K 
= 1,14 x 10 4 rmi 2 


Como esse valor é aproximadamente 100 vezes menor que a segáo de choque de um ion de cobre com 0,1 nm de raio, o livre 
caminho médio é aproximadamente 100 vezes maior que o valor previsto pelo modelo clássico e está, portanto, de acordo com o 
valor experimental da resistividade. Vemos, portanto, que o modelo dos elétrons livres permite explicar a condugáo elétrica dos 
metáis , contanto que a velocidade media clássica seja substituida pela velocidade de Fermi e as colisóes sejam interpretadas 
em termos do espalhamento das ondas eletrónicas , caso em que apenas os desvíos dos íons da rede em relagáo á posigáo de 
equilibrio sao importantes. 













T,K 

FIGURA 10-14 Resistencia relativa em funi^áo da temperatura para tres amostras de sodio. A variagáo com a temperatura é a mesma 
para as tres amostras, mas os valores de resistencia sao diferentes porque as amostras contém diferentes concentrares de impurezas. 
[ Fonte : D. MacDonald e K. Mendelssohn, Proceedings of the Roy al Society , A202, 103 (1950).] 

A presenga de impurezas em um metal também quebra a regularidade da rede cristalina, representando, portanto, um fator 
adicional de espalhamento dos elétrons. Como o efeito das impurezas sobre a resistividade quase nao varia com a temperatura, a 
resistividade de um metal que contém impurezas pode ser escrito na forma p = p r + p¿, na qual p r é o espalhamento devido as 
vibragóes da rede e p¿ é o espalhamento devido as impurezas. A Figura 10-14 mostra curvas típicas da resistencia de um metal 
impuro em fungáo da temperatura. Quando a temperatura tende a zero, p r tende a zero e a resistividade tende a p¿. 


Calor Específico 

Vamos estimar a contribuigáo do gás de elétrons para o calor específico molar. Em T= 0, a energía média de um elétron, dada 
pela Equagáo 10-22, é 3E F /5, de modo que a energía total de N elétrons é U = 3NE F /5. Em urna temperatura 7, apenas os 
elétrons que se encontram ñas proximidades do nivel de Fermi podem ser excitados por colisóes com os íons da rede, que 
possuem urna energía da ordem de kT. A fragáo dos elétrons que podem ser excitados é da ordem de kT/E F e cada colisao faz a 
energia desses elétrons aumentar de um valor da ordem de kT. Podemos, portanto, escrever a seguinte expressao para a energia 
dos N elétrons á temperatura T\ 

3 kT 

U = -NE F + (xN—kT 10-29 

5 E/r 

na qual a é urna constante que deve ser da ordem de 1 se nosso raciocinio estiver correto. Para determinar o valor de a, é preciso 
usar a distribuigáo de Fermi para urna temperatura T > 0, o que nao é fácil. Este cálculo foi executado por A. A. Sommerfeld, 
que mostrou que a = 7i 2 /4. Usando este valor, a contribuigáo dos elétrons para o calor específico molar se toma 

^ / , dü y fi kT ir T 

C T ( elétrons) = — = 2 «M— = —R— 10-30 

it í tf ¿ 1 p 

em que 7> = E F /k é a temperatura de Fermi. Como 7> tem um valor elevado, a contribuiqáo do gás de elétrons é muito pequeña 
em temperaturas normáis. No caso do cobre, por exemplo, T F = 81.000 K, e o calor específico molar do gás de elétrons, á 
temperatura ambiente ( T= 300 K), 


c 


V 



300 

81.900 


= 0,0 


apresenta urna concordancia razoável com o valor estimado a partir da pequeña fraqáo de elétrons com energia maior que E F na 
Figura 10-11 e urna excelente concordancia com os resultados experimentáis. 


O conhecimento da teoría quántica da condugáo de calor tornou possível a construgáo de produtos eletrodomésticos 





de “alta tecnología” como máquinas de fazer sorvete comum e sorvete de ¡ogurte. Usando fluidos de trabalho 
especialmente projetados, essas máquinas estáo substituindo gradualmente os velhos aparelhos manuais á base de 
gelo e sal. Bicicletas ergométricas que utilizam fluidos de viscosidade variável sao usadas por ciclistas profissionais 
para simular as condigóes das provas de estrada. 



Leitura Suplementar 

A teoría quántica explica adequadamente a condugáo de calor, fomecendo resultados que concordam 
muito bem com os valores experimentáis. O modelo quántico da condugáo de calor é apresentado 
sucintamente na Leitura Suplementar Condugdo de Calor - O Modelo Quántico , disponível no site da 
LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equatpoes 10-31 e 10-32. 


Exercícios 

5. Por que, quando a temperatura é reduzida de 300 K para 4 K, a reduqáo percentual da resistividade do cobre puro é muito 
maior que a do latáo? 

6. Explique, qualitativamente, por que é razoável supor que o livre caminho médio dos elétrons em um metal diminui quando a 
temperatura aumenta. 


10-5 Magnetismo em Sólidos 

O magnetismo dos sólidos se deve aos momentos magnéticos associados aos spins dos elétrons. Se os átomos de um sólido 
possuem um spin total diferente de zero, o sólido pode possuir um momento magnético diferente de zero. Como a distancia 
entre os átomos de um sólido é pequeña, o comportamento magnético dos sólidos é muito influenciado pelas forqas 
interatómicas. Vários tipos de magnetismo sao observados nos sólidos; o mais conhecido, embora nao seja o mais comum, é o 
ferromagnetismo. Nesta seqáo, vamos discutir os diferentes tipos de magnetismo. 


Paramagnetismo 

Considere um sólido formado por átomos com um spin diferente de zero. Suponha, por exemplo, que cada átomo possui spin 
1/2 (nesse caso, naturalmente, o módulo do spin total é h\/'S(S + 1)= ftV 3/2) e que os átomos nao interagem 
magnéticamente. É o que acontece, por exemplo, no caso das térras raras e de muitos metáis de transiqáo. Em sólidos desse tipo, 
conhecidos como paramagnéticos , os momentos magnéticos estáo orientados aleatoriamente e, portanto, o material nao 
apresenta propriedades magnéticas, a nao ser na presenqa de um campo magnético externo. 

A componente z do momento magnético de cada átomo do material é dada pela Equaqáo 7-47: 

M* - -'”,£<1% 7-47 

na qual g s ~ 2 é o fator g do elétron e \i B é o magnéton de Bohr (9,27 x 1CT 24 J/T ou 9,27 x 10 -24 A • m 2 ). Na presenqa de um 
campo externo aplicado B, cuja direqáo é tomada como a do eixo z, a energía do momento magnético é dada por 

ÍJ = -il t B 7-4 5 

ou 

U - 10-33 

na qual m s = +1/2 ou -1/2, dependendo da orientaqáo do momento magnético em relaqáo ao campo B. A energía pode ter, 
portanto, apenas dois valores, g s \i B B!2 ~ 2j i b B e -g s \i B B!2 ~ -j i b B. Se a orientaqáo for tal que m s = -1/2, dizemos que o átomo 
está orientado com o “spin para baixo”, porque, nesse caso, s e B estáo orientados em sentidos opostos (por convenqáo, 
supomos que a orientaqáo do campo magnético B é “para cima”) e a energia é menor que se a orientaqáo for tal que m s = +1/2, 
caso que s e B estáo orientados no mesmo sentido e dizemos que o átomo está orientado com o “spin para cima”. Em equilibrio 
térmico, existem mais átomos com spin para baixo do que átomos com spin para cima e o sólido possui um momento magnético 
por unidade de volume, M, na mesma direqáo e sentido de B, cujo módulo é dado por 


m = ÍiHb_ ( p _ -p + ). 


2 










em que p_ e p+ sao as concentragoes de átomos com spin para baixo e com spin para cima, respectivamente (o vetor M é 
chamado de magnetizagáo e a unidade correspondente, no SI, é o A/m). Em altas temperaturas, tais que [í b B « kT ' M é 
proporcional a B e podemos escrever: 


M«M = \B 
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na qual a constante de proporcionalidade % é chamada de susceptibilidade magnética. No caso de um conjunto de íons com spin 
1/2, é possível mostrar (veja o Problema 10-62) que 


B kT 
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em que p = p+ + p_ é a concentrado total de elétrons. A Equagáo 10-35 é conhecida como leí de Curie , em homenagem ao 
físico francés Pierre Curie. De acordo com a lei de Curie, quando T aumenta, a capacidade do campo magnético aplicado de 
alinhar os spins diminui. Na maioria dos sólidos paramagnéticos, o comportamento da magnetizagáo obedece á lei de Curie. Em 
baixas temperaturas, tais que \iB » kT , M ~ p 5 p, o que corresponde ao alinhamento de todos os momentos magnéticos no 
sentido do campo magnético externo. 

A Equagáo 10-35 nao se aplica ao magnetismo produzido nos metáis por um campo magnético externo, já que, nos metáis, 
os níveis de energia permitidos para os elétrons estáo todos ocupados até o nivel de Fermi. Isso significa que dois níveis de 
energía que diferem apenas quanto á orientagáo do spin estáo ambos ocupados e, quando um campo magnético externo B é 
aplicado, um elétron nao pode inverter o spin, para alinhar o momento magnético com o campo aplicado, sem violar o principio 
de exclusáo de Pauli. Assim, apenas os elétrons cuja energia é da ordem da energia de Fermi podem sofrer urna mudanga de 
spin e a susceptibilidade magnética resultante é muito menor que no caso de sólidos paramagnéticos nao metálicos. Este tipo de 
comportamento magnético é conhecido como paramagnetismo de Pauli. 


Diamagnetismo 

Um elétron que se move perpendicularmente á diregáo de um campo magnético uniforme experimenta urna forga magnética F = 
~e(x x B). O movimento circular resultante constituí urna corrente elétrica que produz um campo magnético no sentido oposto 
ao do campo magnético aplicado. (Para verificar se isso é verdade, basta usar a regra da máo direita.) Considere dois elétrons 
com spins antiparalelos girando em sentidos opostos em um átomo, á mesma distancia do núcleo (Figura 10-15). Se um campo 
externo B é aplicado perpendicularmente ao plano da órbita dos dois elétrons, a forga centrípeta a que o elétron 1 está sujeito 
diminui de F e i et rostática para F e i etrostá t ica - F magnét i ca e, para manter a mesma distancia do núcleo, o elétron passa a se mover mais 
devagar, o que diminui seu momento magnético orbital , que tem o mesmo sentido que B. Ao mesmo tempo, a forga centrípeta a 
que o elétron 2 está submetido aumenta de F e i etrostát i ca para F e i etrostá t ica + F magné t ica e, para manter a mesma distancia do núcleo, o 
elétron passa a se mover mais depressa, o que aumenta seu momento magnético orbital, que tem o sentido oposto ao de B. O 
resultado é que a soma dos momentos magnéticos orbitais dos dois elétrons, que era nula na auséncia do campo B, passa a ter 
um valor diferente de zero no sentido oposto ao de B. Este fenómeno, conhecido como diamagnetismo , em geral é muito fraco e 
só pode ser observado se outros efeitos magnéticos, como o paramagnetismo, nao estiverem presentes. Urna excegáo notável 
sao as substancias supercondutoras, discutidas na Segáo 10-9, ñas quais a aplicagáo de um campo magnético externo produz um 
campo magnético de mesmo módulo e sentido oposto. 



FIGURA 10-15 Os elétrons 1 e 2 giram em sentidos opostos em tomo do núcleo atómico (que nao aparece na figura). O campo 
magnético B é perpendicular ao plano da órbita dos elétrons. As forgas magnéticas Fi e F 2 aumentam o momento magnético orbital do 
elétron 2 e diminuem o momento magnético orbital do elétron 1, o que resulta em um momento total diferente de zero no sentido oposto 
ao do campo magnético B. 


















Ferromagnetismo, Antiferromagnetismo e Ferrimagnetismo 

O ferromagnetismo é um alinhamento dos spins atómicos de alguns materiais abaixo de urna temperatura crítica T C9 conhecida 
como temperatura de Curie. Apenas cinco elementos sao ferromagnéticos: ferro, níquel, cobalto, gadolinio e disprósio. Existem 
também muitos compostos e ligas metálicas que sao ferromagnéticos, alguns dos quais nao contém nenhum dos elementos 
ferromagnéticos. Os materiais ferromagnéticos produzem um campo magnético, mesmo na ausencia de um campo magnético 
externo, um fenómeno conhecido como magnetismo espontáneo. 

Em certos compostos, como o FeO, o NiCl 2 , o MnO e o MnS, os spins dos átomos vizinhos se alinham antiparalelamente 
abaixo de urna temperatura crítica T N , conhecida como temperatura de Néel. Esses materiais, que sao chamados de 
antiferromagnéticos , nao apresentam magnetismo espontáneo porque os spins dos átomos vizinhos se cancelam. 

Existem também compostos que apresentam duas ou mais sub-redes magnéticas. Os spins estáo alinhados dentro de cada 
sub-rede, mas a direqáo de alinhamento varia de urna sub-rede para outra. Esses materiais sao chamados de ferrimagnéticos. 
Como os momentos magnéticos totais das sub-redes nao se cancelam mutuamente, os materiais ferrimagnéticos apresentam 
magnetismo espontáneo. As primeiras bússolas eram feitas de um composto ferrimagnético, a magnetita (Fe 3 0 4 ). 



SEQÁO EXPLORATORIA 
Spintrónica 


Um campo de pesquisa relativamente novo, com aplicaqoes quase imediatas, a spintrónica , ou magnetoeletrónica , 
nada mais é que a eletrónica baseada no spin dos elétrons. N. F. Mott foi o primeiro a sugerir, há mais de 30 anos, o uso de correntes 
de elétrons com os spins alinhados. O método só se tomou viável em 1988, com a descoberta da magnetorresisténcia gigante (GMR*) 
em multicamadas magnéticas. Urna multicamada magnética é um conjunto de filmes finos alternadamente magnéticos e nao 
magnéticos. A resistencia elétrica é baixa, quando os spins dos elétrons ñas camadas ferromagnéticas vizinhas estáo paralelos, e alta 
quando os spins dos elétrons ñas camadas ferromagnéticas vizinhas estáo antiparalelos; isso acontece porque o espalhamento dos 
elétrons depende da orientado relativa dos spins. Quando os spins sáo alinhados por um campo magnético extemo, a variagáo de 
resistencia pode chegar a 200%, embora 10 a 20% sejam valores mais típicos. As chamadas válvulas de spin , dispositivos formados 
por multicamadas magnéticas, sáo capazes de detectar campos magnéticos extremamente fracos, como os que estáo presentes nos 
discos rígidos dos computadores. 
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FIGURA 10-16 Urna jungáo túnel magnética é formada por duas camadas ferromagnéticas separadas por urna camada extremamente fina de um 
material isolante. A probabilidade de que os elétrons atravessem a camada isolante por tunelamento depende da orientagáo relativa dos spins dos 
elétrons ñas camadas ferromagnéticas. (a) A probabilidade de tunelamento é maior, e, portanto, a resistencia é menor quando os spins estáo 
paralelos ñas duas camadas ferromagnéticas. ( b ) A probabilidade de tunelamento é menor, e, portanto, a resistencia é maior quando os spins 
estáo antiparalelos ñas duas camadas ferromagnéticas. Assim, urna junqáo desse tipo pode ser usada para armazenar um bit de informagáo, com a 
configurado (a) representando, por exemplo, o “0” e a configurado (b) representando o “1”. 












As válvulas de spin, o primeiro dispositivo spintrónico a ser produzido em escala comercial, sao usadas rías cabegas de 
leitura e gravagáo de praticamente todos os discos rígidos modernos. Mais recentemente, foram desenvolvidas as memorias 
magnetorresistivas, que sao muito mais rápidas e duráveis que as memorias flash. 

Outro dispositivo spintrónico com muitas possíveis aplicagoes é a jungdo túnel magnética que é formada por duas camadas 
ferromagnéticas separadas por urna camada extremamente fina de um material isolante como o óxido de aluminio (Figura 10-16). Os 
elétrons podem passar pela camada isolante por efeito túnel (veja as Segoes 6-6 e 10-8); como a probabilidade de tunelamento 
depende da orientagáo relativa dos spins ñas duas camadas ferromagnéticas, a resistencia é baixa, quando os spins ñas camadas 
ferromagnéticas estao paralelos, e alta quando os spins dos elétrons ñas duas camadas ferromagnéticas estáo antiparalelos; a diferenga 
relativa pode chegar a 75%. Dispositivos de armazenamento de dados baseados neste efeito seriam mil vezes mais rápidos que as 
memorias flash usadas atualmente. A jungáo túnel magnética desempenhou um papel importante na observagáo do efeito Hall de spin 
(veja a Segáo 10-7), que permite controlar correntes de spin com campos elétricos. 

Outra possibilidade interessante é o uso de dispositivos spintrónicos em computadores quánticos. Um dos grandes problemas dos 
computadores quánticos é que os estados de carga usados para representar informagóes tém urna vida muito curta. Os estados de spin, 
por outro lado, sobrevivem durante muito mais tempo. 


10-6 Bandas de Energía em Sólidos 

Quando o gás de elétrons é tratado como um gás de Fermi e as colisóes dos elétrons com os íons da rede sao tratadas como o 
espalhamento de ondas de matéria, o modelo dos elétrons livres permite prever as propriedades elétricas e térmicas dos 
condutores. Este modelo simples, porém, nao explica por que um material é um bom condutor de eletricidade e outro é um 
isolante. A condutividade e a resistividade variam enormemente quando passamos dos melhores isolantes para os melhores 
condutores. A resistividade de um isolante típico, como o quartzo, é da ordem de 10 16 O • m, enquanto a resistividade de um 
condutor típico, como o cobre, é da ordem de 1(T 8 Q • m e a de um supercondutor é menor que 10 -19 Q • m. 

Para compreender por que alguns materiais sao bons condutores e outros nao, precisamos aperfeigoar o modelo dos elétrons 
livres e considerar o efeito da rede cristalina sobre os níveis de energia dos elétrons. Existem duas abordagens tradicionais para 
o problema de determinar os níveis de energia dos elétrons em um cristal. A primeira consiste em estudar o problema de um 
elétron em um potencial periódico e calcular os níveis permitidos de energia resolvendo a equagáo de Schródinger. A segunda é 
determinar os níveis de energia dos elétrons em um sólido acompanhando o comportamento dos níveis de energia dos átomos 
isolados quando sao reunidos para formar o sólido, como fizemos na Segáo 9-2 para explicar a formagáo da molécula de H 2 . As 
duas abordagens mostram que, em um sólido, os níveis de energia dos átomos se unem para formar bandas permitidas e 
proibidas. É a disposigáo dessas bandas que determina se um material é condutor, isolante ou semicondutor. Vamos examinar 
agora o primeiro desses métodos. O segundo será discutido na Leitura Suplementar Bandas de Energia em Sólidos - Urna 
Abordagem Alternativa. 

O Modelo de Kronig-Penney 

Considere o problema de um elétron submetido a um potencial periódico. A Figura 10-17a mostra a energia potencial de urna 
rede de íons positivos em um gráfico unidimensional. A característica mais importante deste potencial nao é a forma, mas o fato 
de ser periódico. Um potencial periódico mais simples, constituido por pogos quadrados finitos, aparece na Figura 10-17&. O 
modelo de um sólido baseado neste potencial é conhecido como modelo de Kronig-Penney. Mesmo no caso do modelo de 
Kronig-Penney, mais fácil de tratar matemáticamente, a solugáo da equagáo de Schródinger é muito trabalhosa e vamos nos 
limitar a apresentar aqui os resultados principáis. Para os dois potenciáis periódicos representados na Figura 10-17, existem 
solugóes da equagáo de Schródinger na forma de ondas progressivas apenas para certos intervalos de energia. Este resultado é 
consequéncia da importante descoberta de Félix Bloch 4 de que as solugóes da equagáo de Schródinger para potenciáis 
periódicos devem ser da forma (em urna dimensáo) 

ifí(jt) = «*(.*■ )<?*** 10-36 

na qual u k (x) = u k {x + L) = u k (x + nL ), L é a distáncia entre dois pogos de potencial vizinhos e n é um número inteiro. A fungáo 
e lkx é urna onda plana e, portanto, representa um elétron livre (veja a Segáo 6-6) com número de onda k = 2n/k. Ñas palavras do 
próprio Bloch: 

Eu sabia que o maior problema era explicar como os elétrons podiam se esgueirar por todos os íons de um metal... 

Descobri, radiante, que a única diferenga entre a onda e a onda plana dos elétrons livres era urna modulagáo 

periódica. 


Assim, exigimos que as solugóes da equagáo de Schródinger, 



+ £/{jr)4i(jf) = £t|f(jc> 10-37 
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FIGURA 10-17 (a) Energía potencial unidimensional de um elétron em um cristal. L(x ) = -oo ñas posigoes dos íons. (6) Modelo de 
Kronig-Penney da energía potencial de um elétron em um cristal. 



FIGURA 10-18 Parte do potencial de Kronig-Penney da Figura 10-176, mostrando a largura a dos pogos de potencial e a distancia a + b 
entre os pogos. 

na qual U(x) é o potencial de Kronig-Penney, tenham a forma da fungáo de Bloch dada pela Equagáo 10-36. A solugáo para a 
regiao 0 < x < a da Figura 10-18 é 

U>0) = ¿ií"'* + A 2 e~ ik ' x 10-38 

na qual k f = (2 mE) m /ñ. Na regiao ~b < x < 0, as solugóes sao da forma 

$(x) = B x e** + 10-39 

na qual a = [2 m(U 0 - E)] m /h. A exigencia de que \j/(v) tenha a forma da Equagáo 10-36 significa que 

+ a + b) = u k (x + a + b)e ¡ 

(jt + a +■ b) = u t (x)e’ kx e ' k( - t ' +h ' 1 
^(x + a 4- b) = *\>{x)e ikía+h) 10-40 a 

em que a + b é a distancia entre os pogos de potencial. No caso geral, 

\\>(x + n(a + b)) = i|í ( x)e ih,{a+h> 10-40/? 

Como foi feito na Segáo 6-3 para resolver o problema do pogo finito quadrado unidimensional, as constantes A\,A 2 ,B\ e B 2 sao 
escolhidas de modo que as fungóes \| i(x) e d\\r/dx sejam continuas em v = 0 e x = a. Nao vamos calcular aqui os valores das 
constantes, mas apenas observar que, ao fazé-lo, obtemos urna equagáo que relaciona k, E e a a a e 6, os parámetros da rede. O 
resultado é que a Equagáo 10-40 so é satisfeita quando as energías dos elétrons estáo em certos intervalos. Esses intervalos, 
conhecidos como bandas permitidas , sáo separados por regióes chamadas bandas proibidas ñas quais náo podem existir ondas 
progressivas. A Figura 10-19a mostra a energia em fungáo do número de onda k para um elétron totalmente livre. Trata-se, é 
claro, de um gráfico da fungáo E = h 2 k 2 !2m. A Figura 10-196 mostra o gráfico de E em fungáo de k para um elétron submetido 
ao potencial periódico da Figura 10-18. As bandas proibidas ocorrem para 

ka = ±ffir 10-41 

em que n é um número inteiro e a é a distáncia entre os íons da rede. 5 Podemos explicar este resultado em termos da reflexáo de 
Bragg das ondas eletrónicas. Suponha que E seja inicialmente pequeña (próxima de zero na Figura 10-196) e, portanto, k seja 







pequeño e X seja grande. Se aumentamos o valor de E , k aumenta e X diminui. Se continuamos a aumentar E , chega um 
momento em que X se toma suficientemente pequeño para que as ondas eletrónicas sofram urna reflexáo de Bragg (interferencia 
constmtiva) por parte da rede (veja a Segáo 3-4). A reflexáo de Bragg é govemada pela condigáo de Bragg (Equagáo 3-23). 




FIGURA 10-19 ( a ) Curva da energia em fungáo do número de onda para um elétron livre. ( b ) Curva da energia em fungáo do número de 
onda para um elétron quase livre no potencial periódico unidimensional da Figura 10-18, com b = 0 e U 0 —► °o. Faixas proibidas de 
energia aparecem para valores de k que satisfazem a condigáo de Bragg. Embora as curvas sejam simétricas em relagáo a k = 0, foi 
plotada apenas a parte correspondente a k > 0. 


nk = la sen0 

Em um sistema unidimensional como o que estamos considerando, reflexáo significa X = 90°. Como k = 2 tí!X, a condigáo para 
que haja reflexáo de Bragg é exatamente a expressa pela Equagáo 10-41. O motivo pelo qual náo podem existir ondas 
progressivas para esses números de onda é que a onda refletida por um dos átomos da cadeia se toma igual e com a mesma fase 
que a onda incidente no átomo anterior, o que resulta na formagáo de ondas estacionárias. A Figura 10-20 mostra um gráfico da 
densidade de probabilidade |\|/| 2 para os dois tipos de ondas estacionárias associados á banda proibida de menor energia, que 
ocorre para k = Tila: 


ilii = ¡sen kx = sen— úh = eos Ja = eos— 

Como a concentragáo de carga negativa ñas proximidades dos íons é maior para \|/ 2 que para \|/i, a energia potencial é menor 
para \|/ 2 . A diferenga entre as duas energías potenciáis é igual á largura da banda proibida. Dentro das bandas permitidas, a 
energia dos elétrons pode assumir qualquer valor, contanto que o número de átomos da cadeia seja infinito; no caso de N 
átomos, existem N níveis de energia permitidos em cada banda. Como o número de átomos em um sólido macroscópico é muito 
grande, as bandas permitidas podem ser consideradas continuas. Cálculos em tres dimensóes sáo muito mais difíceis, é claro, 
mas os resultados sáo semelhantes. Os intervalos permitidos para o vetor de onda k sáo conhecidos como zonas de Brillouin. Na 
Figura 10-19&, por exemplo, a primeira zona de Brillouin corresponde ao intervalo -Tila < k < Tila, a segunda aos intervalos 
-271 la <k< -ala e tí! a <k< lula, e assim por diante. 
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FIGURA 10-20 Densidade de probabilidade (proporcional á distribuigáo de carga) para ondas estacionárias de número de onda k = tí! a 
em um cristal unidimensional. A curva cheia |\|/ 2 | 2 é máxima ñas posigoes dos íons e está associada a urna energia potencial menor que a 
curva tracejada |\|/i| 2 . 

Condutores, Isolantes e Semicondutores 

Condlltores Podemos agora compreender por que alguns sólidos sao condutores e outros sao isolantes. Considere um cristal 
de sodio. Existe espago para dois elétrons no orbital 3s de cada átomo, mas cada átomo de sodio tem apenas um elétron 3 s. 
Assim, quando N átomos de sodio se unem para formar um cristal, a banda de energia correspondente ao orbital 3s é preenchida 
apenas até a metade. Além disso, a banda vazia associada ao orbital 3 p coincide parcialmente com a banda 3 s. A Figura 10-21 
mostra, de forma esquemática, as bandas permitidas do sodio. Podemos ver que existem muitos estados disponíveis 
imediatamente acima do último estado ocupado e, portanto, os elétrons de valencia podem ser excitados fácilmente por um 
campo elétrico para níveis de maior energia. Em consequéncia, o sodio é um bom condutor. O magnésio, por outro lado, tem 
dois elétrons 3 s, de modo que a banda 3 s está completa. Entretanto, como no caso do sodio, a banda 3 p vazia coincide 
parcialmente com a banda 3 s, o que faz com que o magnésio também seja um condutor. A banda ocupada pelos elétrons da 
última camada dos átomos, ou elétrons de valencia, é conhecida como banda de valencia. A banda permitida imediatamente 
acima é chamada de banda de condugáo. Um condutor é um sólido cuja banda de valencia está apenas parcialmente completa 
ou cuja banda de condugáo coincide parcialmente com a banda de valencia. (Veja as Figuras 10-22a e 10-226.) Existem alguns 
poucos elementos, entre eles o antimonio, o arsénio e o bismuto, nos quais a superposigáo entre a banda de condugáo e a banda 
de valencia é muito pequeña, o que limita o número de estados vazios disponíveis. Esses materiais sáo conhecidos como 
semimetais. 
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FIGURA 10-21 Diagrama de níveis de energia de um cristal de sodio. A banda 3 p desocupada está parcialmente superposta á banda 3s, 
que está cheia até a metade. Logo acima dos estados ocupados, existem muitos estados vazios para os quais os elétrons podem ser 
excitados por um campo elétrico; assim, o sodio é um condutor. 

Isolantes Um sólido com a banda de valencia totalmente ocupada é um isolante quando a largura da banda proibida que 
separa a banda de valencia da banda de condugáo é maior que aproximadamente 2 eV (Figura 10-22c). Quase todos os cristais 
iónicos sáo isolantes. A estrutura de um cristal iónico, como o NaCl, é muito diferente da de um metal. As bandas de energia 
provém dos níveis de energia dos íons Na + e CE. Como a última camada dos dois íons está completa, a banda mais alta ocupada 
do NaCl está totalmente cheia. A banda permitida seguinte, que está vazia, provém dos estados excitados dos íons Na + e CE. 
Existe urna larga banda proibida entre a banda ocupada e a banda vazia. Os campos elétricos usados na prática sáo insuficientes 
para excitar elétrons dos níveis mais altos da banda de valencia para os níveis mais baixos da banda de condugáo e, por isso, o 
NaCl é um isolante. Quando um campo elétrico aplicado a um isolante é suficientemente intenso para fazer com que elétrons 
sejam excitados para a banda de condugáo, o fenómeno é conhecido como ruptura do dielétrico. 

Semicondutores Intrínsecos Quando a largura da banda proibida é pequeña, o sólido é um semicondutor. Considere o 
carbono, que possui dois elétrons 2 s e dois elétrons 2 p. Á primeira vista, o carbono deveria ser um condutor por causa dos 















quatro estados 2p desocupados; entretanto, os estados 2 s e 2 p se misturam quando o carbono forma ligagóes covalentes. 6 A 
Figura 10-23 mostra o desdobramento dos oito estados 2s-2p quando os átomos de carbono se unem para formar um cristal de 
diamante. Este desdobramento se deve á formagáo de ligagóes covalentes e é semelhante ao desdobramento dos níveis \s do 
hidrogénio, discutido na Segáo 9-2. A energía dos níveis correspondentes as quatro fungóes de onda espacialmente simétricas 
(urna para o orbital 2 s e tres para os orbitais 2 p) diminuí, enquanto a energía dos níveis correspondentes as quatro fungóes de 
onda espacialmente antissimétricas (urna para o orbital 2 s e tres para os orbitais 2 p) aumenta. Assim, a banda de valencia 
contém apenas quatro níveis por átomo, que estáo todos ocupados, e a banda de condugáo permanece vazia. No caso do 
diamante, em que a distancia interatómica é 0,154 nm, a largura da banda proibida que separa a banda de condugáo da banda de 
valencia é 7 eV. Como esta largura é grande em comparagáo com a energía térmica dos elétrons, que, á temperatura ambiente (T 
= 300 K), é da ordem de 0,026 eV, muito poucos elétrons sao excitados para a banda de condugáo. O diamante é, portanto, um 
isolante. A estrutura das bandas é semelhante para o silicio, que tem dois elétrons 3s e dois elétrons 3 p, e para o germánio, que 
possui dois elétrons 4s e dois elétrons 4 p. No caso do silicio, em que a distáncia interatómica é 0,235 nm, a largura da banda 
proibida é 1 eV; no caso do germánio, em que a distáncia interatómica é 0,243 nm, a largura da banda proibida é 0,7 eV. Á 
temperatura ambiente, para larguras dessa ordem, existe um número considerável de elétrons na banda de condugáo devido á 
agitagáo térmica, embora o número seja muito menor que em um condutor típico. Substáncias como o silicio e o germánio sáo 
conhecidas como semicondutores intrínsecos. A Figura 10-22 d mostra a estrutura de bandas dos semicondutores intrínsecos. 

Os elétrons da banda de condugáo de um semicondutor intrínseco podem ser acelerados por um campo elétrico porque 
existem estados desocupados com energías ligeiramente maiores. Além disso, para cada elétron excitado para a banda de 
condugáo é criado um nivel desocupado, conhecido como buraco , na banda de valencia. A presenga de um campo elétrico faz 
com que um elétron de valencia de um átomo vizinho seja transferido para o nivel desocupado, eliminando o buraco, mas 
criando outro buraco no átomo vizinho. Este movimento de elétrons, que contribuí para a corrente elétrica, pode ser considerado 
como o movimento de um buraco no sentido do campo elétrico, ou seja, no sentido oposto ao do movimento dos elétrons. Os 
buracos se comportam, portanto, como cargas positivas. A analogía com urna rúa de máo única com duas pistas, urna das quais 
ocupada por carros engarrafados, pode ajudar o leitor a visualizar o processo de condugáo de corrente elétrica por buracos. 
Quando um carro passa da pista engarrafada para a pista vazia, pode se mover livremente. Quando outros carros se adiantam 
para ocupar o espago deixado pelo carro que mudou de pista, o espago vazio se move para trás, no sentido oposto ao do 
movimento dos carros. Tanto o movimento para a frente do carro que está na pista livre como o movimento para trás do espago 
vazio que foi criado na pista engarrafada contribuem para que os automóveis cheguem ao destino. 
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FIGURA 10-22 Quatro possíveis arranjos para as bandas de energía de um sólido, (a) A banda permitida está apenas parcialmente 
ocupada e, portanto, os elétrons podem ser excitados para níveis de energía próximos. O material (a) é um condutor. O material (b) 
também é um condutor porque urna banda permitida ocupada e urna banda permitida vazia estáo parcialmente superpostas. No caso do 
material (c), existe urna banda proibida muito larga entre urna banda permitida totalmente ocupada e urna banda permitida vazia; o 
material (c) é um isolante. No caso do material (d), existe urna banda proibida relativamente estreita entre urna banda permitida 
totalmente ocupada e urna banda permitida vazia. Nesse caso, alguns elétrons sáo excitados térmicamente para a banda superior em 
temperaturas normáis, deixando buracos na banda inferior. O nivel de Fermi fica aproximadamente no centro da banda proibida. O 
material (d) é um semicondutor. 
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FIGURA 10-23 Desdobramento dos estados 2 s e 2 p do carbono, dos estados 3s e 3 p do silicio e dos estados 4s e 4 p do germánio em 
fungáo da distancia interatómica. A largura da banda proibida que separa os quatro estados ocupados da banda de valencia dos estados 
vazios da banda de condugáo é 7 eV para a distancia interatómica do diamante, R& = 0,154 nm. Para a distancia interatómica do silicio, 
7 ?sí = 0,235 nm, a largura da banda proibida é 1,09 eV. O desdobramento é semelhante no germánio, para o qual a distancia interatómica é 
Rgq = 0,243 e a largura da banda proibida é apenas 0,7 eV. 


Urna característica interessante dos semicondutores é que, ao contrário do que ocorre nos metáis, a condutividade dos 
semicondutores aumenta (e a resistividade diminuí) quando a temperatura aumenta. Isso acontece porque, com o aumento da 
temperatura, o número de elétrons livres aumenta, já que mais elétrons sao excitados para a banda de conduqáo. Ao mesmo 
tempo, o número de buracos na banda de valencia também aumenta. Nos semicondutores, o efeito do aumento do número de 
elétrons e buracos (que, tomados em conjunto, sao conhecidos como portadores) é maior que o efeito do aumento do 
espalhamento dos elétrons pelas vibraqóes térmicas dos íons da rede. Isso significa que o coeficiente de temperatura da 
resistividade dos semicondutores é negativo. 

O fato de um material com a banda de valencia completa ser um semicondutor ou um isolante depende da largura E g da 
banda proibida. Um cálculo dos números relativos de elétrons com várias energías que podem estar acima do nivel de Fermi 
(situado no centro da banda proibida) á temperatura ambiente ilustra a situaqáo. Esses números sao dados pela distribuiqáo de 
Fermi-Dirac f F o(E), Equaqáo 8-68: 
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8-68 


Para T = 293 K, kT = 0,025 eV. Lembre-se de que, para E = E F ,f FD (E) = 1/2 (veja a Seqáo 8-5). Para E - E F = 4kT = 0,10, 
temos: 


/ fd{E) ^0,10/0,0’$ _|_ | 0,018 

Repetindo este cálculo para vários outros valores de E - E F , obtemos os números relativos de elétrons que aparecem na Tabela 
10-3. De acordo com a tabela, se a largura da banda proibida de um material é 0,5 eV, por exemplo, E - E F = 0,25 e 
aproximadamente 10~ 5 dos elétrons que se encontram no alto da banda de valencia sao excitados para a banda de conduqáo e 
contribuem para a conduqáo de corrente elétrica. Trata-se de um número considerável, levando em conta o grande número de 
elétrons que existem no alto da banda de valencia, de modo que esperamos que o material apresente urna condutividade 
relativamente alta, embora nao táo grande como a dos metáis. 

Para urna banda proibida de 2,0 eV, apenas quatro vezes maior que no exemplo anterior, o número relativo de elétrons 
excitados para a banda de conduqáo diminuí de mais de 12 ordens de grandeza, o que mostra como o número de portadores é 
sensível á largura da banda proibida. O cálculo de f' FD (E ) também serve para confirmar que a condutividade dos semicondutores 
aumenta com a temperatura. Se a temperatura de um material com urna banda proibida de 2,0 eV aumenta de 293 K (como na 
Tabela 10-3) para 393 K, f FD (E) aumenta de 6,5 x 10~ 18 para 1,5 x 10 -13 , o que representa um aumento de mais de quatro ordens 












de grandeza. A Tabela 10-4 mostra a largura da banda proibida de vários elementos e compostos semicondutores. Observe que a 
largura da banda proibida varia ligeiramente com a temperatura. 

Um conceito importante para o estudo das propriedades dos semicondutores é o de massa efetiva. A Figura 10-19a é um 
gráfico de E(k ) = h 2 k 2 /2m e , a energía de um elétron livre de comprimento de onda X = 2nlk. A curvatura do gráfico de E em 
fungáo de k é dada por (fiE/dk 2 = h 2 lm e ., e podemos dizer que a curvatura é proporcional a 1 lm e , o inverso da massa do elétron. 
Na Figura 10-19a, a curvatura é constante; ñas proximidades das bandas proibidas da Figura 10-19&, porém, a curvatura é muito 
maior que no caso do elétron livre. Como é importante conhecer o comportamento dos elétrons nesses intervalos, 
particularmente no caso dos semicondutores dopados, que seráo discutidos na Segáo 10-7, vale a pena continuar a descrever a 
forma da curva de E em fungáo de k em termos do inverso de urna massa. Para isso, definimos a massa efetiva m* através da 
equagáo 

Tabela 10-3Valores de //r D (E) para T = 293 K 


E ~ E f (eV) 

0,05 

0,10 

0,25 

1,0 

2,5 

7,5 

Múltiplo de 
kT 

2 

4 

10 

40 

100 

300 

f FD (E) 

1,2 x 10-' 

1,8 x 10~ 2 

5,1 x 10~ 5 

6,5 x 10~ 18 

1,1 x 10' 43 

1,3 x 

10 129 


Tabela 10-4 Largura da banda proibida E g e constante dielétrica A para alguns semicondutores 


E g (eV) 


Material 0 K 293 K k 


Si 

1,15 

1,11 

11,8 

Ge 

0,74 

0,67 

15,9 

Te 

- 

0,33 

- 

GaAs 

1,53 

1,35 

13,1 

InSb 

0,23 

0,16 

17,8 

ZnS 

- 

3,54 

5,2 

CdTe 

1,56 

1,44 

10,2 

PbS 

0,28 

0,37 

17,0 

InP 

1,41 

1,27 

12,4 

CdSe 

1,85 

1,74 

10,1 

GaP 

2,40 

2,24 

11,1 

PbTe 

0,19 

0,25 

30,1 
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Assim, como no caso do elétron livre, a curvatura do gráfico de E em fungáo de k para os elétrons em um sólido cristalino 
pode ser descrita em termos do inverso de urna massa, 1 /m*. Para um elétron livre, m* = m e , igualdade que também é válida 
para elétrons cuja energía nao esteja muito próxima das bandas proibidas da Figura 10-196. Perto das bandas proibidas, a 
situagáo muda de figura. Quando aumentamos o valor de k a partir de k = 0, a curvatura inicialmente é constante e igual á de um 
elétron livre e, portanto, m* = m e . Ñas proximidades de k = 7i/a, a curvatura aumenta muito e depois troca de sinal; assim, m* se 
toma muito menor que m e e chega a ficar negativa! Logo acima da banda proibida, a curvatura é grande e positiva, de modo que 
m* é muito menor que m e e positiva. Nos casos em que a largura da banda proibida é pequeña em comparagáo com a largura das 
bandas permitidas, o valor da massa efetiva é 1% a 10% da massa do elétron livre. Vamos voltar a falar da massa efetiva na 
Segáo 10-7. 

Exercícios 

7. A resistividade do cobre e a resistividade do silicio variam da mesma forma quando a temperatura aumenta? 

8. Suponha que um elétron é excitado da banda de valencia de um semicondutor para um estado vários níveis acima da base da 
banda de condugáo. Explique por que o elétron “decai” rápidamente para um nivel situado na base da banda de condugáo. 



SEQÁO EXPLORATORIA 
Pogos Quánticos 


O progresso das técnicas para fabricar dispositivos com dimensóes da ordem de nanómetros, conhecidos como 
nanoestruturas , tomou possível a construgáo de pogos quánticos , pogos de potencial finitos de urna, duas ou tres dimensóes que 
podem limitar o movimento dos elétrons a certas diregoes. O pogo de potencial unidimensional é urna fina camada de material que 
impoe limites para o movimento dos elétrons na diregáo perpendicular á superficie da camada, mas nao restringe o movimento dos 
elétrons em outras diregoes. Na diregáo em que o movimento é limitado, a situagáo é semelhante á de um pogo de potencial quadrado 
unidimensional (veja a Segáo 6-2 e a Figura 10-24¿f). Um fio quántico limita o movimento dos elétrons em duas dimensóes, como 
mostra a Figura 10-246. Em um ponto quántico como o da Figura 10-24c, o movimento dos elétrons é limitado em todas as diregoes; 
a situagáo é semelhante á do pogo de potencial quadrado tridimensional, discutido na Segáo 7-1. Da mesma forma como em um 
átomo ou em urna molécula, um ponto quántico possui níveis de energía quantizados e os elétrons aprisionados em um ponto quántico 
absorvem e emitem radiagóes com comprimentos de onda bem definidos. 





(a) Rogo quántico 


(i b ) Fio quántico 



(c) Ponto quántico 

FIGURA 10-24 (a) Em um pogo quántico, como, por exemplo, urna fina camada de material condutor entre dois isolantes, o movimento dos 
elétrons é limitado em urna diregáo. ( b ) Em um fio quántico, o movimento dos elétrons é limitado em duas diregoes. (c) Em um ponto quántico, o 
movimento dos elétrons é limitado ñas tres diregoes. 

Atualmente, os pogos quánticos sao usados para construir os lasers semicondutores que fazem parte dos aparelhos de CD e DVD e 
das leitoras de código de barras. Os pontos quánticos talvez venham a ser usados em dispositivos de memoria e em computadores 
quánticos , que teriam urna capacidade de processamento muito maior que os computadores atuais. Os fios quánticos permitiriam 
aumentar substancialmente a velocidade dos elétrons em diregoes escolhidas, o que, por sua vez, tomaría mais rápida a transferencia 
de informagoes nos circuitos dos computadores. 
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Leitura Suplemental-1 

Urna alternativa ao modelo de Kronig-Penney é o uso de urna extensáo do modelo das ligagóes 
moleculares, discutido na Segáo 9-2, para calcular as bandas de energia em sólidos. Este modelo é 
apresentado sucintamente na Leitura Suplementar Bandas de Energia em Sólidos - Urna Abordagem 
Alternativa , disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as 
Figuras 10-25 e 10-26. 


10-7 Semicondutores Dopados 

A maioria dos dispositivos semicondutores, como os diodos e os transistores, utiliza semicondutores dopados , que sao criados 
pela adigáo controlada de certas impurezas aos semicondutores intrínsecos, um processo conhecido como dopagem. A Figura 
10-27a mostra a estrutura cristalina do silicio puro; a concentragáo de elétrons na ligagáo covalente entre dois átomos de silicio 
é mostrada na Figura 10-276. A Figura 10-28a é urna representagáo esquemática do silicio dopado com urna pequeña 
concentragáo de arsénio. Observe que os átomos de arsénio tomam o lugar de alguns dos átomos de silicio na rede cristalina. O 
arsénio tem cinco elétrons de valencia na camada n = 4, enquanto o silicio tem quatro elétrons de valencia na camada n = 3. 
Quatro dos cinco elétrons do arsénio formam ligagóes covalentes com os quatro átomos de silicio vizinhos, e o quinto elétron 
fica frouxamente ligado ao átomo. Este elétron a mais ocupa um nivel de energia ligeiramente abaixo da banda de condugáo e 
pode ser fácilmente excitado para essa banda, onde contribuí para a condugáo de eletricidade. O quinto elétron de valencia do 
átomo de arsénio e o carogo restante formam um sistema semelhante ao átomo de hidrogénio. Assim, a teoría de Bohr (veja a 
Segáo 4-3) pode ser usada para calcular os valores aproximados das energías permitidas para o elétron, contanto que seja levado 
em conta o fato de que o sistema elétron-íon de arsénio náo está isolado de outros átomos, mas faz parte de um sólido cristalino. 















Em primeiro lugar, um cristal é um meio com urna alta constante dielétrica; assim, a fungáo potencial (Equagáo 7-6) que 
aparece na equagáo de Schródinger (Equagáo 7-7) deve ser substituida 7 por V(r) = -Zke 2 /Kr , onde k é a constante dielétrica do 
material e k = l/4ns 0 . Em segundo lugar, a massa do elétron na equagáo de Schródinger deve ser substituida pela massa efetiva 
para levar em conta o fato de que o elétron “enxerga” urna versáo tridimensional do potencial periódico da Figura 10-17. A 
equagáo de Schródinger, com essas duas modificagóes, pode ser resolvida como no Capítulo 7. As energías e os valores médios 
dos raios das órbitas de Bohr para o quinto elétron do arsénio sáo dados por 



FIGURA 10-27 (a) Representagáo bidimensional de um cristal de silicio. Cada átomo forma ligagoes covalentes com quatro vizinhos, 
compartilhando com cada um deles um dos quatro elétrons de valencia. ( b ) Medida por espalhamento de raios X da concentragáo de 
elétrons ñas vizinhangas de dois átomos de um cristal de silicio. A seta mostra a regiáo de alta concentragáo de elétrons da ligagáo 
covalente. [Adaptado de Y.W. Yang e P. Coppens, Solid State Commun ., 15, 1555 (1974).] 
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FIGURA 10-28 ( a ) Representagáo bidimensional de um cristal de silicio dopado com arsénio. Como o arsénio tem cinco elétrons de 
valéncia, um desses elétrons náo forma ligagoes covalentes com os átomos vizinhos de silicio e pode ser excitado fácilmente para a banda 
de condugáo, onde passa a contribuir para a condugáo de eletricidade. ( b ) Estrutura de bandas de um semicondutor tipo n , como o silicio 
dopado com arsénio. Os átomos de impurezas doadoras ocupam níveis de energía na banda proibida, logo abaixo da banda de condugáo. 










Os átomos que estáo nesses níveis doam elétrons para a banda de condugáo. 



em que a 0 éo raio de Bohr, igual a 0,0529 nm (Equaqáo 4-19), e n é o número quántico principal. 

Para saber onde estáo os níveis do quinto elétron do arsénio em relaqáo as bandas do silicio, lembre-se de que, quando o 
átomo de arsénio é ionizado, ou seja, quando o quinto elétron é removido, esse elétron se toma livre para participar da conduqáo 
de eletricidade, isto é, passa a ocupar a banda de conduqáo. Isso significa que o nivel = 0 coincide com a base da banda de 
conduqáo e os outros níveis E n estáo na banda proibida. A energia do estado fundamental, E\, pode ser determinada a partir dos 
valores experimentáis da massa efetiva dos elétrons no silicio, 0,2 m e , e da constante dielétrica do silicio, k = 11,8 (Tabela 10-4). 
Substituindo esses valores na Equaqáo 10-43, obtemos E x = -0,020 eV em relaqáo á base da banda de conduqáo, um valor 
muito menor que a energia do estado fundamental do hidrogénio, -13,6 eV (veja a Seqáo 7-2). Substituindo os mesmos valores 
na Equaqáo 10-44, obtemos (r\) = 3,1 nm, um valor 60 vezes maior que o raio do átomo de hidrogénio no estado fundamental. 8 
Os níveis do quinto elétron de valéncia do arsénio, como mostra a Figura 10-286, estáo muito próximos da banda de conduqáo e 
o elétron pode fácilmente ser excitado para a banda de conduqáo, já que sua energia de ionizaqáo é comparável á energia 
térmica kT á temperatura ambiente. 

Os níveis de energia como os do átomo de arsénio, próximos da banda de conduqáo, recebem o nome de níveis doadores 
porque esses átomos doam elétrons para a banda de conduqáo. Um semicondutor dopado com impurezas pentavalentes é 
conhecido como semicondutor tipo n porque os portadores em maioria sáo elétrons, ou seja, partículas negativas. É muito fácil 
controlar a condutividade de um semicondutor dopado, já que depende da concentraqáo dos átomos da impureza. A adiqáo de 
apenas algumas partes por milháo de urna impureza pode resultar em um aumento de várias ordens de grandeza na 
condutividade. 

Outro tipo de semicondutor dopado pode ser obtido substituindo alguns átomos de silicio na rede cristalina por átomos de 
urna impureza com o gálio, que possui trés elétrons de valéncia (Figura 10-29 a). O átomo de gálio aceita um elétron da banda 
de valéncia do silicio para completar quatro ligaqóes covalentes com átomos vizinhos de silicio, criando assim um buraco na 
banda de valéncia. A Figura 10-296 mostra os níveis de energia introduzidos no cristal de silicio pela dopagem com gálio. Os 
níveis vazios logo acima da banda de valéncia se devem aos buracos associados aos átomos de gálio. Esses níveis recebem o 
nome de níveis aceitadores porque os átomos de gálio aceitam elétrons da banda de valéncia. No estado neutro, os átomos de 
gálio podem ser considerados como um caroqo negativo em tomo do qual órbita um buraco, do mesmo modo como os átomos 
de arsénio podem ser considerados como um caroqo positivo em tomo do qual órbita um elétron. Assim, o conjunto buraco-ion 
de gálio também constituí um sistema semelhante ao átomo de hidrogénio. Os níveis de energia e os valores médios dos raios 
das órbitas de Bohr do buraco podem ser calculados usando o modelo de Bohr; os resultados sáo novamente dados pela 
Equaqáo 10-43. Em diagramas de níveis de energia como os das Figuras 10-28 b e 10-296, um aumento da energia dos elétrons é 
representado por um deslocamento para cima e um aumento da energia dos buracos por um deslocamento para baixo; ionizar o 
sistema buraco-ion de gálio significa transferir o buraco para a banda de valéncia. Os níveis de energia introduzidos pelos 
átomos de gálio na rede cristalina no silicio estáo logo acima do topo da banda de valéncia (Figura 10-296). Transferir buracos 
dos íons de gálio para a banda de valéncia equivale a transferir elétrons da banda de valéncia para os níveis aceitadores. Com 
isso, sáo criados buracos na banda de valéncia, que contribuem para a conduqáo de eletricidade. Um semicondutor dopado com 
impurezas trivalentes é conhecido como semicondutor tipo p porque os portadores em maioria sáo buracos, ou seja, partículas 
positivas. O fato de que a conduqáo nos semicondutores tipo p se deve principalmente ao movimento de buracos é confirmado 
pelo efeito Hall, que será discutido na próxima Seqáo Exploratoria. 
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FIGURA 10-29 ( a ) Representado bidimensional de um cristal de silicio dopado com gálio. Como o gálio tem tres elétrons de valencia, 
existe um buraco ñas ligagoes covalentes de um átomo de gálio com os átomos vizinhos de silicio. Esse buraco pode se mover pelo 
cristal, contribuindo para a condugáo de eletricidade. ( b ) Estrutura de bandas de um semicondutor tipo p , como o silicio dopado com 
gálio. Os átomos de impurezas aceitadoras ocupam níveis de energia na banda proibida, logo acima da banda de valencia. Os átomos que 
estáo nesses níveis aceitam elétrons da banda de valencia. 


EXEMPLO 10-9 


Energía de lonizagáo dos Doadores no Germánio se o fósforo, urna impureza pentavalente, é usado 
para dopar o germánio, formando um semicondutor tipo n, qual é a energia de ionizado do fósforo? Qual é o raio da órbita do quinto 
elétron? (A massa efetiva dos elétrons no germánio é 0,1 m e .) 


SOLUQÁO 

1. A energia de ionizagáo pode ser determinada fazendo n = 1 na Equagáo 10-43: 


^ I fke*ym+ 

E ' ~ 2 \ h ) k 2 

2. A constante dielétrica do germánio é dada na Tabela 10-4: 

k = 15 f 9 

3. Introduzindo valores numéricos na equagáo do item (1), obtemos: 




] ( 9 X KJpN' m 2 /C 2 X (1.60 X l(r L9 C) 2x:£ 


1.055 X I0“ M J'S 


(0,1 X 9,11 X 10"- ] kg) 


X 


(15,9)' 

= 8,6 X KT 12 J = 5,4 X 10~ 3 eV 

4. O raio da órbita do quinto elétron do fósforo pode ser determinado fazendo n = 1 na Equafao 10-44: 




El) = Üq—'k 


5. Introduzindo valores numéricos na equa^áo do item (4), temos: 


m' 




(r,) = 0,0529 X —— X 15,9 


0,1 m (1 


= 8,4 nm 


Observagáo: Apesar de todas as aproximagoes envolvidas, o valor de E¡ calculado neste exemplo é da mesma ordem que o valor 
experimental, 12,0 x 10~ 3 eV. 








SEQÁO EXPLORATORIA 
Efeito Hall 


Em geral, a concentragáo de elétrons nos semicondutores dopados tipo n , bem como a concentrado de buracos nos 
semicondutores dopados tipo p , é muito maior que a concentrado de pares elétron-buraco nos semicondutores intrínsecos, criados 
por excitado térmica de elétrons da banda de valencia para a banda de condudo. Quando um semicondutor dopado é submetido a 
um campo elétrico, a corrente resultante é constituida por portadores em maioria (elétrons nos semicondutores tipo n, buracos nos 
semicondutores tipo p) e portadores em minoría. O fato de que os buracos se comportam como partículas positivas do ponto de vista 
da condudo de eletricidade é confirmado pelo efeito Hall, ilustrado na Figura 10-30¿z. Na figura, urna placa fina de material 
semicondutor é ligada a urna fonte de tensáo (que nao aparece no desenho) e atravessada por urna corrente elétrica cujo sentido é da 
esquerda para a direita. Um campo magnético uniforme B é aplicado perpendicularmente á diredo da corrente. Para os sentidos da 
corrente e do campo magnético mostrados na figura, a forga magnética qx¿ x B experimentada por urna partícula carregada em 
movimento (na qual vj é a velocidade de deriva) é para cima, quer a corrente esteja associada a urna carga positiva se movendo da 
esquerda para a direita ou a urna carga negativa se movendo da direita para a esquerda. Se os portadores em maioria sao elétrons, 
como na Figura 10-306, a forga magnética faz com que os elétrons se concentrem na parte de cima da placa, deixando a parte de 
baixo com um excesso de cargas positivas. O processo continua até que o campo elétrico % causado pela separagáo das cargas 
submeta os portadores a urna forga que compense a forga magnética. A condigáo de equilibrio é, portanto, q'^= qvdB. Sewéa largura 
da placa, existe urna diferenga de potencial 


V ff — %W — VfiBw 


10-45 


entre a parte superior e a parte inferior da placa, conhecida como tensáo de Hall , que pode ser medida com um voltímetro. A 
polaridade da diferenga de potencial (ou seja, o fato de a parte superior da placa ser mais positiva ou mais negativa que a parte 
inferior) indica o sinal dos portadores em maioria. Medidas desse tipo revelam que, de fato, os portadores em maioria sao elétrons nos 
semicondutores tipo n e buracos nos semicondutores tipo p. Conhecendo o valor experimental da tensáo de Hall, é possível calcular a 
velocidade de deriva v¿. Como a densidade de corrente j = nqvd pode ser calculada, de forma independente, a partir do valor 
experimental da corrente e da área da segáo reta da placa, a medida da tensáo de Hall permite determinar o valor de n, a concentragáo 
de portadores em maioria. 
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FIGURA 10-30 O efeito Hall. Para os sentidos de corrente e campo magnético indicados na figura, a forga a que sáo submetidos os portadores é 
para cima, tanto quando os portadores sáo buracos que se movem para a direita (a) como quando sáo elétrons que se movem para a esquerda (6). 
O tipo de portador pode ser determinado pelo sinal da diferenga de potencial entre a parte superior e a parte inferior da placa, e a velocidade de 
deriva pode ser calculada a partir do valor absoluto da diferenga de potencial. A espessura t da placa náo está indicada na figura. 


As sondas de efeito Hall sáo muito usadas para medir campos magnéticos. Fazendo passar urna corrente conhecida em urna 
tira metálica de dimensóes conhecidas e com urna concentragáo conhecida de portadores, é possível determinar o valor do 
campo magnético a partir da tensáo de Hall (veja a Equagáo 10-46). 















EXEMPLO 10-10 


Efeito Hall no Aluminio Urna placa de aluminio de largura w= 1,5 cm e espessura t = 250 pm é submetida 
a um campo magnético uniforme de 0,55 T perpendicular ao plano da placa. Quando a placa é atravessada por urna corrente de 25 A, 
urna tensáo de 1,64 pV é medida entre os lados da placa. Qual é a concentrado de elétrons no aluminio e quantos portadores existem, 
em média, por átomo? 

SOLUQÁO 

Substituindo na Equagáo 10-45 a velocidade de deriva por seu valor em termos da densidade de corrente (Equagáo 10-11), temos: 


jBw iB 


Vu = ViBw = 

ruj qm 

pois j = i/wt. A concentrado de portadores no aluminio é, portanto, 

iB (25 A) (0,55 T) 
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n = 


qtV H ( 1,60 X ] 0" 19 C) ( 250 X 10m)(1,64 X 1Ü H ’ V) 

= 2,10 X I O 29 portadores /nr 

Como a densidade do aluminio p(Al) é 2,72 x 10 3 kg/m 3 e a massa molar M é 26,98 kg/mol, a concentracao N de átomos é dada por 

(a) 


300 


> 200 - 


£ 


100 


— 


n = 2 

— 

n= 3 



n = 4 



_1_ 

_1_ 


ib) 


5 10 

B.l 


15 



Cd 

.d) 


o: 


FIGURA 10-31 (a) A presenta de patamares no gráfico da tensáo de Hall em fundo do campo magnético aplicado mostra que a tensáo de Hall 
é quantizada. Os dados foram obtidos a urna temperatura de 1,39 K, com a corrente i mantida fixa em um valor de 25,52 pA. ( b ) O efeito Hall 
quantizado fracionário. Os valores da resistencia de Hall Rh (curva de cima) estáo indicados na escala da esquerda e os valores da resistencia 
normal R ^ (curva de baixo) na escala da direita. [Dados colhidos por Y. W. Suen e colaboradores da Princeton University.\ 


N a p (6,02 X L0 26 ácomos/mol )(2.702 x JO- 5 kg/in 3 ) 

N ~ M 26.98 kg/mol 

= 6.02 X 10 2S álomos/m í 

Assim, cada átomo de aluminio contribui em média com n/N= 3,5 portadores. 


O Efeito Hall Quantizado 


De acordo com a Equa9áo 10-46, a tensáo de Hall deveria aumentar linearmente com o campo magnético se a corrente fosse mantida 
constante. Em 1980, quando estudava o efeito Hall em filmes finos semicondutores em temperaturas muito baixas, Klaus von 
Klitzing 9 descobriu que o gráfico de V H em fungáo de B nao é linear, mas apresenta urna série de patamares, como na Figura 10-3 la. 
Em outras palavras, a tensáo de Hall é quantizada. Mais corretamente, definindo a resistencia de Hall através da equagáo R H = V H /i, é 
a resistencia de Hall que é quantizada, assumindo apenas os valores 
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a ~ 


b; 


n 
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em que R K , a constante de von Klitzing , é dada por 














r k - 


h 


6,626 X J0 -Íi J*s 
( 1,602 X 10 HÍ C) 2 


25.813 O- 10-48 


Os valores de n observados por von Klitzing eram pequeños números inteiros positivos (n = 1, 2, 3, . . .), como mostra a Figura 
10-3la. Em 1982, Daniel Tsui e colaboradores, 10 quando investigavam o efeito Hall quantizado em semicondutores de alta pureza, 
descobriram valores quantizados da resistencia de Hall associados a valores de X que eram fragoes racionáis formadas por pequeños 
números inteiros. Até o momento, foram observados mais de 30 valores de R H da forma a/ú, em que a e b sao números primos entre 
si. Vários desses valores podem ser vistos na Figura 10-3 Ib. 

A descoberta de von Klitzing ficou conhecida como efeito Hall quantizado integral (EHQI), enquanto a de Tsui e colaboradores 
recebeu o nome de efeito Hall quantizado fracionário (EHQF). Os modelos teóricos propostos para explicar os dois fenómenos ainda 
estáo incompletos, e, de qualquer forma, sao complexos demais para serem discutidos aqui; por essa razáo, vamos apresentar apenas 
urna breve descrigáo qualitativa do EHQI. No efeito Hall “normal”, a amostra é atravessada por urna corrente i ao ser submetida a um 
campo elétrico '^g. O campo elétrico é perpendicular ao campo magnético aplicado B; em consequéncia, os portadores descrevem 
trajetórias circulares, ou órbitas, cujo raio é dado por r = m*n/qB. O fato de que os elétrons obedecem ao principio de exclusao de 
Pauli impede que as órbitas se cruzem; portanto, nao permite que os elétrons se acumulem além de um certo limite no lado negativo 
da amostra. Como o movimento orbital dos elétrons é quantizado (as únicas órbitas permitidas sao aquelas para as quais o 
comprimento da órbita é igual a um número inteiro de comprimentos de onda do elétron), o aumento do campo magnético faz 
diminuir o raio das órbitas eletrónicas, mas a diminuigáo acontece de forma descontinua. Com a redaño do raio, um número maior de 
elétrons pode ser acomodado ñas proximidades da superficie da amostra e a concentrado de portadores aumenta nessa regiáo, o que 
aumenta a probabilidade de colisóes e, portanto, a resistencia de Hall. Surpreendentemente, ñas regioes do gráfico da resistencia de 
Hall em fungáo do campo magnético em que a resistencia de Hall é constante, a resistencia comum R = Vü se anula, como mostra a 
curva inferior da Figura 10-3 Ib. Os degraus adicionáis que aparecem no EHQF se devem ás interagoes entre os spins dos elétrons. 

Como a constante de von Klitzing pode ser medida com urna precisáo maior que 1 parte em 10 10 , o efeito Hall quantizado é usado 
hoje em dia para definir a unidade de resistencia. Atualmente, o ohm é definido como urna resistencia tal que o valor de R K é 
25.812,807 O. 


Efeito Hall de Spin 

Novas possibilidades para a spintrónica foram abertas em 2004 com a descoberta do efeito Hall de spin no GaAs a 20 K por David 
Awschlom e colaboradores. Neste efeito, a aplica 9 áo de um campo magnético faz com que a corrente elétrica em um semicondutor se 
divida em duas componentes, com os elétrons com o spin para cima e os elétrons com o spin para baixo se acumulando em lados 
opostos da amostra. Em 2006, o fenómeno foi observado no ZeSe á temperatura ambiente (295 K) pelos mesmos pesquisadores. Se os 
esfor 9 os atuais para intensificar o efeito forem bem-sucedidos, será possível construir dispositivos análogos aos atuais transistores nos 
quais o spin dos elétrons desempenhará o papel desempenhado atualmente pela carga elétrica, com grandes vantagens em termos de 
miniaturiza 9 áo e velocidade de resposta. Mais recentemente, em 2010, E. S. Garlid e colaboradores detectaram diretamente o efeito 
Hall de spin em InGaAs usando medidas elétricas, urna técnica completamente diferente e mais simples que a usada em experimentos 
anteriores (veja a Figura 10-32). A nova técnica é acessível a um maior número de pesquisadores e pode ser utilizada em um maior 
número de aplica 9 Óes práticas. 



FIGURA 10-32 Duas barras finas paralelas e magnetizadas de Fe sao montadas em urna placa de InGaAs. Um campo magnético aplicado B 
separa os spins e os alinha com a magnetiza 9 áo das barras de Fe. O efeito Hall de spin é detectado medindo a diferen 9 a de potencial V a - F¿. 
[Adaptado de J. Sinova, Physics 3, 82 (2010).] 









10-8 Jungóes e Dispositivos Semicondutores 

O funcionamento de dispositivos semicondutores como diodos e transistores se baseia em jungoes entre semicondutores tipo n e 
tipo p , como a que aparece na Figura 10-33. Na prática, os dois tipos de semicondutores sao obtidos no mesmo cristal de silicio 
dopando o material com impurezas doadoras de um lado e impurezas aceitadoras do outro. 

Quando um semicondutor tipo n e um semicondutor tipo p sao postos em contato, a concentragáo desigual de elétrons e 
buracos promove a difusáo de elétrons para o lado p e de buracos para o lado n até que o equilibrio seja estabelecido. A difusáo 
de elétrons e buracos dá origem a urna dupla camada de cargas elétricas ñas proximidades da jungáo, associada aos íons dos 
átomos doadores e aceitadores, semelhante á que existe em um capacitor de placas paralelas. Em consequéncia, aparece urna 
diferenga de potencial V entre o lado neo lado p da jungáo, conhecida como potencial de contato , que impede que a difusáo 
prossiga. Na regiáo da jungáo existem poucos elétrons e buracos e, portanto, a regiáo possui urna alta resistencia. A Figura 10- 
34 mostra o diagrama de níveis de energia de urna jungáo pn. A regiáo da jungáo também é chamada de regiáo de deplegáo. 


Diodos 

Um semicondutor com urna jungáo pn pode ser usado como um diodo retificador. Na Figura 10-35, urna diferenga de potencial 
externa foi aplicada á jungáo por urna batería ligada em série com um resistor. Quando o terminal positivo da batería é ligado ao 
lado p da jungáo, como na Figura 10-35a, dizemos que o diodo está submetido a urna polarizagáo direta. A polarizagáo direta 
diminuí a diferenga de potencial entre os dois lados da jungáo, fazendo aumentar a difusáo de elétrons e buracos e, portanto, 
produzindo urna corrente no circuito. Quando o terminal positivo da batería é ligado ao lado n da jungáo, como na Figura 10- 
3 5b, dizemos que o diodo está submetido a urna polarizagáo inversa. A polarizagáo inversa aumenta a diferenga de potencial 
entre os lados da jungáo, inibindo ainda mais a difusáo. A Figura 10-36 mostra um gráfico da corrente em fungáo da tensáo para 
urna jungáo semicondutora típica. Para todos os efeitos práticos, a jungáo conduz corrente apenas em um sentido, comportándo¬ 
se da mesma forma que as antigas válvulas diodo. Os diodos semicondutores substituíram as válvulas diodo em todas as 
aplicagóes, exceto as que envolvem correntes muito elevadas. 


* - elétron 
+ buraco 
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FIGURA 10-33 Jungáo pn. Por causa da diferenga de concentragoes, os buracos se difundem do lado p para o lado n e os elétrons se 
difundem do lado n para o lado p\ em consequéncia, aparece urna camada dupla de cargas na jungáo, com cargas negativas do lado p e 
cargas positivas do lado n. 
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FIGURA 10-34 Níveis de energia dos elétrons em urna jungáo pn náo polarizada. 

Podemos ter urna ideia quantitativa de como a corrente depende da tensáo aplicada, supondo que as concentragóes de 
elétrons e buracos podem ser descritas aproximadamente pela distribuigáo de Maxwell-Boltzmann. Seja N e o número de 
elétrons livres na regiáo n. Na ausencia de urna tensáo externa, apenas urna pequeña firagáo desses elétrons, dada por N e e ~ eV,kI ’, 
tem energia suficiente para vencer o potencial de contato associado aos íons das impurezas. Quando urna tensáo direta V b é 







aplicada, o número de elétrons que passam para o outro lado dajungáo se torna 
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FIGURA 10-35 Junfáo pn polarizada. ( a ) Polarizacáo direta. A tensáo aplicada aumenta a difusáo de buracos do lado p para o lado n e a 
difusáo de elétrons do lado n para o lado p, produzindo urna corrente I. ( b ) Polarizacáo inversa. A tensáo aplicada se opoe á difusáo de 
buracos e elétrons e a corrente é praticamente nula. 
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FIGURA 10-36 Curva característica corrente-tensáo de urna juncáo pn. Note que as escalas de corrente sáo diferentes para a polarizacáo 
direta e a polarizacáo inversa. 


A corrente associada a esses elétrons é dada por 


/ = / 0 * M '^ r 

na qual / 0 é a corrente associada aos elétrons que passam do lado n para o lado p na ausencia de urna tensáo externa. Como a 
corrente deve ser nula na ausencia de tensáo aplicada, existe também urna corrente -/ 0 associada aos elétrons que passam do 
lado p para o lado n. (Esta corrente é a mesma, quer a jungáo esteja polarizada ou náo.) A corrente total de elétrons do lado n 
para o lado p é, portanto, 

/„», = k{e*' VJ " - 1 ) 10-49 

Quando calculamos a corrente total de buracos do lado p para o lado n , obtemos o mesmo resultado. Podemos usar a 
Equagáo 10-49 para calcular a corrente total que atravessa urna jungáo pn se interpretamos / 0 como a corrente total associada 
aos dois tipos de portadores em minoría, buracos do lado n e elétrons do lado p. No caso de urna tensáo V b positiva, a corrente 
aumenta rápidamente com a tensáo. Para V b = 0, / = 0; para Vb < o, a corrente satura em -/ 0 . Observe na Figura 10-36 que a 
corrente aumenta bruscamente quando a tensáo inversa aplicada ultrapassa um certo limite; é a chamada ruptura da jungáo. A 
ruptura de urna jungáo pode acontecer por dois motivos. Na ruptura Zener , os elétrons sáo arrancados das ligagóes covalentes 
pelos intensos campos elétricos associados á tensáo inversa aplicada; na ruptura por avalanche , os poucos portadores 











existentes, ao serem acelerados pelo campo elétrico, adquirem energia suficiente para romper ligagóes covalentes, produzindo 
outros portadores, que, por sua vez, sao acelerados pelo campo elétrico, e assim por diante, até que a concentragáo de portadores 
atinja níveis muito elevados. Embora a ruptura de urna jungáo possa ser desastrosa em circunstancias normáis, o fato de que 
acontece para um valor bem definido de tensáo inversa serve de base para o funcionamento de um diodo especial usado como 
referencia de tensao, o diodo Zener. 

Um efeito interessante, que vamos discutir apenas qualitativamente, acontece quando o lado neo lado p de urna jungáo pn 
sao táo fortemente dopados que a parte inferior da banda de condugáo fica abaixo da parte superior da banda de valencia. A 
Figura 10-37a mostra o diagrama de níveis de energia para esta situagáo. Como existem estados vazios do lado p com a mesma 
energia que estados ocupados do lado n , os elétrons podem atravessar a barreira de potencial por tunelamento (veja a Segáo 6- 
6). A corrente associada a esses elétrons é conhecida como corrente de tunelamento e este tipo de diodo recebe o nome de diodo 
túnel. 
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FIGURA 10-37 Níveis de energia dos elétrons em um diodo túnel. ( a ) Na ausencia de tensao aplicada, existe urna pequeña corrente de 
tunelamento nos dois sentidos. ( b ) Quando urna pequeña tensao direta é aplicada, a corrente de tunelamento aumenta apenas em um 
sentido e passa a contribuir significativamente para a corrente total, (c) Para maiores valores da tensao direta aplicada, a corrente de 
tunelamento deixa de existir. 


Em equilibrio e na ausencia de urna tensao externa, as correntes de tunelamento sao iguais nos dois sentidos. Quando urna 
pequeña tensao externa é aplicada á jungáo, o diagrama de níveis de energia passa a ser o da Figura 10-37&, e a corrente de 
tunelamento do lado n para o lado p se toma maior que a corrente no sentido oposto. A corrente total é a soma da corrente de 
tunelamento com a corrente normal de urna jungáo pn polarizada diretamente. Quando a tensao externa aumenta, o diagrama de 
níveis de energia passa a ser o da Figura 10-37c, e a corrente de tunelamento deixa de existir porque nao existem mais estados 
do lado p com a mesma energia que estados do lado n. Assim, embora a corrente normal tenha aumentado, a corrente total 
diminuí. Para tensóes extemas ainda maiores, a corrente total volta a aumentar por causa do aumento da corrente normal de urna 
jungáo pn com a tensáo aplicada. A Figura 10-38 mostra a curva característica corrente-tensáo de um diodo túnel. Os diodos 
túnel sáo usados em circuitos eletrónicos especiáis por causa do tempo de resposta extremamente curto. Quando um diodo túnel 
está operando perto do máximo da curva corrente-tensáo, urna pequeña variagáo da tensáo produz urna grande variagáo da 
corrente. 

Entre as muitas aplicagóes das jungóes pn estáo os detectores de partículas conhecidos como detectores de barreira de 
superficie. Neste tipo de dispositivo, urna jungáo pn é submetida a urna tensáo inversa relativamente elevada, de modo que a 
corrente é praticamente nula na ausencia de radiagáo. Ao atravessar o semicondutor, urna partícula de alta energia, como um 
elétron ou um fóton, quebra ligagóes covalentes, criando muitos pares elétron-buraco. O campo elétrico existente no interior do 
dispositivo transporta os elétrons para o lado n da jungáo, que está ligado ao terminal positivo da fonte de tensáo, e os buracos 
para o lado p , que está ligado ao terminal negativo. O pulso de corrente resultante indica a passagem da partícula e a intensidade 
do pulso é proporcional á energia da partícula. Os pulsos sáo de curta duragáo (1CT 8 a 10“ 7 s), o que possibilita a medida da 
energia da partícula com alta resolugáo. 
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FIGURA 10-38 Curva característica corrente-tensáo de um diodo túnel. Até o ponto A, um aumento da tensáo aplicada produz um 
aumento da corrente normal e da corrente de tunelamento. Entre os pontos A e B, um aumento da tensáo aplicada produz urna diminuigáo 
da corrente de tunelamento e o diodo se comporta como se a resistencia fosse negativa. Depois do ponto B , a corrente de tunelamento se 
toma táo pequeña que pode ser ignorada e o diodo passa a se comportar como um diodo comum, cuja curva característica até o ponto B 
está indicada pela linha tracejada. 

As jungóes pn também podem ser usadas em dispositivos para emissáo e absorgáo de luz visível, com as bandas de 
condugáo e de valencia desempenhando o mesmo papel que os níveis de energía atómicos ñas lámpadas de vapor de sodio e 
outros dispositivos que utilizam gases. O principio de funcionamento da célula solar é mostrado esquemáticamente na Figura 
10-39a. Quando um fóton de energía maior que a largura da banda proibida (1,1 eV, no caso do silicio) incide na regiáo tipo p , 
um elétron é transferido da banda de valencia para a banda de condugáo, deixando um buraco na banda de valencia. Esta regiáo 
já é rica em buracos. Alguns dos elétrons criados pela luz se recombinam com buracos, mas outros migram até a jungáo, de 
onde sáo transferidos para a regiáo tipo n pelo potencial de contato. Isto cria um excesso de cargas negativas na regiáo tipo n e 
um excesso de cargas positivas na regiáo tipo p. O resultado é urna diferenga de potencial entre as duas regióes, que na prática é 
de aproximadamente 0,6 V. Se urna resistencia de carga é ligada as duas regióes, a resistencia é atravessada por urna corrente 
elétrica, ou seja, parte da energia da luz incidente é transformada em energía elétrica. A corrente no resistor é proporcional ao 
número de fótons, que, por sua vez, é proporcional á intensidade da luz incidente. 
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FIGURA 10-39 (a) Uso de urna jungáo pn como célula solar. Quando a luz atinge a jungáo, sáo criados elétrons e buracos. O campo 
elétrico intrínseco transporta os elétrons para o lado n e os buracos para o lado p. O acúmulo de cargas produz urna diferenga de potencial 
que faz passar urna corrente por urna carga extema. ( b ) Uso de urna jungáo pn como LED. Urna tensáo externa negativa do lado n e 
positiva do lado p faz com que elétrons e buracos sejam repelidos para o centro do dispositivo, onde se recombinam, emitindo luz. 


O LED vermelho de InGaAIP, langado no inicio da década de 1990, já está presente ñas luzes traseiras de muitos 
automóveis. Mais recentemente, surgiu um LED branco de GaN que talvez venha a ser usado nos faróis dos 
automóveis em um futuro nao muito distante. 


O diodo fotemissor (LED*) é urna jungáo pn com urna alta polarizagáo direta, de modo que a corrente é elevada e muitos 
elétrons se recombinam com buracos, emitindo fótons no processo (Figura 10-396), exatamente o contrário do que acontece em 
urna célula solar, em que a energia dos fótons é usada para criar pares elétron-buraco. Depois da primeira demonstragáo prática, 
em 1962, a eficiencia dos LEDs progrediu rápidamente (veja a Figura 10-40). Hoje existem LEDs capazes de produzir as tres 
cores primárias e também luz branca, o que possibilita o uso de LEDs para iluminagáo. Os LEDs também sáo usados em 
lámpadas-piloto, mostradores digitais, painéis de propaganda e ñas luzes indicadoras dos automóveis. Nos sinais de tránsito, os 
conjuntos LEDs verdes, vermelhos e amarelos consomem apenas 10% da potencia das lámpadas incandescentes padráo de 140 
W, produzem urna luz mais intensa e sáo muito mais duráveis. A invengáo dos LEDs orgánicos (OLEDs), na década de 1990, 
foi motivada pelo interesse em construir receptores de televisáo e monitores de computador de tela plana leves e baratos. 
Fabricados a partir de pequeñas moléculas orgánicas ou de polímeros, os LEDs orgánicos podem ser produzidos em grandes 
quantidades por um custo muito menor que os LEDs á base de semicondutores. 
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FIGURA 10-41 Urna cavidade ressonante é formada olivando as extremidades de um cristal para formar superficies paralelas separadas 
por urna distancia apropriada. Os lasers semicondutores sao feitos de arsenieto de gálio e compostos semelhantes, que produzem fótons 
com muito mais eficiencia que o silicio. Esses dispositivos sao capazes de produzir luz a partir de eletricidade com urna eficiencia de mais 
de 50%. 

O principio de funcionamento do láser semicondutor é o mesmo do LED; a diferenqa está no fato de que o dispositivo opera 
com correntes ainda mais altas, o que produz urna inversáo de populaqáo suficiente para que a emissáo estimulada domine o 
processo de emissáo de luz. Escolhendo urna geometría apropriada, é possível transformar o cristal em urna cavidade 
ressonante, o que leva á produqáo de um feixe de luz coerente (Figura 10-41). 


Transistores 

O transistor, inventado em 1948 por William Shockley, John Bardeen e Walter Brattain, 11 revolucionou a indústria eletrónica e 
o nosso dia a dia. Um transistor de junqáo é constituido por tres regides distintas conhecidas como emissor , base e coletor. A 
base é urna regiáo muito estreita, feita de um tipo de semicondutor e situada entre duas regióes do tipo oposto. O emissor é 
dopado mais fortemente que a base e o coletor. No transistor npn , o emissor e o coletor sao semicondutores tipo /tea base é um 
semicondutor tipo p\ no transistor pnp , a base é um semicondutor tipo n e o emissor e o coletor sao semicondutores tipo p. Em 
um transistor pnp , o emissor emite buracos; em um transistor npn , o emissor emite elétrons. 



FIGURA 10-40 Evolugáo da eficiencia dos LEDs desde meados da década de 1960. O símbolo | assinala a eficiencia atual dos LEDs 
orgánicos de pequeñas moléculas; o símbolo a eficiencia atual dos LEDs orgánicos poliméricos. A eficiencia de algumas outras fontes 
luminosas está indicada no eixo vertical. 
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FIGURA 10-42 ( a ) Transistor pnp. O emissor emite buracos, que atravessam a base e chegam ao coletor. ( b ) Símbolo esquemático do 
transistor pnp. A seta aponía no sentido convencional da corrente, que é o dos buracos emitidos. 
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FIGURA 10-43 ( a ) Transistor npn. O emissor emite elétrons, que atravessam a base e chegam ao coletor. ( b ) Símbolo esquemático do 
transistor npn. A seta aponía no sentido convencional da corrente, que é o sentido contrário ao dos elétrons emitidos. 

As Figuras 10-42 e 10-43 mostram, respectivamente, um transistor pnp e um transistor npn , juntamente com os símbolos 
usados para representá-los nos diagramas esquemáticos. Como se pode ver ñas figuras, todo transistor contém duas jungóes pn. 
O funcionamento de um transistor pnp é discutido na Leitura Suplementar Como Funcionam os Transistores. O transistor npn 
funciona de forma semelhante. 
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Leitura Suplementar | 

O principio de funcionamento dos transistores é discutido na Leitura Suplementar Como Funcionam os 
Transistores , disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as 
Equagoes 10-50 a 10-54, o Exemplo 10-11 e as Figuras 10-44 e 10-45. 


Exercícios 

9. Por que os diodos semicondutores tendem a funcionar pior em altas temperaturas? 

10. Explique por que a presenga de impurezas em um metal faz diminuir a condutividade, mas a presenga de impurezas em um 
semicondutor faz aumentar a condutividade. 

11. Qual é o efeito da presenga de impurezas sobre a condutividade de um isolante? 

10-9 Supercondutividade 

Em 1911, apenas tres anos depois de conseguir liquefazer o hélio pela primeira vez, enquanto investigava as propriedades dos 
materiais em baixas temperaturas, o físico holandés H. Kamerlingh Onnes descobriu que, para alguns materiais, existe urna 
temperatura, conhecida como temperatura crítica e representada pelo símbolo T C9 abaixo da qual a resistividade é nula. Este 
fenómeno é chamado de supercondutividade. A Figura 10-46 mostra o resultado das medidas da resistencia do mercúrio em 
fungáo da temperatura realizadas por Kamerlingh Onnes. No caso do mercúrio, a temperatura crítica é 4,2 K. A temperatura 
crítica de outros elementos supercondutores varia de menos de 0,1 K para o háfnio e o iridio até 9,2 K para o niobio. A Tabela 
10-5 mostra as temperaturas críticas de vários materiais. A aplicagáo de um campo magnético a um supercondutor afeta a 

















temperatura crítica. Como mostra a Figura 10-47, com o aumento do campo magnético, a temperatura crítica diminuí. Quando o 
campo magnético ultrapassa um certo valor crítico B c , a supercondutividade deixa de existir, qualquer que seja a temperatura. 
Os valores de T c que aparecem na tabela sao para B = 0. 

Existem muitos compostos metálicos supercondutores. A liga supercondutora Nb 3 Ge, por exemplo, descoberta em 1973, 
tem urna temperatura crítica de 23,2 K, a mais alta conhecida até 1986, quando o primeiro supercondutor cerámico de alta 
temperatura crítica foi descoberto. Mais recentemente, em 2001, Jun Akimitsu descobriu que o composto metálico MgB 2 , 
disponível comercialmente por menos de 2 dólares o grama, é um material supercondutor com urna temperatura crítica de 39 K, 
a mais alta conhecida até o momento (2013) para supercondutores convencionais (veja a Tabela 10-6). Apesar do custo e do 
transtomo da refrigeragáo com hélio líquido, que entra em ebuligáo a 4,2 K, os materiais supercondutores tém sido usados em 
várias aplicagóes, entre as quais a construgáo de ímás capazes de produzir campos magnéticos de alta intensidade para uso na 
medicina (ressonáncia magnética) e na física (aceleradores de partículas). 



(a) Os LEDs usados nos sinais de tránsito consomem 10% da energía das lámpadas antigas de 140 W, duram muito mais e produzem urna 
luz mais forte. ( b ) Muitos fabricantes já utilizam LEDs ñas luzes traseiras e de sinalizagáo dos automóveis. [Fotos de Francisco Román .] 
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FIGURA 10-46 Gráfico obtido por Kamerlingh Onnes para a resistencia do mercúrio em fungáo da temperatura, mostrando urna queda 
brusca da resistencia em T = 4,2 K que indica a passagem para a fase supercondutora. 


Como a resistividade de um supercondutor é nula, pode existir urna corrente no material, mesmo na ausencia de campo 
elétrico. Correntes desse tipo sao conhecidas como supercorrentes. Os cientistas vém maniendo supercorrentes há vários anos 
em anéis supercondutores sem que haja nenhum sinal de dissipagáo. 

Eletroímás com fios supercondutores sao usados para produzir campos magnéticos de alta intensidade em aparelhos 
de ressonáncia magnética e em aceleradores de partículas. 
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FIGURA 10-47 Variagáo da temperatura crítica do chumbo com o campo magnético. Note que T=T C para B = 0. 


Efeito Meissner 

Considere um material supercondutor que esteja inicialmente a urna temperatura maior que a temperatura crítica na presenqa de 
um pequeño campo magnético B < B c . Suponha que o material seja resfriado até se tomar supercondutor. Como a resistencia se 
anula ao ser atingida a temperatura crítica, a partir desse instante nao pode existir urna fem no supercondutor. Assim, de acordo 
com a lei de Faraday, o campo magnético no supercondutor nao pode variar. Segundo a física clássica, portanto, o campo 
magnético no interior do supercondutor deveria permanecer constante. De acordo com os resultados experimentáis, porém, 
quando um supercondutor é resfriado até urna temperatura menor que a temperatura crítica na presenqa de um campo magnético 
extemo, as linhas de campo magnético sao expelidas do material, ou seja, o campo magnético no interior do material se anula 
quando o material se toma um supercondutor (veja a Figura 10-48). Este efeito, descoberto por H. W. Meissner e R. Ochsenfeld 
em 1933, hoje é conhecido como efeito Meissner e se tomou o critério pelo qual o material é considerado um supercondutor. O 
mecanismo através do qual as linhas de campo magnético sao expelidas ou, mais precisamente, canceladas no interior do 
material é o seguinte: urna supercorrente (denominada corrente de blindagem) é induzida na superficie da peqa, com a direqao e 
a intensidade necessárias para cancelar exatamente o campo externo no interior do material. 12 A criaqao da supercorrente 
“custa” ao supercondutor urna energía por unidade de volume igual a B 2 / 2q 0 , na qual q 0 é a permeabilidade magnética do vácuo. 
Quando o campo B se toma maior que B c , nao existe energía suficiente para criar a supercorrente e o material volta ao estado 
normal. A levitaqao magnética mostrada na fotografía abaixo resulta da interaqao repulsiva entre o campo magnético de um ímá 
permanente e o campo magnético produzido pelas correntes induzidas no supercondutor. Apenas os supercondutores chamados 
tipo /, ou “ macios ”, exibem o efeito Meissner completo. Quase todos os supercondutores tipo I sao elementos metálicos muito 
puros. A Figura 10-49a mostra um gráfico da magnetizaqáo M multiplicada por p 0 em funqáo do campo magnético aplicado B 
para um supercondutor tipo I. Para campos magnéticos menores que o campo crítico B c , o campo magnético \|/oM induzido no 
supercondutor é igual e oposto ao campo magnético externo, ou seja, o supercondutor apresenta diamagnetismo perfeito. Os 
valores de B c para os supercondutores tipo I sao táo pequeños que esses materiais nao podem ser usados nos enrolamentos de 
eletroímás (veja a Tabela 10-5). 


Tabela 10-5Valores de T c e B c para alguns supercondutores tipo I e tipo II 


Elemento tipo 1 

M K) 

B c (a 0 K; 

T) 

Composto tipo II 

M K) 

B c2 (a 0 K; 

T) 

Al 

1,175 

0,0105 

Nb 3 Sn 

18,1 

24,5 

Cd 

0,517 

0,0028 

Nb 3 Ge 

23,2 

34,5 

Hg 

4,154 

0,411 

NbN 

16,0 

15,3 

ln 

3,408 

0,0282 

V 3 Ga 

16,5 

35,0 










Nb 

9,25 

0,2060 

V 3 Si 

17,1 

15,6 

Os 

0,66 

0,0070 

PbMoS 

14,4 

6,0 

Pb 

7,196 

0,0803 

CNb 2 

9,1 

0,06 

Sn 

3,722 

0,0305 

MgB 2 

39,0 

16 

TI 

2,38 

0,0178 

Rb 3 C6o 

29,0 

? 

Zn 

0,85 

0,0054 

Cs 2 RbC6o 

33,0 

? 



FIGURA 10-48 (a) Efeito Meissner em urna esfera supercondutora resfriada na presenta de um campo magnético constante. Quando a 
temperatura cai abaixo da temperatura crítica T c , as linhas de campo magnético sao expelidas da esfera, (b) Demonstrado do efeito 
Meissner. Um cilindro supercondutor de estanho é montado com o eixo perpendicular a um campo magnético horizontal. As diregoes das 
linhas de campo ñas proximidades do cilindro sao indicadas por agulhas fracamente magnetizadas montadas entre duas placas de plástico. 
[Cortesía de A. Leitner, Rensselaer Polytechnic Institute.] 
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FIGURA 10-49 Gráficos de poM em funí^áo do campo aplicado para supercondutores tipo I e tipo II. ( a ) Nos supercondutores tipo I, o 
campo magnético resultante é zero abaixo de um certo campo crítico B c porque o campo produzido pelas correntes induzidas na superficie 
do supercondutor cancelam exatamente o campo aplicado. Acima do campo crítico, o material se toma um condutor normal e a 
magnetiza 9 áo é pequeña demais para ser representada na escala da figura. ( b ) Nos supercondutores tipo II, o campo magnético cometa a 
penetrar no material quando ultrapassa um certo valor crítico B c i, mas o material continua a ser supercondutor até o campo magnético 
exceder um segundo campo crítico B c 2 . Para campos magnéticos maiores que este valor, o material se toma um condutor normal. 












































Um pequeño ímá em forma de cubo é levitado por um disco de óxido de ítrio-bário-cobre resfriado com nitrogénio líquido, cuja 
temperatura de ebuligáo é 77 K. Abaixo de 92 K, o material se toma supercondutor. O campo magnético do cubo induz urna corrente 
elétrica na superficie do supercondutor que anula o campo magnético no interior do material. O campo magnético produzido por essa 
corrente interage com o campo magnético do ímá, repelindo o cubo. [Cortesía de IBM Research.] 

Outros materiais, conhecidos como supercondutores tipo //, ou “ duros ”, apresentam urna curva de magnetizaqáo semelhante 
á que aparece na Figura 10-496. Quase todos esses materiais sao ligas metálicas ou metáis que possuem urna resistividade 
relativamente alta no estado normal.* Como se pode ver ñas Figuras 10-496 e 10-50, que mostra os resultados experimentáis 
para o tántalo, os supercondutores tipo II possuem dois campos magnéticos críticos, B cX e B c2 . No caso de campos aplicados 
menores que B cx , o cancelamento do campo magnético é total e a amostra inteira permanece no estado supercondutor, como se 
ve na Figura 10-5la. Se o campo magnético aplicado é maior que B c2 , o campo penetra em toda a amostra, que volta ao estado 
normal. Para campos magnéticos entre B cX e B c2 , existe urna penetraqáo parcial do campo magnético; as linhas de campo se 
concentram em tubos de fluxo , também chamados de vórtices , no interior dos quais o material se encontra no estado normal. O 
resto da amostra permanece no estado supercondutor, como mostra a Figura 10-516. Cada tubo de fluxo contém urna unidade 
quantizada de fluxo magnético. No caso de muitos supercondutores tipo II, o campo crítico B c2 é centenas de vezes maior que o 
campo crítico de um semicondutor tipo I típico (veja a Tabela 10-5). Assim, por exemplo, para a liga Nb 3 Ge, B c2 = 34 T. Os 
supercondutores tipo II sao usados nos enrolamentos de eletroímás capazes de produzir campos magnéticos extremamente 
elevados. 
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FIGURA 10-50 Campos magnéticos críticos B cX e B c2 para o Ta (99,95% de pureza) em fungáo da temperatura. Abaixo da curva B cx , o 
material apresenta o efeito Meissner. Entre as curvas B cX e B c2 , a amostra entra em um estado misto no qual filamentos de Ta normal se 
altemam com regioes supercondutoras. Acima da curva B c2 , o campo magnético penetra totalmente na amostra, que passa para o estado 
normal. 







FIGURA 10-51 (a) Abaixo de B c¡ , um supercondutor tipo II exibe o efeito Meissner. Em temperaturas abaixo de T c , o material é 
supercondutor e B = 0 no interior. ( b ) Para B C \<B< B c2 , algumas linhas de campo magnético penetram no material, mas ficam restritas a 
tubos de fluxo, no interior dos quais o material se encontra no estado normal. Para urna dada temperatura T < T c , quanto mais o campo 
aplicado B se aproxima de B c 2 , menor se toma a regiáo supercondutora. Para B > B c 2 , o material inteiro apresenta resistividade normal. ( c ) 
A rede de tubos de fluxo do composto UPt 3 , um supercondutor tipo II, aparece claramente nesta imagem de difratpáo de néutrons. 


Vácuo 

Pb 


Vácuo 
Pb 

(a) 

( 1 a ) Tubos de fluxo penetrando em um filme supercondutor. A imagem foi formada por urna nova técnica, a holografia eletrónica, na qual 
feixes coerentes de elétrons sao usados em lugar de feixes de luz coerente para criar um holograma. Ao passarem por urna regiáo onde 
existe campo magnético, os elétrons sofrem um deslocamento de fase, ou seja, a fase da fungáo de onda sofre urna variasáo. (Este 
deslocamento de fase é causado por um fenómeno conhecido como efeito Aharonov-Bohm.) A combinado do feixe modificado com um 
feixe de referencia cria urna figura de interferencia que pode ser interpretada como urna imagem do campo magnético. Ñas duas imagens, 
um campo magnético foi aplicado perpendicularmente a um filme fino supercondutor de chumbo. Campos muito fracos nao conseguem 
penetrar no supercondutor por causa do efeito Meissner; campos mais fortes penetram parcialmente no material, criando vórtices. Os 
vórtices nao sao causados diretamente pelo campo magnético, mas por correntes induzidas no supercondutor. No centro da imagem de 
cima pode-se ver um vórtice isolado; na extremidade esquerda, um par de vórtices. A imagem de baixo, obtida em um filme mais espesso, 
mostra o material sendo penetrado por feixes de vórtices. [ Cortesía de Akira Tonomura, Hitachi Ltd, Saitama, Japdo.\ ( b ) Rede de 
vórtices na superficie de um supercondutor. Para tomar os vórtices visíveis, a superficie foi coberta com um pó de partículas magnéticas. 
[Cortesía de U. Essmann.] 

SEQÁO EXPLORATÓRIA 
Quantizagáo do Fluxo Magnético 

Considere urna espira supercondutora de área A percorrida por urna corrente. Se o material no interior da espira se 
encontra no estado normal, formando o chamado tubo de fluxo, pode haver um fluxo magnético = B n A no interior da espira. 
Quando o fenómeno da supercondutividade é investigado á luz dos principios da mecánica quántica, verifica-se que o fluxo através de 
urna espira supercondutora é quantizado: 







n ~ 1,2,3, 


O quantum de fluxo, chamado fluxoide , é dado por 
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2tí 


= 2,(1678 x lO -,5 T*m 2 


Cada tubo de fluxo em um supercondutor tipo II com B cl < B < B c2 contém um ou mais fluxoides. 


Teoría BCS 

Na teoría clássica dos elétrons livres (Segáo 10-2), supusemos que os íons da rede cristalina se comportavam como pontos 
fixos; a resistividade elétrica se devia a choques dos elétrons com os íons da rede e tanto as interagóes elétron-elétron como os 
efeitos das vibragóes da rede, ou seja, das interagóes elétron-fónon, eram ignorados. Na teoría quántica (Segáo 10-4), o efeito 
das vibragdes da rede cristalina foi considerado explicitamente (veja as Equagóes 10-26 a 10-28). As vibragdes da rede 
cristalina também sao responsáveis pelo efeito isotópico 13 da supercondutividade, descoberto em 1950. Resultados 
experimentáis mostraram que a temperatura crítica de um supercondutor depende da massa média dos átomos do cristal* 
através da equagáo 

M"T_. — constante 10-55 

na qual M é a massa média dos átomos e a é um parámetro que varia de acordo com o material. No caso do mercúrio, por 
exemplo, a = 0,50; para amostras de massa média M= 199,5 u, T c = 4,185 K; para amostras com M= 203,4 u, T c = 4,146 K. A 
Tabela 10-6 mostra os valores experimentáis de a para alguns supercondutores. 


Tabela 10-6Valores experimentáis de a para alguns supercondutores 


Substáncia 

a 


Cd 

0,32 

Hg 

0,50 

Pb 

0,49 

Nb 3 Sn 

0,08 

Os 

0,15 

Zn 

0,45 


Fonte: C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 8th ed. (New York: Wiley, 2005.) 


A descoberta do efeito isotópico foi importante para os estudos da supercondutividade, pois mostrou que as vibragóes da 
rede cristalina e, portanto, as interagóes elétron-fónon tinham urna influencia sobre a temperatura crítica. 

Há muito tempo se sabia que a supercondutividade estava associada ao comportamento coletivo dos elétrons de condugáo; a 
descoberta do efeito isotópico sugería que a interagáo entre elétrons e fónons desempenhava um papel importante no 
aparecimento da supercondutividade, pois a frequéncia dos fónons era outro parámetro que, como a temperatura crítica, 
dependía da massa média dos átomos. Em 1957, John Bardeen, León Cooper e John Robert Schrieffer formularam urna teoría 
da supercondutividade hoje conhecida como teoría BCS. 14 De acordo com a teoría, os elétrons de um supercondutor formam 
pares em baixas temperaturas. Os pares surgem por causa da interagáo entre os elétrons e a rede cristalina. Como mostra a 
Figura 10-52, ao passar pela rede cristalina, um elétron interage com os íons positivos. O elétron atrai os íons positivos mais 
próximos, deslocando-os ligeiramente, o que aumenta a concentragáo de cargas positivas em urna certa regiáo do espago. Como 
os íons estáo presos á rede cristalina por forgas elásticas, esta regiáo de alta densidade de carga se propaga pelo material como 
urna onda de vibragóes da rede, ou seja, como um fónon. Já que o momento do fónon é fomecido pelo elétron, podemos dizer 
que o elétron emitiu um fónon. 

Um segundo elétron que passa pela regiáo de alta concentragáo de cargas positivas é atraído pela forga eletrostática e pode 







absorver o momento transportado pela onda, ou seja, pode absorver o fónon. Assim, os dois elétrons interagem através do 
fónon; além disso (o que é muito importante), a interagáo é atrativa, já que os dois elétrons sao atraídos para a regiáo de alta 
concentragáo de cargas positivas. Em baixas temperaturas ( T < T c ), a atragáo entre os dois elétrons se toma maior que a repulsáo 
eletrostática. Assim, os dois elétrons formam um estado ligado conhecido como par de Cooper , contanto que a temperatura seja 
suficientemente baixa para que fónons gerados térmicamente nao interfíram no processo. Os elétrons de um par de Cooper tém 
spins opostos e momentos lineares iguais e opostos, formando, portanto, um sistema com spin zero e momento zero. Um par de 
Cooper pode ser considerado como urna partícula única de spin zero. Como essa partícula nao precisa obedecer ao principio de 
exclusáo de Pauli, vários pares de Cooper podem ocupar o mesmo estado quántico. 15 No estado fundamental de um 
supercondutor (em T = 0), todos os elétrons formam pares de Cooper e todos os pares de Cooper se encontram no mesmo 
estado. No estado supercondutor, os pares de Cooper estáo todos correlacionados e se comportam como urna entidade única. 
Para que os elétrons no estado supercondutor absorvam ou emitam energia, é preciso que os pares de Cooper sejam desfeitos. A 
energía necessária para desfazer um par de Cooper, análoga á energia necessária para romper urna ligagáo molecular, é 
conhecida como largura da banda proibida do estado supercondutor e representada pelo símbolo E g . De acordo com a teoría 
BCS, esta energia, no zero absoluto, é dada por 
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FIGURA 10-52 Ao passar pela rede cristalina, um elétron interage com os íons positivos, produzindo um aumento localizado da 
densidade de cargas positivas, indicado pelas linhas tracejadas, que pode exercer urna atragáo sobre um segundo elétron. O resultado é 
urna interagáo atrativa entre os dois elétrons, que, para T < T c , leva á formagáo de pares de Cooper. 

E g = \5kT ( . 10-56 

A teoría BCS também prevé, em concordancia com os resultados experimentáis, que o fluxo magnético ñas regióes normáis 
dos supercondutores tipo II é quantizado (veja a Segáo Exploratoria Quantizagáo do Fluxo Magnético) e que o campo crítico 
varia com a temperatura de acordo com a seguinte equagáo: 

B,(T)/B'(0) = I - (T/Z) 2 


EXEMPLO 10-12 


_| Largura da Banda Proibida do Cádmio ( a ) Calcule a largura da banda proibida do cádmio em T = 0 de 

acordo com a teoría BCS e compare o resultado com o valor experimental, 1,50 x 10 -4 eV. ( b ) Calcule o comprimento de onda de um 
fóton cuja energia é exatamente a necessária para romper um par de Cooper no cádmio. 


SOLUQÁO 

(a) De acordo com a Tabela 10-5, T c = 0,517 K no caso do cádmio. Assim, a largura da banda proibida a 0 K na teoría BCS é dada por 


3,5 (138 X UT 27 J/K) (0.517 K) 


E, = 3,5kT c = 


(1,60 X 10 lí) J/eV) 


= 1,56 X ]0" 4 eV 

A diferenga entre este valor e o valor experimental (1,50 x 10“ 4 eV) é aproximadamente 4%. 
( b ) E g = hf= hc/X e, portanto, 


X = hc/Eg = 


(6,63 x l(r 34 J-s) (3,00 x 10® m/$) 
(L5óx l0 _í eV) (1,60 X 10' l9 J/eV) 


= 7,97 X I0~ 3 m 


Observagáo: Este comprimento de onda está na regiáo de micro-ondas do espectro eletromagnético. 


Note que a largura da banda proibida de um supercondutor típico é muito menor que a da banda proibida de um 
semicondutor, que é da ordem de 1 eV. Quando a temperatura é aumentada a partir de T ~ 0 K, alguns pares de Cooper sáo 
rompidos pela agitagáo térmica. Os elétrons desemparelhados resultantes interagem com os pares de Cooper, reduzindo a 






largura da banda proibida até que, em T= T c a banda proibida deixa de existir (veja a Figura 10-53). Observe também que, no 
estado supercondutor, a largura da banda proibida é maior que a energía térmica do sistema. Assim, por exemplo, em T= 0,5 T c , 
E g (T) = 0,95^(0) ~ 3,3 kT c , enquanto a energía térmica é dada por kT= 0 ,5kT c . 

Os pares de Cooper discutidos até agora tém momento zero, de modo que o número de elétrons viajando em um certo 
sentido é igual ao número de elétrons viajando no sentido oposto e, portanto, nao existe corrente elétrica. Pares de Cooper 
também podem se formar com um momento p diferente de zero, mas todos os pares tém o mesmo momento. Neste estado, os 
pares de Cooper podem ser responsáveis por urna corrente elétrica. Nos condutores comuns, existe resistencia elétrica porque os 
portadores de carga podem ser espalhados com urna mudanga de momento. 
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FIGURA 10-53 Razáo entre a largura da banda proibida a urna temperatura Tea largura para T = 0 em fungáo da temperatura 
normalizada T!T C . Os pontos sao resultados experimentáis; a curva é a prevista pela teoría BCS. 


Como vimos, este espalhamento pode se dever a átomos de impurezas ou a vibragóes térmicas da rede cristalina. Em um 
supercondutor, os pares de Cooper estáo constantemente espalhando uns aos outros; entretanto, como o momento total 
permanece constante, a corrente nao muda. Um par de Cooper nao pode ser espalhado por um ion da rede cristalina porque os 
pares se comportam como urna entidade única. A única forma de reduzir a corrente por espalhamento é romper um par, mas 
para isso é preciso urna energía igual ou maior que E g , a largura da banda proibida. No caso de correntes nao muito altas, 
eventos de espalhamento nos quais o momento total de um par de Cooper varia sao totalmente proibidos e, portanto, a 
resistencia elétrica é nula. 


EXEMPLO 10-13 


_Qual É o Tamanho de um Par de Cooper? Faga urna estimativa da distancia Ax entre os elétrons que 

formam um par de Cooper, supondo que a energía de ligagáo do par é igual a E g , a largura da banda proibida, e que, como no caso dos 
semicondutores, a energía de Fermi E F fica no centro da banda proibida. 


SOLUQÁO 

De acordo com a relagáo de de Broglie, a energía de um dos elétrons é dada por 

E= ¿ = t£kr 

2rn* 2 /ji* 

e, portanto, 


Fazendo E = E F e A E = E g , temos: 


áE = 


Wr&k 

2 m* 


AE __ __ 2 ktfAk w 2m* 2Ak 

í; E f 2m* X fi l k 2 k 

Como a energía de Fermi é da ordem de 1 eV e a largura da banda proibida, de acordo com o Exemplo 10-12, é da ordem de 10 -4 eV, 





















temos: 


Ak ~ 0.5 X lO" 4 Jt 

na qual k é o número de onda na posigáo do nivel de Fermi. Como foi discutido na Segáo 10-6 e ilustrado na Figura 10-19, k = Tila no 
alto da primeira banda permitida, onde a energia é aproximadamente igual a E F . Como a distancia interatómica a é da ordem de 0,1 
nm, k ~ tt/ 0,1 nm -1 e A k = (0,5 x 1CT 4 ) (tt/ 0, 1) ~ 1CT 3 nm" 1 . De acordo com a relagáo de indeterminagáo (Equagáo 5-17), a 
indeterminagáo na posigáo de um dos elétrons, isto é, a extensáo espacial da fungáo de onda do elétron, é dada por 

Áx — ■ ' ■ — 10 3 nm 

Ak 

ou seja, cerca de 10.000 diámetros atómicos, um valor aproximadamente igual ao comprimento de onda da luz visível. 


Supercondutividade em Altas Temperaturas 

Durante muito tempo, a maior temperatura crítica conhecida de um supercondutor era a da liga Nb 3 Ge, 23,2 K. Em 1986, 
Bednorz e Muller* descobriram que um óxido de lantánio, bário e cobre se tomava supercondutor a 30 K. Um ano mais tarde, 
verifícou-se que o composto YBa 2 Cu 3 0 7 apresentava urna temperatura crítica de 92 K. Desde entáo, foram descobertos vários 
outros óxidos de cobre com temperatura crítica elevada. A Tabela 10-7 mostra alguns dos no vos supercondutores cerámicos e 
suas temperaturas críticas. A descoberta dos supercondutores cerámicos revolucionou o estudo da supercondutividade porque 
muitos permanecem supercondutores acima de 77 K, a temperatura de ebuligáo do nitrogénio líquido, o que permite usar o 
nitrogénio líquido como refrigerante em lugar do hélio líquido, muito mais caro e difícil de manipular. Entretanto, os novos 
supercondutores ainda apresentam problemas, como o fato de serem quebradlos, que dificultam seu uso em aplicagóes práticas. 

Em 2008, H. Hosono descobriu que o composto LaFeAsOi- x F x se tomava supercondutor abaixo de 26 K. Em poucos meses, 
outros pesquisadores, substituindo o La por outras térras raras, produziram vários supercondutores á base de ferro com 
temperaturas críticas entre 20 K e 56 K. 

A Coreia do Sul está usando 3000 km de cabos feitos de um supercondutor de alta temperatura (YBa 2 Cu 3 07 ) para 
substituir linhas de transmissáo antigas como parte de um programa para modernizar a rede de distribuigáo de energia 
elétrica do país. 

Os novos supercondutores cerámicos sao todos tipo II, com um campo crítico superior muito elevado; alguns apresentam um 
B c2 maior que 100 T. Embora a teoría BCS parega ser o ponto de partida correto para explicar suas propriedades, muitos 
aspectos do comportamento desses materiais ainda nao estáo bem compreendidos. Além disso, os compostos á base de Cu e á 
base de Fe apresentam semelhangas e diferengas em suas estmturas cristalinas, que ainda precisam ser investigadas com 
detalhes. Sendo assim, resta muito trabalho a ser feito no campo dos novos supercondutores cerámicos. 


Tabela 10-7Temperaturas críticas de alguns supercondutores cerámicos á base de Cu e de Fe 


Substáncia 

To( K) 

LaFeAs(0,F) 

26 

LaBaCuO 

30 

La 2 Cu 04 

40 

CeFeAs(O.F) 

41 

SmFeAs(0,F) 

55 

Ponto de ebuligáo do N 2 

77 

YBa 2 Cii 307 

92 






DyBa 2 Cu 3 0 7 


92,5 


C 60 (CHBr 3 ) 

117 

BiSrCaCuO 

120 

Tl2Ba2Ca2Cu 3 Oio 

120 

Hg.8TI.2Ba 2 Ca 2 Cu 3 08, 33 

138 


Urna Oportunidade PARA VOCE No chamado efeito Meissner, o campo magnético produzido por supercorrentes na superficie de um 
supercondutor cancela os campos magnéticos externos aplicados, evitando que penetrem no material. O fenómeno pode ser usado na construgáo 
de trens levitados magnéticamente, um sistema de transporte no qual as supercorrentes sao usadas para sustentar, guiar e propulsionar veículos 
terrestres. O uso dos novos supercondutores cerámicos, de alta temperatura crítica, permitiría substituir a refrigeragáo com hélio líquido por urna 
refrigeragáo com nitrogénio líquido, o que representaría urna economía considerável. Para isso, porém, será preciso resolver vários problemas 
técnicos, entre os quais a fabricagáo de materiais cerámicos que conservem suas propriedades físicas e químicas durante muitos anos e possam 
ser transformados em fios finos e flexíveis. Se a historia do transistor pode ser usada como modelo, supercondutores cerámicos apropriados seráo 
desenvolvidos no futuro nao muito distante e muitas oportunidades surgiráo para futuras pesquisas na área. 



SEQÁO EXPLORATORIA 
Jungoes de Josephson 


O fenómeno de tunelamento, no qual urna partícula é capaz de atravessar urna barreira de potencial, embora 
classicamente nao tenha energía suficiente para isso, foi discutido na Seqáo 6-6. O tunelamento de elétrons de um metal para outro 
pode ser observado separando os dois metáis com urna camada de material isolante, como o óxido de aluminio, com apenas alguns 
nanómetros de espessura. Quando os dois metáis sao condutores normáis (e nao supercondutores), a corrente de tunelamento obedece 
á lei de Ohm para baixas tensóes aplicadas (veja a Figura 10-54¿z). Quando um dos metáis é um condutor normal e o outro é um 
supercondutor, a corrente é nula (no zero absoluto), a menos que a tensáo aplicada, V, seja maior que urna tensáo crítica V c = E g /2e, 
no qual E g é a largura da banda proibida do supercondutor. A Figura 10-54Ó mostra o gráfico da corrente em funqáo da tensáo 
aplicada para esta situaqáo. A corrente aumenta abruptamente quando V é suficiente para romper um par de Cooper. (Em 
temperaturas acima do zero absoluto, existe urna pequeña corrente, mesmo para tensoes menores que a tensáo crítica, já que a 
agitaqáo térmica quebra alguns pares de Cooper, criando elétrons desemparelhados.) É possível, portanto, determinar com grande 
precisáo a largura da banda proibida de um supercondutor a partir da medida da tensáo crítica V c . 


(a) I 
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FIGURA 10-54 Corrente de tunelamento em fungáo da tensáo aplicada para urna jungáo de dois metáis separados por urna camada de óxido, (a) 
Quando os dois metáis estáo no estado normal, a corrente é proporcional á tensáo, como prevé a lei de Ohm. ( b ) Quando um dos metáis está no 
estado normal e o outro no estado supercondutor, a corrente é praticamente nula até que a tensáo aplicada exceda a tensáo crítica V c = E g ! 2. 


Em 1962, Brian Josephson 16 previu que, se fosse formada urna junqáo entre dois supercondutores, hoje conhecida como jungáo de 
Josephson , pares de Cooper poderiam passar por tunelamento de um supercondutor para o outro. O valor desta corrente, que existiría 
mesmo na ausencia de urna tensáo aplicada, seria dado por 

/ = / mix sen(<h-4>,) 10-57 

em que / max é a corrente máxima, que depende da espessura da barreira, 4>i é a fase da funqáo de onda dos pares de Cooper em um dos 
supercondutores e §2 é a fase da funqáo de onda correspondente no outro supercondutor. (A fase de urna funqáo de onda é o expoente 
Et/h = 00 1 da parte temporal da funqáo de onda; veja a Seqáo 6-1.) A previsáo foi confirmada experimentalmente; o fenómeno é 










chamado de efeito Josephson continuo. 

Josephson também previu que, se urna tensáo continua fosse aplicada a urna jungáo de Josephson, a jungáo seria atravessada por 
urna corrente alternada de frequéncia/dada por 


/ = 


2 eV 


h 


10-58 


Este fenómeno, que também foi observado experimentalmente e é conhecido como efeito Josephson alternado , permite determinar o 
valor da razáo e/h com alta precisáo. Como a frequéncia pode ser medida com grande precisáo, o efeito Josephson alternado também 
é usado para estabelecer padroes de tensáo usados como referencia pelos dentistas. O efeito inverso, no qual a aplicagáo de urna 
tensáo alternada a urna jungáo de Josephson dá origem a urna corrente continua, também foi observado. 


EXEMPLO 10-14 


_Efeito Josephson Alternado Sabendo que 

frequéncia da corrente de Josephson para urna tensáo aplicada de 1 pV. 


e = 1,602 x i(r 19 C e h = 6,626 x 10“ 34 J-s, calcule a 


i-34 


SOLUQÁO 

De acordo com a Equacao 10-58, temos: 

2eV / 2 (1,602 X 10' 1 ' C) ( 10 -6 V) 

J ~ ~h~ ~ \ 6.616 X 10 -34 J *s 

- 4,836 X 1(^H¿ 

= 483,6 MH/. 


Entre as aplicagoes do SQUID na medicina estáo a magnetocardiografia, que mede os campos magnéticos produzidos 
por correntes elétricas no coragáo, e a espectroscopia dielétrica, que mede os campos magnéticos produzidos por 
correntes elétricas em células vivas. 

Existe um terceiro efeito que é observado ñas jungóes de Josephson. Quando um campo magnético constante é aplicado 
perpendicularmente a um anel supercondutor que contém duas jungóes de Josephson, efeitos de interferencia fazem com que a 
supercorrente total dependa da intensidade do campo magnético (Figura 10-55). Este efeito, que permite medir campos 
magnéticos extremamente fracos, é usado em um dispositivo conhecido como SQUID (as iniciáis de iSuperconducting (Quantum 
/nterference Device, ou seja, Dispositivo Supercondutor de Interferencia Quántica), que é capaz de detectar campos magnéticos 
da ordem de 1CT 14 T. Os magnetómetros baseados no efeito SQUID sáo os equipamentos mais sensíveis que já foram 
desenvolvidos para a medigáo de campos magnéticos. 

Um SQUID extremamente pequeño, feito de um supercondutor de alta temperatura crítica e montado na extremidade de 
urna ponta de prova, é empregado em um microscopio de varredura SQUID capaz de medir a intensidade do campo magnético 
na superficie de amostras com altíssima resolugáo. Microscopios de varredura SQUID foram usados para confirmar a 
supercondutividade de vários novos supercondutores de alta temperatura através da observagáo do efeito Meissner. 

Jungao de 

Anel Campo B Josephson 



Josephson 

FIGURA 10-55 Anel supercondutor com duas jungóes de Josephson. Na ausencia de campo magnético, as correntes I\ e f estáo em fase. 
Basta um pequeño campo magnético para produzir urna diferenga de fase significativa entre as duas correntes, o que reduz a corrente 
























total. 
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TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 

1. Estrutura dos sólidos 

Os sólidos sao frequentemente encontrados na forma cristalina, em que 
urna pequeña estrutura, conhecida como célula unitária, é repetida 
indefinidamente em todas as diregoes. A estrutura da célula unitária 
depende do tipo de ligagáo entre os átomos, íons ou moléculas que formam 
o cristal. 

Sólidos iónicos e covalentes 

A parte atrativa da energía potencial de um ion em um cristal iónico 
é dada por 

ke 1 

U M = -a— 10-1 

onde r é a distancia entre íons vizinhos e a é a constante de Madelung, que 
depende da geometría do cristal. No caso de cristais cúbicos de faces 
centradas, a constante a é igual a 1,7476. 

Nos cristais covalentes, as ligagoes entre os átomos sao 
semelhantes as que existem ñas moléculas covalentes. 

Na ligagáo metálica, que nao é observada em moléculas ¡soladas, 
um ou mais elétrons de valencia estáo livres para vagar por todo o 
cristal e sao compartilhados por todos os átomos. Existe, portanto, 
alguma semelhanga entre a ligagáo metálica e a ligagáo covalente, 
na qual os átomos de urna molécula compartilham um ou mais 
elétrons. 

2. Teoría clássica dos elétrons livres 

A resistividade elétrica rea condutividade s sao dadas por 

ne 2 \ 

P = , ’ e ff = , , 10-13 

onde ( v ) é a velocidade média dos elétrons e Á é o livre caminho médio 
entre colisoes, dado por 

X = — 1 — 10-12 

onde n a é a concentrado de íons. As Equagóes 10-12 e 10-13 permitem 
deduzir a lei de Ohm, mas levam a urna variagáo da resistividade com a 
temperatura que nao está de acordo com os resultados experimentáis. 

3. 0 gás de elétrons em metáis 

A energía média dos elétrons á temperatura ambiente é muito maior que 
kT : 










, , 3 

{£) = -E f 10-22 

¥ 

onde Ep é da ordem de 1 ou 2 eV. 

4. Teoría quántica da condugáo de 
eletricidade 

Esta teoría é o resultado de duas corregoes importantes da teoría clássica 
dos elétrons livres. Em primeiro lugar, a distribuigáo de energías no gás de 
elétrons é descrita pela distribuigáo de Fermi e nao pela distribuigáo 
clássica de Boltzmann. Em segundo lugar, sao considerados os efeitos das 
propriedades ondulatorias dos elétrons quando sao espalhados pelos íons da 
rede. Os resultados experimentáis concordam muito bem com as previsoes 
da teoría quántica. 

5. Magnetismo em sólidos 

0 magnetismo nos sólidos se deve aos spins dos elétrons e momentos 
magnéticos associados. 

6. Bandas de energía em sólidos 

Quando muitos átomos se unem para formar um sólido, os níveis de energía 
dos átomos isolados se desdobram em bandas de energías permitidas. Esse 
desdobramento depende do tipo de ligagáo e da distancia interatómica. Nos 
condutores, a banda ocupada de maior energía está apenas parcialmente 
ocupada e, portanto, existem muitos estados disponíveis para elétrons 
excitados. Nos isolantes, a banda ocupada de maior energía, conhecida 
como banda de valencia, está completa e existe urna larga banda proibida 
entre a banda de valencia e a banda seguinte, que está totalmente vazia e 
recebe o nome de banda de condugáo. Nos semicondutores, a largura da 
banda proibida é menor que nos isolantes e por isso, á temperatura 
ambiente, existe um número considerável de elétrons excitados 
térmicamente na banda de condugáo. 

Modelo de Kronig-Penney 

0 sólido é representado por um potencial periódico. Nesse caso, as 
fungoes de onda sao dadas por 

= tftfríe 1 *' 10-36 

onde a fungáo l//<(x) é periódica, com um período igual á distancia entre os 
pogos de potencial, e e ,kx é urna onda plana que representa um elétron livre. 
Existem bandas proibidas para 

¿0 = +KTT 10-41 

onde n é um número inteiro e a é a distancia interatómica. 

7. Semicondutores dopados 

A dopagem pode aumentar consideravelmente a condutividade de um 
semicondutor. Nos semicondutores tipo n, urna impureza doadora cede 
elétrons para a banda de condugáo; nos semicondutores tipo p, urna 
impureza aceitadora recebe elétrons da banda de valencia. As jungóes entre 
semicondutores tipo n e tipo p sáo usadas em muitos dispositivos, como 
diodos retificadores, células solares e diodos fotemissores. 0 transistor é 
formado por duas regioes de um tipo de semicondutor separadas por urna 
regiáo estreita do tipo oposto. Os transistores funcionam como 
amplificadores porque urna pequeña variagáo da corrente de base produz 
urna grande variagáo na corrente de coletor. 

8. Supercondutividade 

Nos supercondutores, a resistencia elétrica se anula bruscamente abaixo de 
urna temperatura crítica T c . Nos semicondutores tipo I, o campo magnético 
é expelido do material, um fenómeno conhecido como efeito Meissner. A 








supercondutividade em baixas temperaturas é descrita pela teoría BCS, 
segundo a qual os elétrons livres formam pares de Cooper. O 
comportamento dos supercondutores de alta temperatura, descobertos mais 
recentemente, nao pode ser inteiramente explicado pela teoría BCS. 
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1. A constante n é conhecida como expoente de Born. 

2. O carbono tem urna quarta forma sólida, o carvao, que nao possui urna estrutura cristalina bem definida. 

3. Observe que este modelo dos metáis satisfaz a definiqao de plasma apresentada no inicio do capítulo. Na verdade, embora 
normalmente nao sejam vistos desta forma, os metáis podem ser considerados plasmas fríos. 

4. Félix Bloch (1905-1983), físico suíqo naturalizado americano. Inventou um método para medir campos magnéticos atómicos 
em líquidos e sólidos que levou ao desenvolvimento da técnica da Ressonáncia Magnética Nuclear. Por essa invenqáo, recebeu 
(juntamente com E. M. Purcell) o Premio Nobel de Física de 1952. Foi o primeiro diretor-geral do CERN, o Centro Europeu de 
Pesquisa Nuclear. 

5. O gráfico de bandas permitidas e proibidas da Figura 10-196 foi gerado a partir de urna versáo simplificada da equaqáo que 
relaciona k, k ' e a, na qual b —> 0 e U 0 —> oo. Nesse limite, a distancia entre os íons da rede é a e nao a + b, como na Figura 10- 
18. 

6. Esta mistura, conhecida como hibridizaqáo, foi discutida na Seqáo 9-2. 

7. Veja, por exemplo, P. Tipler e G. Mosca, Physics for Scientists and Engineers, 6th ed. (W. H. Freeman and Co., New York, 
2008.) 

8. O fato de que o raio do quinto elétron é várias vezes maior que a distancia interatómica ajuda a justificar nossa suposiqáo 
implícita de que o quinto elétron “enxerga” urna constante dielétrica uniforme no cristal. 

9. Klaus von Klitzing (1943-), físico alemáo. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1985 por sua descoberta. 

10. Daniel Chee Tsui (1939-), físico chinés naturalizado americano. Recebeu o Prémio Nobel de Física de 1998 (com H. L. 
Stormer e R. B. Laughlin) por sua descoberta. 

11. William Bradford Shockley (1910-1989), John Bardeen (1908-1991) e Walter Houser Brattain (1902-1987), físicos 
americanos. Shockley descobriu que cristais de germánio dopados com impurezas eram excelentes retificadores; mais tarde, os 
trés colegas do Bell Laboratories descobriram que, combinando dois desses retificadores, era possível produzir um dispositivo, 
o transistor, capaz de amplificar correntes elétricas. Os trés pesquisadores receberam o Prémio Nobel de Física de 1956 por sua 
descoberta. 

12. Na verdade, o campo diminuí exponencialmente á medida que penetra no material supercondutor, anulando-se a urna 
distancia de aproximadamente 10 nm da superficie. 

13. Isótopos sao átomos que possuem o mesmo número atómico e números de massa diferentes. Os isótopos seráo discutidos no 
Capítulo 11. 

14. John Bardeen (1908-1991), León Neil Cooper (1930-) e John Robert Schrieffer (1931-), físicos americanos que 
desenvolveram na Universidade de Illinois a teoría BCS da supercondutividade. Os trés pesquisadores receberam o Prémio 
Nobel de Física de 1972 por esse trabalho e Bardeen se tomou a única pessoa até o momento a receber dois prémios Nobel de 
física (veja a nota 11). 



15. Á primeira vista, pode parecer que o par de Cooper é um bóson e a supercondutividade é mais um exemplo de condensagáo 
de Bose-Einstein (veja a Segáo 8-3). Entretanto, o fato de que os elétrons que formam um par de Cooper estáo muito distantes 
um do outro (veja o Exemplo 10-13) significa que muitos pares ocupam a mesma regiáo do espago e, portanto, a simetría de um 
par em relagáo á permuta de elétrons deve levar em conta a troca de elétrons com outros pares. Em consequéncia, o par de 
Cooper nao se comporta nem como um bóson puro nem como um férmion puro. 

16. Brian David Josephson (1940-), físico inglés. Por sua descoberta, realizada quando ainda estava fazendo o curso de 
doutorado, compartilhou o Premio Nobel de Física de 1973 com L. Esaki e I. Giaever. Bardeen se recusou a acreditar ñas 
previsóes de Josephson até que os experimentos de Giaver (que também estava fazendo o curso de doutorado na ocasiáo) 
comprovaram que o tunelamento dos pares de Cooper era urna realidade. 


Problemas 1111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 10-1 Estrutura dos Sólidos 

10-1. Calcule o valor de n na Equaqao 10-6 para o qual a energia de dissocia 9 ao do LiCl, que tem a mesma estrutura cristalina 
do NaCl e urna distancia de equilibrio r 0 = 0,257 nm, é igual ao valor experimental, 741 kJ/mol. 

10-2. Calcule a distancia r 0 entre os íons K + e Cl“ no KC1, supondo que cada ion ocupa o volume de um cubo de aresta r 0 . A 
massa molar do KC1 é 74,55 g/mol e a massa específica é 1,984 g/cm 3 . 

10-3. A distancia entre os íons Li + e Cl“ no LiCl é 0,257 nm. Use este dado e a massa molecular do LiCl (42,4 g/mol) para 
determinar a densidade do LiCl. 

10-4. A estrutura cristalina do KC1 é a mesma do NaCl. (a) Determine a energia potencial de atragáo eletrostática do KC1, 
supondo que r 0 = 0,314 nm. ( b ) Supondo que n = 9 na Equagáo 10-6, calcule a energia de dissociagáo em eV por par de íons e 
em kcal/mol. (c) O valor experimental da energia de dissociagáo é 165,5 kcal/mol. Use este dado para determinar o valor de n 
na Equagáo 10-6. 

10-5. O valor experimental da energia de dissociagáo do LiBr sólido é 788 kJ/mol. Calcule a energia coesiva do LiBr e compare 
o resultado com o valor que aparece na Tabela 10-1. (As energías de ionizagáo do Li e do Br sáo dadas na Tabela 9-1.) 

10-6. A massa específica do NaCl (um cristal efe) é 2,16 g/cm 3 . Calcule a distáncia entre os íons vizinhos mais próximos na 
rede cristalina do NaCl. 

10-7. A distáncia entre os íons vizinhos mais próximos no KC1 (um cristal fcc) é 0,315 nm. Use esta informagáo para 
determinar a massa específica do KC1. 

10-8. Usando os dados da Tabela 10-1, (a) faga um gráfico da energia coesiva em fungáo do ponto de fusáo e ajuste urna reta 
aos pontos do gráfico. ( b ) Determine as energías coesivas do cobalto, da prata e do sodio, cujas temperaturas de fusáo sáo 1495 
°C, 962 °C e 98 °C, respectivamente. (Os valores experimentáis sáo os seguintes: cobalto, 4,43 eV; prata, 2,97 eV; sodio, 1,13 
eV.) 

10-9. A Figura 10-56 mostra urna rede iónica unidimensional formada por íons positivos duplamente ionizados e um número 
duas vezes maior de íons negativos monoionizados. Calcule a constante de Madelung deste “cristal” com urna precisáo de 1%. 
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FIGURA 10-56 Problema 10-9. 

Segáo 10-2 Teoría Clássica da Condugáo de Eletricidade 

10-10. (<a ) Sabendo que os elétrons livres do cobre a 300 K tém um livre caminho médio X = 0,4 nm e urna velocidade média (v) 
= 1,17 x 10 5 m/s, calcule o valor clássico da resistividade p do cobre a 300 K. (b ) No modelo clássico, o livre caminho médio 
náo depende da temperatura e (v) depende da temperatura. De acordo com este modelo, qual seria o valor de p a 100 K? 

10-11. Determine (a) a densidade de corrente e ( b ) a velocidade de deriva para urna corrente de 1 mA em um fio de cobre n- 14. 
(O diámetro do fio n- 14, muito usado em instalagóes residenciáis, é 0,163 em.) 

10-12. Urna medida da densidade do gás de elétrons livres em um metal é a distáncia r s , definida como o raio da esfera cujo 
volume é igual ao volume por elétron de condugáo. ( a ) Mostré que r s = (3/47m a ) 1/3 , na qual n a é a concentragáo de elétrons 
livres. ( b ) Calcule o valor de r v , em nanómetros, para o caso do cobre. 

10-13. Calcule a concentragáo de elétrons livres (a) na prata (p = 10,5 g/cm 3 ) e ( b ) no ouro (p - 19,3 g/cm 3 ), supondo que existe 




um elétron livre por átomo. Compare os resultados com os valores da Tabela 10-2. 

10-14. Calcule a concentragáo de elétrons livres (a) no magnésio (p = 1,74 g/cm 3 ) e ( b ) no zinco (p = 7,1 g/cm 3 ), supondo que 
existem dois elétrons livres por átomo. Compare os resultados com os valores da Tabela 10-2. 

10-15. (ia ) Supondo que X = 0,37 nm e (v) = 1,08 x 10 5 m/s para T= 300 K, determine os valores de o e p para o cobre com o 
auxilio das Equagóes 10-13. Usando o mesmo valor de X , calcule os valores de o e p ( b ) para T= 200 K; (c) para T = 100 K. 

Segáo 10-3 Gás de Elétrons Livres nos Metáis 

10-16. Determine a energía média dos elétrons em T= 0 K (a) no cobre (E F = 7,06 eV); ( b ) no litio (E F = 4,77 eV). 

10-17. Calcule a energía de Fermi para um fio fino e comprido feito de magnésio. 

10-18. Calcule (a) a energia de Fermi e ( b ) a temperatura de Fermi da prata e do ferro. Compare os resultados com os valores da 
Tabela 10-2. 

10-19. Mostré que, para T= 300 K, cerca de 0,1% dos elétrons livres da prata possuem urna energia maior que E F . 

Segáo 10-4 Teoría Quántica da Condugáo de Eletricidade 

10-20. Qual é a velocidade de Fermi, ou seja, a velocidade de um elétron de condugáo cuja energia é igual á energia de Fermi 
E F , (a) no Na; ( b ) no Au; (c) no Sn? (, Sugestáo : Consulte a Tabela 10-2.) 

10-21. As resistividades do Na, Au e Sn para T = 273 K sao 4,2 píT cm, 2,04 píT cm e 10,6 p£T cm, respectivamente. Use 
estes dados e as velocidades de Fermi calculadas no Problema 10-20 para determinar o livre caminho médio dos elétrons de 
condugáo nesses elementos. 

10-22. A que temperatura a contribuigáo do gás de elétrons do cobre para o calor específico é igual a 10% da contribuigáo das 
vibragóes da rede cristalina? 

10-23. Use a Equagáo 10-29 com a = n 2 /4 para calcular a energia média de um elétron no cobre emí = 300 K. Compare o 
resultado com a energia média em T= 0 e com o resultado clássico, 3£772. 

10-24. Determine qual é a maior contribuigáo percentual para o calor específico do ferro sólido que pode ser feita pelos elétrons 
livres. 

Segáo 10-5 Magnetismo em Sólidos 

10-25. A polarizagáo magnética P de um material é definida através da equagáo 


P + + P. 

em que p+ e p_ sáo as concentragóes de átomos com spin para cima e com spin para baixo, respectivamente. Determine a 
polarizagáo magnética de um sólido paramagnético á temperatura T= 200 K na presenga de um campo magnético de 2,0 T. 
10-26. Mostré que a susceptibilidade magnética % é urna grandeza adimensional. 

Segáo 10-6 Bandas de Energia em Sólidos 

10-27. (a ) A largura da banda proibida que separa a banda de valencia da banda de condugáo no silicio é 1,14 eV á temperatura 
ambiente. Qual é o comprimento de onda de um fóton capaz de excitar um elétron do topo da banda de valencia para a base da 
banda de condugáo? Repita o cálculo ( b ) para o germánio, no qual a largura da banda proibida é 0,72 eV, e (c) para o diamante, 
no qual a largura da banda proibida é 7,0 eV. 

10-28. (<a ) A largura da banda proibida no germánio é 0,72 eV. Quais sáo os comprimentos de onda de luz visível para os quais 
um cristal de germánio é transparente? (Pense bem antes de responder!) ( b ) Responda á mesma pergunta para um cristal com 
urna banda proibida de 3,6 eV. (c) Justifique as respostas dos itens (a) e ( b ). 

10-29. Um fóton com um comprimento de onda de 3,35 pm tem exatamente a energia necessária para excitar um elétron da 
banda de valencia para a banda de condugáo de um cristal de sulfeto de chumbo, (a) Determine a largura da banda proibida do 
sulfeto de chumbo. ( b ) Determine a temperatura T para a qual kT é igual á largura da banda proibida. 

10-30. Considere um pequeño cristal de silicio com 100 nm de aresta. ( a ) Calcule o número total N de átomos de silicio no 
cristal. (A massa específica do silicio é 2,33 g/cm 3 .) ( b ) Sabendo que a banda de condugáo do silicio tem urna largura de 13 eV 
e lembrando que existem 4 N estados na banda, estime o valor da distáncia entre estados vizinhos da banda de condugáo. 


Segáo 10-7 Semicondutores Dopados 



10-31. O arsénio tem cinco elétrons de valencia. Se o arsénio é usado como impureza doadora no silicio, determine (á) a energía 
de ionizagáo e (tí) o raio orbital do quinto elétron de valencia do arsénio. A massa efetiva dos elétrons no silicio é 0,2 m e . ( c ) 
Qual é a razáo entre a energía de ionizagáo do quinto elétron e a largura da banda proibida do silicio? 

10-32. O gálio tem trés elétrons de valéncia. Se o gálio é usado como impureza aceitadora no germánio, determine (a) a energía 
de ionizagáo; (tí) o raio orbital do buraco. A massa efetiva dos buracos no germánio é 0,34 m e . 

10-33. Que tipo de semicondutor é obtido quando o silicio é dopado (a) com aluminio; (tí) com fósforo? (As configuragóes 
eletrónicas desses elementos podem ser encontradas no Apéndice C.) 

10-34. O nivel dos doadores em um semicondutor tipo n está 0,01 eV abaixo da banda de condugáo. Determine a temperatura 
para a qual kT= 0,01 eV. 

10-35. Urna fita de estanho tem 10 mm de largura e 0,2 mm de espessura. Quando a fita está sendo atravessada por urna 
corrente de 20 A e um campo magnético uniforme de 0,25 T é aplicado perpendicularmente ao plano da fita, urna tensáo de Hall 
de 2,20 pV aparece entre os lados da fita. Determine (á) a concentragáo de portadores e (tí) o número de portadores por átomo 
de estanho. A massa específica do estanho é 5,75 x 10 3 kg/m 3 e a massa molecular é 118,7. 

Segáo 10-8 Jungóes e Dispositivos Semicondutores 

10-36. Para urna temperatura T= 300 K, use a Equagáo 10-49 para determinar a tensáo de polarizagáo V b para a qual o termo 
exponencial (a) é igual a 10; (tí) é igual a 0,1. 

10-37. Para que valor de tensáo de polarizagáo V b a exponencial da Equagáo 10-49 (á) é igual a 5; (tí) é igual a 0,5 para T = 200 
K? 

10-38. Calcule a variagáo percentual da corrente em urna jungáo pn polarizada diretamente quando a tensáo de polarizagáo 
aumenta de 0,1 V para 0,2 V. 

10-39. Para urna temperatura T = 300, use a Equagáo 10-49 para determinar a tensáo de polarizagáo V b para a qual o termo 
exponencial é igual a (a) 10; (tí) 0,1. 

10-40. Determine a largura da banda proibida do CdS a partir da informagáo de que urna fotocélula de CdS so produz energia 
elétrica quando o comprimento de onda da luz incidente é menor que 484 nm. 

Segáo 10-9 Supercondutividade 

10-41. O chumbo tem trés isótopos naturais, o 206 Pb, o 207 Pb e o 208 Pb. Use as massas atómicas do Apéndice A e o valor de a da 
Tabela 10-6 para calcular as temperaturas críticas abaixo das quais os trés isótopos, na forma pura, se tomam supercondutores. 

10-42. Calcule (á) a largura da banda proibida do estado supercondutor do indio e (tí) o comprimento de onda máximo de um 
fóton capaz de romper um par de Cooper no indio a 0 K. 

10-43. (a) Use a Equagáo 10-56 para calcular a largura da banda proibida do estado supercondutor do estanho e compare o 
resultado com o valor experimental, 6 x 10 -4 eV. (tí) Use o valor experimental para calcular o comprimento de onda máximo de 
um fóton capaz de romper um par de Cooper no estanho em T= 0. 

10-44. Use a curva teórica da Figura 10-53 para estimar a largura da banda proibida do estado supercondutor (a) do estanho; (tí) 
do niobio; (c) do aluminio; (d) do zinco, todas em T= 0,5 T c . 

10-45. De acordo com a teoría BCS, para que valor da razáo T/T c o campo magnético crítico B c é igual a (a) 0,li? c (0); (tí) 
0,5B C (0); (c) 0,9B C (0)7 

NÍVEL li 

10-46. Aproximando os átomos de um cristal efe por esferas rígidas de raio r e chamando de a o lado da célula unitária cúbica, 
que fragáo do volume da célula unitária (e, portanto, do cristal) é ocupada por átomos? 

10-47. Estime a fragáo de elétrons livres do cobre que se encontram em estados excitados (a) a 300 K e (tí) a 1000 K. 

10-48. Um modelo unidimensional de um cristal iónico consiste em urna linha de íons alternadamente positivos e negativos, 
separados por urna distáncia r 0 . (a) Mostré que a energia potencial de atragáo de um dos íons do cristal é dada por 



ln {1 + je) = x 



(tí) Usando a expansáo em série 


mostré que a constante de Madelung para este modelo unidimensional é a = 2 ln 2 = 1,386. 

10-49. Estime a energía de Fermi do zinco a partir da contribuyo dos elétrons para o calor específico molar, (3,74 x 10“ 4 T) 
J/mol • K, para o qual Té a temperatura absoluta. 

10-50. A concentragáo de estados eletrónicos em um metal pode ser escrita na forma g{E) = AE m , na qual A é urna constante e a 
energía E é medida em relagáo á base da banda de condugáo. (a) Mostré que o número total de estados é 2AE F 3/2 /3. ( b ) Qual é a 
fragáo de elétrons de condugáo cuja energía está no intervalo E F - kT/2 <E <E F + £772? (c) Calcule essa fragáo para o cobre a 
300 K. 

10-51. Cristais de germánio de alta pureza podem ser usados como detectores de raios X e raios gama. Como a banda proibida 
do germánio tem urna largura de apenas 0,72 eV, um fóton de alta energía pode produzir muitos pares elétron-buraco ao excitar 
elétrons da banda de valencia para banda de condugáo. O decaimento do radioisótopo 60 Co é acompanhado pela emissáo de dois 
raios gama com energías de 1,17 MeV e 1,33 MeV (veja o Capítulo 11). (a) Calcule o número de elétrons excitados para a 
banda de condugáo pelo raio gama de 1,17 MeV, N\, e pelo raio gama de 1,33 MeV, N 2 . {tí) Os números N\ e N 2 apresentam 
flutuagóes estatísticas de ± \/ , jI b i v ? e ± Calcule a indeterminagáo relativa de N x e N 2 . (c) Calcule a indeterminagáo 

correspondente da energía dos dois raios gama. Estes valores podem ser considerados urna medida da resolugáo de energía do 
cristal de germánio de alta pureza. 

10-52. Urna amostra de silicio tipo n com 10 16 elétrons por centímetro cúbico na banda de condugáo tem urna resistividade de 5 
x 10 -3 Q • m a 300 K. Determine o livre caminho médio dos elétrons, supondo que a massa efetiva dos elétrons é 0,2 m e . 
Compare o resultado com o livre caminho médio dos elétrons no cobre a 300 K. 

10-53. Os físicos e engenheiros usam a massa específica de urna amostra metálica para determinar a estrutura cristalina 
provável do material. A massa específica do cobre é 8,96 g/cm 3 e o raio atómico do cobre é 0,128 nm. É mais provável que um 
cristal de cobre seja cúbico de corpo centrado ou cúbico de faces centradas? (Sugestáo: Veja a Figura 10-57.) 



FIGURA 10-57 Problema 10-53. 

10-54. A curva característica corrente-tensáo de um diodo “ideal” de silicio é dada por 

,= | } 

Supondo que kT = 0,025 eV (temperatura ambiente) e 7 0 = 1 nA, (< a ) mostré que a resistencia do diodo é 25 MQ para pequeñas 
tensóes inversas. {Sugestáo: Faga urna expansáo em série de Taylor da fungáo exponencial ou use urna calculadora e escolha um 
valor pequeño e negativo para V b .) {tí) Calcule a resistencia estática do diodo para urna tensáo inversa de 0,5 V. (c) Calcule a 
resistencia estática para urna tensáo direta de 0,5 V. Qual é a corrente neste caso? {d) Calcule a resistencia dinámica dV/dl para 
urna tensáo direta de 0,5 V. 

10-55. A energia de ligagáo do elétron adicional do átomo de arsénio que substituí um átomo de silicio ou germánio pode ser 
estimada a partir do cálculo da primeira órbita de Bohr para o elétron nesses materiais. Como quatro dos elétrons de valencia do 
arsénio formam ligagóes covalentes, o quinto elétron “enxerga” urna única carga positiva no centro de atragáo. Este modelo é, 
portanto, urna versáo modificada do átomo de hidrogénio. No modelo de Bohr do átomo de hidrogénio, o elétron se move no 
espago livre a urna distáncia do núcleo dada por 



üu — 


%h 2 







Quando um elétron está se movendo no interior de um cristal, podemos levar em conta o efeito dos outros átomos substituindo a 
permissividade do vácuo e 0 por Ke 0 , na qual k é a constante dielétrica do material, e a massa do elétron m e por urna massa 
efetiva. No caso do silicio, k = 12 e a massa efetiva dos elétrons é 0,2 m e ; no caso do germánio, k = 16 e a massa efetiva dos 
elétrons é 0,1 m e . Estime o raio de Bohr do quinto elétron do arsénio quando é usado para dopar cristais de silicio e de germánio. 

10.56. O InSb é um semicondutor com urna largura da banda proibida E g = 0,23 eV e urna constante dielétrica k = 18. A massa 
efetiva dos elétrons no InSb é m* = 0,015m e . (a) Calcule a energía de ionizagáo de urna impureza doadora no InSb. (b) Qual é a 
o raio da órbita do elétron adicional da impureza doadora no estado fundamental? (c) Para que concentragáo de doadores, 
aproximadamente, as órbitas de doadores vizinhos comegam a se superpor? 

10-57. O livre caminho médio dos elétrons em um metal depende tanto das vibragóes dos íons da rede cristalina quanto das 
vibragóes dos íons de impurezas, de acordo com a equagáo 1 A, = 1 A w + 1 A*. A resistividade do cobre de alta pureza aumenta de 
1,2 x 10 -8 Q • m quando urna certa impureza é dispersa no metal com urna concentragáo de 1% (em número de átomos), (a) 
Estime o valor de X¿ a partir desses dados, (b) Do ponto de vista dos elétrons livres, os íons da impureza tém um diámetro 
efetivo d. Use a Equagáo 10-12, com r = di 2, para estimar a segáo de choque d 2 da impureza. 

NÍVEL III 

10-58. Quando o arsénio é usado para dopar cristais de silicio, o quinto elétron do arsénio e o ion As + se comportam como um 
átomo de hidrogénio, exceto pelo fato de que a fungáo energía potencial V(r) e a massa do elétron devem ser modificadas para 
levar em conta a existencia da rede cristalina (veja a Segáo 10-7). Com estas modificagóes, (a) resolva a equagáo de 
Schródinger, usando como modelo a solugáo apresentada no Capítulo 7; (b ) demonstre a Equagáo 10-43; (c) desenhe, em 
escala, o diagrama de ni veis de energia do quinto elétron para n de 1 a 5. 

10-59. O parámetro K é a constante elástica de urna “mola” constituida por urna linha de íons alternadamente positivos e 
negativos. Quando os íons sao deslocados ligeiramente da distáncia de equilibrio r 0 , comegam a vibrar com urna frequéncia 


na qual 



K = 


a(n - l)ke 2 


(a) Use os valores de a, n e r 0 do NaCl e a massa reduzida da molécula de NaCl para calcular o valor de f (b) Calcule o 
comprimento de onda da radiagáo eletromagnética correspondente a essa frequéncia e compare o resultado com os dados 
experimentáis, segundo os quais o NaCl apresenta bandas de absorgáo na faixa do infravermelho ñas vizinhangas de k = 61 pm. 

10-60. Considere o modelo de um metal no qual a rede de íons positivos constituí um recipiente para um gás clássico de 
elétrons com n elétrons por unidade de volume. Em equilibrio, a velocidade média é zero, mas a aplicagáo de um campo elétrico 
produz urna aceleragáo dos elétrons. Quando usamos um tempo de relaxagáo x para levar em conta as colisóes elétron-rede, 
obtemos a equagáo 


dv m 

in— -1-v = —eE 

dt t 

(a) Resolva a equagáo acima para obter a velocidade de deriva na diregáo do campo elétrico aplicado. ( b ) Mostré que a lei de 
Ohm é obedecida e determine a resistividade em fungáo de n, e,m e x. 

10-61. Imagine um cristal cúbico como o NaCl, com urna carga positiva no centro de um sistema de coordenadas cartesianas no 
qual a unidade das escalas é igual á distáncia interatómica. ( a ) Mostré que a carga de um ion de coordenadas (r, s, t ) é 
e(-l) r (-l) 5 ( - iy = e{~\) r+s+ \ na qual eéa unidade fundamental de carga. ( b ) Usando a Equagáo 10-2 como guia, calcule a 
constante de Madelung para um cubo com 2 unidades de aresta. Faga o mesmo para cubos com 4, 6, 8, 10, 12, 16 e 20 unidades 
de aresta. (Talvez seja urna boa ideia programar os cálculos em urna planilha eletrónica.) Verifique que os valores tendem para 
a = 1,7476. 

10-62. (a) Mostré que, no caso de um sólido paramagnético em que a energia dos elétrons é dada pela Equagáo 10-33, a 
magnetizagáo M é dada por 


M = |xp la ii El [\LBjkT) 


(b) Mostré que, para \i b B « kT ' a susceptibilidade magnética é dada pela Equagáo 10-35. 




*Do inglés giant magnetoresistance. (N.T.) 

*Do inglés /ight-^mitting í/iode. (N.T.) 

Os supercondutores de alta temperatura também sao 
supercondutores tipo II. (N.T.) 

*A massa média dos átomos de um cristal é a média ponderada 
das massas dos isótopos dos elementos de que o cristal é 
composto. (N.T.) 

* Johannes Georg Bednorz (1950-), físico alemáo, e Karl Alex 
Müller (1927-), físico suí$o, receberam o Prémio Nobel de Física 
de 1987 pela descoberta dos supercondutores de alta 
temperatura. (N.T.) 
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A primeira indicagáo da existencia do núcleo atómico foi a radioatividade natural, descoberta por A. H. Becquerel 1 em 1896. 

Depois de tomar conhecimento da existencia dos raios X, que tinham sido observados por Roentgen no ano anterior, 
Becquerel decidiu investigar a possibilidade de que os minerais que exibiam a propriedade da fluorescencia depois de serem 
expostos á luz solar também emitissem raios X. Para isso, utilizou a técnica simples de colocar urna amostra de um desses 
minerais, o sulfato duplo de uranio e potássio, em cima de urna placa fotográfica embrulhada em papel preto e expor o conjunto 
á luz solar no peitoril de urna janela. Nos primeiros experimentos, urna imagem da amostra apareceu na placa revelada, o que 
parecía indicar que o material realmente emitia raios X depois de ser exposto á luz. Em urna semana de tempo nublado, porém, 
urna amostra que tinha sido guardada em urna gaveta, sem ser exposta á luz, também impressionou urna chapa fotográfica, o 
que levou Becquerel a concluir que o material estava emitindo espontáneamente urna radiagáo penetrante até entáo 
desconhecida; o cientista acabara de descobrir a radioatividade. 2 

Os raios emitidos pelos núcleos radioativos foram estudados por muitos físicos ñas primeiras décadas do século XX. 
Inicialmente, foram classificados por Rutherford como a, p e y, de acordo com a capacidade de penetrar na matéria e ionizar o 
ar: os raios a eram os menos penetrantes e os que produziam mais ionizagáo; os raios y eram os mais penetrantes e os que 
produziam menos ionizagáo; os raios p apresentavam propriedades intermediárias. Logo foi descoberto, em um experimento 
clássico realizado por Rutherford, que os raios a eram núcleos de 4 He. Também foi descoberto que os raios p eram elétrons e 
que os raios y eram urna forma de radiagáo eletromagnética de comprimento de onda muito pequeño. Os experimentos de 
espalhamento de partículas a realizados por Geiger e Marsden em 1911 (veja a Segáo 4-2) e o sucesso do modelo de Bohr para 
o átomo levaram os físicos á conclusáo de que o átomo era constituido por um núcleo compacto, com um raio de 1 a 10 
femtómetros (fm; 1 fm = 1CT 15 m), cercado por urna nuvem de elétrons a urna distáncia relativamente grande, da ordem de 0,1 
nm = 100.000 fm. 

Em 1928, a explicagáo correta da radioatividade a como um fenómeno quántico de tunelamento foi proposta por G. Gamow, 
R. W. Gumey e E. W. Condon. Em 1932, em rápida sucessáo, o neutrón foi descoberto por J. Chadwick, o positrón foi 
descoberto por C. D. Anderson, e a primeira reagáo nuclear usando partículas aceleradas artificialmente (prótons) foi observada 
por J. D. Cockcroft e E. T. S. Walton. 3 Assim, é razoável considerar esse ano como o do inicio da física nuclear moderna. 



Muitas informagóes a respeito do núcleo sao obtidas bombardeando-os com partículas e observando os resultados. A criagáo 
dos aceleradores de partículas, o gerador eletrostático Van de Graaff em 1931 e o ciclotrón em 1932, permitiu a realizagáo de 
muitos estudos experimentáis sem as limitagóes de energía e tipo de partícula impostas pelas fontes radioativas naturais. Desde 
aquela época, houve um grande progresso tecnológico nos campos da aceleragáo e detecgáo de partículas, e muitas reagóes 
nucleares e interagóes entre partículas foram estudadas. 

Entre as reagóes nucleares, existem dois tipos que merecem urna atengáo especial: as reagóes de fissáo e as reagóes de fusáo. 
Ambas sao processos nos quais parte da massa do núcleo é convertida em outras formas de energía, como energía térmica, da 
mesma forma como urna pequeña parte da massa dos átomos é convertida em energia em reagóes químicas exotérmicas como 
as de combustáo. As reagóes de fissáo constituem urna fonte de energia importante, embora controvertida, para a geragáo de 
energia elétrica em mais de 30 países e responderam por 5,2% da produgáo mundial de energia em 2010. 4 As reagóes de fusáo 
ainda náo sáo exploradas comercialmente em nosso planeta, mas é gragas a essas reagóes que as estrelas produzem luz e calor. 
A triste realidade de que tanto a fissáo como a fusáo podem ser usadas para fabricar armas de enorme poder de destruigáo 
significa que esta aplicagáo das reagóes nucleares influencia os debates políticos em maior grau do que talvez qualquer outra 
descoberta científica da historia humana. 

Neste capítulo, estudaremos algumas propriedades gerais dos núcleos atómicos e os aspectos mais importantes da 
radioatividade. Embora por necessidade as discussóes sejam apenas semi-quantitativas, vamos considerar a natureza da forga 
nuclear como é atualmente compreendida e descrever um dos modelos mais úteis em termos do qual muitas propriedades 
nucleares podem ser analisadas. As aplicagóes da radioatividade e das reagóes nucleares náo se limitam á fissáo e á fusáo. As 
radiagóes emitidas por radioisótopos vém sendo usadas há muito tempo para diagnóstico e tratamento de doengas. Essas 
contribuigóes aumentaram consideravelmente com a invengáo, na década de 1970, da tomografia computadorizada 5 (CAT),* 
urna técnica sofisticada de radiografía que deu origem, mais tarde, á tomografia por emissáo de pósitrons (PET).** As reagóes 
nucleares induzidas por néutrons sáo aproveitadas em urna técnica extremamente sensível, a análise por ativagáo de néutrons 
(NAA),*** que permite detectar quase todos os elementos da tabela periódica em baixíssimas concentragóes. Essas e muitas 
outras aplicagóes seráo discutidas neste capítulo. 

11-1 A Composigáo do Núcleo 

Os experimentos de Moseley (veja a Segáo 4-4) mostraram que a carga nuclear é igual a Z vezes a carga do próton, onde Z é o 
número atómico , que, por sua vez, é aproximadamente igual á metade do número de massa A (exceto no caso do hidrogénio, em 
que Z = A). Assim, o núcleo tem urna massa aproximadamente igual á de A prótons, mas urna carga de apenas Z ~ Al 2 prótons. 
Antes da descoberta do neutrón, era difícil compreender este fato, a náo ser supondo que existem A-Z elétrons no núcleo para 
diminuir a carga sem aumentar muito a massa. A ideia de que o núcleo continúa elétrons era apoiada pela observagáo do 
decaimento p, no qual elétrons sáo ejetados por alguns núcleos radioativos. Entretanto, o modelo apresentava sérios problemas. 
Um cálculo relativamente simples a partir do principio de indeterminagáo (veja o Problema 11-2) mostra que um elétron terá 
urna energia mínima de aproximadamente 100 MeV se for confinado a urna regiáo de r < 10 -14 m; entretanto, a energia dos 
elétrons emitidos no decaimento P é da ordem de apenas 1 ou 2 MeV. Também náo existem indicios de urna intensa forga 
atrativa entre o núcleo e o elétron, como seria de se esperar no caso de urna energia potencial negativa de 50 a 100 MeV no 
interior do núcleo. Além do mais, como a energia potencial eletrostática entre o elétron e o núcleo é negativa, náo existe urna 
barreira de largura finita, como no caso do decaimento a (veja a Figura 11-1). Se a energia potencial do elétron fosse positiva, 
como o decaimento p parece exigir, o elétron escaparía imediatamente do núcleo e a maioria dos emissores p naturais já teria 
desaparecido há muito tempo. Outro problema é a observagáo de que os momentos magnéticos dos núcleos sáo da ordem do 
magnéton nuclear, = eh/2m p , cerca de 2000 vezes menor que um magnéton de Bohr \i B = eh!2m e , o que seria difícil de 
explicar se houvesse elétrons no interior do núcleo. 

Outro argumento convincente contra a existencia de elétrons no núcleo tem a ver com o momento angular. Os prótons e os 
elétrons sáo férmions de spin 1/2 e, portanto, obedecem ao principio de exclusáo de Pauli. Entretanto, o desdobramento das 
linhas espectrais do átomo de nitrogénio causado pelo spin do núcleo, conhecido como estrutura hiperfina (veja a Segáo 11-2), 
mostra que o número quántico de spin do núcleo do nitrogénio é igual ale, portanto, o núcleo de nitrogénio é um bóson, o que 
é confirmado pelos espectros moleculares (veja a Segáo 9-4). Se o 14 N contivesse 14 prótons e 7 elétrons, cada um com spin 1/2, 
o spin total teria que ser fracionário e o núcleo se comportaría como um férmion e náo como um bóson. 
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FIGURA 11-1 Comparagáo entre ( a ) o potencial experimentado por urna partícula a e (b) o potencial experimentado por um elétron no 
interior de um núcleo atómico. Como nao existe urna barre ira de largura finita para o elétron, o elétron nao está ligado ao núcleo, a menos 
que a energía total seja negativa, caso em que ficaria permanentemente impedido de escapar. O aumento brusco do potencial que ocorre 
em (a) ñas proximidades de r = 0 representa o “carogo duro” do núcleo. 


Em 1920, Rutherford propós a existencia no núcleo de urna partícula neutra, possivelmente formada pela combinagáo de um 
próton e um elétron, que ele chamou de neutrón. Quando urna partícula como a descrita por Rutherford foi descoberta por 
Chadwick em 1932, a ideia de que poderia haver elétrons no interior do núcleo foi definitivamente abandonada e passou-se a 
supor que um núcleo de número de massa A contém N néutrons e Z prótons, com N+ Z = A. O número N é chamado de número 
de néutrons. A ideia de que o neutrón é urna combinagáo de um próton com um elétron também foi descartada, já que o spin do 
neutrón é 1/2. Assim, hoje se sabe que o núcleo é composto de prótons e néutrons, conhecidos coletivamente como núcleons , 
que ocupam um volume total da ordem de 1 a 10 fm. Os núcleos de todos os elementos sao constituidos apenas por esses dois 
tipos de partículas. A Tabela 11-1 mostra algumas propriedades dos dois núcleons, juntamente com as propriedades de dois 
núcleos simples (o déuteron, composto por um pró-ton e um neutrón, e o tritón, composto por um próton e dois néutrons) e do 
elétron. Devemos observar neste ponto que os núcleons nao sao partículas elementares; tanto o próton quanto o néutron sao 
formados por trés quarks , partículas elementares mantidas unidas pela interagáo forte , que também é responsável pela coesáo 
do núcleo. Os quarks e suas interagóes seráo discutidos no Capítulo 12. 


11-2 Propriedades dos Núcleos no Estado Fundamental 

O comportamento dos núcleos, como o comportamento dos átomos, so pode ser compreendido á luz dos principios da física 
quántica. Do mesmo modo como as regularidades dos espectros atómicos levaram á teoría de Bohr e, mais tarde, á mecánica 
ondulatoria, foi o estudo dos espectros nucleares, ou seja, das radiagóes e partículas emitidas espontáneamente pelos núcleos 
radioativos, que revelou a existéncia de níveis de energia, momentos angulares e momentos magnéticos quantizados nos 
núcleos. A interpretagáo dos espectros nucleares é mais difícil que a interpretagáo dos espectros atómicos por causa da 
existéncia de dois tipos diferentes de núcleons, da possível emissáo de várias partículas (além de fótons) pelos núcleos excitados 
e do nosso conhecimento imperfeito da fungáo energia potencial dos núcleos atómicos. Nesta segáo, vamos discutir algumas 
propriedades dos núcleos no estado fundamental e mencionar alguns métodos usados para determinar essas propriedades. Na 
Segáo 11-3 vamos estudar a radioatividade, que fomece informagóes a respeito dos estados excitados dos núcleos. Várias 
referéncias citadas na bibliografía desde capítulo contém descrigóes dos métodos experimentáis usados para medir propriedades 
nucleares. Ñas segóes que se seguem, vamos usar a seguinte terminología: a letra N representa o número de néutrons no núcleo 
e a letra Z o número de prótons ou número atómico; A = N + Z é o número total de núcleons ou número de massa. O número de 
massa é o número inteiro mais próximo da massa atómica. Um tipo específico de núcleo é chamado de nuclídeo. Os nuclídeos 
sáo representados pelo símbolo químico do elemento precedido por um índice superior que indica o valor de A, como em 16 0 e 
15 0. Ás vezes, o valor de Z é indicado por um índice inferior, como em 15 8 0, mas isso náo é necessário, já que existe urna 
correspondéncia direta entre o número atómico e o símbolo do elemento. Ocasionalmente, o valor de N também é indicado por 
um índice inferior, como em 15 8 0 7 , embora isso também seja desnecessário, pois N = A-Z. Nuclídeos com o mesmo valor de Z, 
como 15 0 e 16 0, sáo chamados de isótopos. Nuclídeos com o mesmo valor de A, como 13 6 C 7 e 14 7 N 7 , recebem o nome de 
isótonos , enquanto nuclídeos com o mesmo valor de A, como 14 C e 14 N, sáo conhecidos como isóbaros. 

Tabela 11-1 Propriedades de algumas partículas atómicas 


Carga Massa (u) Massa (kg) Spin Momento 

magnético 


Partícula 












Próton 

+e 

1,007276 

1,6726 x 

io- 27 

1/2 

2,79285 Ma, 

Néutron 

0 

1,008665 

1,6749 x 

10“ 27 

1/2 

-1,91304 p/v 

Déuteron 

+e 

2,013553 

3,3436 x 
io- 27 

1 

0,85744 p/v 

Tritón 

+e 

3,015501 

5,0074 x 

10“ 27 

1/2 

2,97896 p/v 

Elétron 

-e 

5,4858 x 

10“ 4 

9,1094 x 

10" 31 

1/2 

1,00116 p fí 


Tamanho e Forma dos Núcleos 


RaiOS Nucleares Todos os métodos usados para medir os raios nucleares mostram que os raios sao proporcionáis á raiz 
cúbica do número de massa. O raio nuclear pode ser determinado através de experimentos de espalhamento semelhantes aos 
executados por Rutherford ou, em alguns casos, por medidas de radioatividade. Na verdade, como vimos na Segáo 4-2 e está 
ilustrado na Figura 11-2, a primeira medida do raio nuclear foi feita por Rutherford, usando o espalhamento de partículas a. Um 
método interessante, quase clássico, de determinar o raio nuclear envolve a medida da energía do decaimento P em nuclídeos 
especulares , que sao pares de nuclídeos em que o número de prótons de um é igual ao número de néutrons do outro (veja a 
Figura 11-3). Assim, por exemplo, o 15 0, com oito prótons e sete néutrons, e o 15 N, com oito néutrons e sete prótons, sao 
nuclídeos especulares. Supondo que a interagáo forte entre os núcleons é independente do tipo de núcleon, a única diferenga de 
energía entre o 15 0 e o 15 N é de natureza eletrostática. É possível demonstrar que a energía potencial eletrostática de urna esfera 
uniformemente carregada é dada por 


u = 


3 1 q 2 

5 4 tt €^ R 


11-1 





em que q é a carga total e R é o raio da esfera. O nuclídeo 15 0 é radioativo e, como veremos daqui a pouco, emite 
um positrón e um neutrino, transformando-se em 15 N. A diferenga de energía entre o 15 0 e o 15 N, a energia do 
decaimento p, é, portanto, 
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FIGURA 11 -2 A fórmula de espalhamento de Rutherford (Equaqáo 4-6) está indicada pela linha tracejada. Partículas a incidentes em um 
alvo de chumbo sofrem o espalhamento previsto pela fórmula de Rutherford, contanto que a energía nao exceda 27 MeV. Para energías 
maiores, as partículas a se aproximam tanto dos núcleos de Pb que os núcleons da partícula a interagem com os núcleons do Pb através da 
forca nuclear, que é atrativa, e a intensidade do espalhamento se toma menor que a prevista pela equacáo de Rutherford. [Fonte: R. M. 
Eisberg e C. E. Porter, Rev. Mod. Phys., 33, 190 (1961).] 
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FIGURA 11-3 Nuclídeos especulares. Se todos os néutrons sao substituidos por prótons e todos os prótons sao substituidos por néutrons, 
o 15 N se transforma no nuclídeo especular 15 0. A diferencia entre as energías dos estados fundamentáis de dois nuclídeos especulares se 
deve apenas á energía eletrostática. 


Mi = —[Z J - (Z - 1) ! ] 11-2 

5 R l v j j 

com Z = 8. A medida da energía do decaimento, igual a AU, fomece, portanto, urna estimativa de R. Supondo urna distribuigáo 
uniforme de carga, a medida das energías de decaimento dos pósitrons (veja a Segáo 11-4) para 18 pares de nuclídeos 
especulares mostra que o raio nuclear obedece á equagáo 

R = em que R (} = 1,2 + 0,2 i’m 11--3 


na qual A é o número de massa. O valor de R 0 na Equagáo 11-3 incluí o efeito de urna corregáo quántica calculada a partir do 







modelo de camadas discutido na Segáo 11-6. A coincidencia deste resultado com o obtido por outros métodos de determinar o 
valor de R é urna forte indicagáo de que a parte da energía potencial associada á interagáo forte é a mesma para os dois 
nuclídeos em todos os pares especulares. 

As medidas mais completas dos raios nucleares foram realizadas por Robert Hofstadter e colaboradores em urna série de 
experimentos iniciada em 1953. 6 Nesses experimentos, executados no Stanford Linear Accelerator (SLAC), núcleos foram 
bombardeados por elétrons com energías entre 200 e 500 MeV. O comprimento de onda de um elétron de 500 MeV é 2,5 fm, 
menor que o raio dos núcleos mais pesados. Assim, é possível obter informagóes a respeito da distribuigáo de carga no interior 
dos núcleos analisando a curva de difragáo que resulta do espalhamento dos elétrons. A análise é complicada pelo fato de que os 
elétrons sao relativísticos. A Figura 11-4 mostra as curvas de difragáo de elétrons espalhados por núcleos de 16 0 e 12 C. 
Considerando o feixe incidente de elétrons como urna onda plana de comprimento de onda X 9 o processo de espalhamento é 
semelhante á difragáo da luz por um furo circular de raio R , discutida nos livros de física básica, nos quais R no caso é o raio 
nuclear. O primeiro mínimo da curva de difragáo é dado aproximadamente por 

senO = QJóA/tf 11-4 

O Exemplo 11-2 mostra como o raio nuclear pode ser calculado a partir da Equagáo 11-4 e de resultados como os da Figura 11- 
4. A Figura 11-5 a mostra algumas distribuigóes de carga obtidas através da análise detalhada dos resultados desses 
experimentos. O raio eletromagnético médio i?ea espessura da superficie t , definidos na Figura 11-5 ú, sáo dados por 
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FIGURA 11-4 Curvas de difragáo de elétrons de alta energía espalhados pelo 16 0 e pelo 12 C. O ángulo para o qual a intensidade de 
espalhamento é mínima é dado pela Equagáo 11-4. 

R = (1,07 ± 0,02 )A X ^ fm 

r = 2,4 ± 0 t 3 fm 11-5 

Esses resultados concordam com os resultados obtidos a partir do estudo do decaimento P em núcleos especulares. 


EXEMPLO 11-1 


Raios Nucleares do 4 He e do 


238 U Use a Equagáo 11-3 para determinar os raios do 4 He e do 238 U. 


SOLUQÁO 

Para o 4 He: 


= 1,2(4)'/* = 1,90 fm 











Para o 238 U: 


R l} = 1,2 (238) 1/3 = 7,42 fm 

Assim, os raios dos nuclídeos mais pesados sao apenas quatro vezes maiores, aproximadamente, que os raios dos nuclídeos mais 
leves. 




EXEMPLO 11-2 


_Raio Nuclear do 16 0 Determine o raio do núcleo de 16 0 usando os dados da Figura 11-4 para elétrons de 420 

MeV espalhados por núcleos de 16 0. 


SOLUQÁO 

1. O raio R do núcleo de 16 0 pode ser calculado a partir da Equagáo 11-4: 


sen 0 


O.ftlÁ 0,6 IX 

- olí A’ =- 

R senO 



(b) 


O Q 

CL. I CL. 



FIGURA 11-5 ( a ) Densidade de carga em fungáo da distancia para vários núcleos, medida por difragáo de elétrons de alta energia. (b) Definigao 
dos parámetros Rq e t usados para descrever a densidade de carga nuclear. A espessura da superficie í é a distancia entre os pontos 
correspondentes a 10% e 90% da densidade do carogo central. [. Fonte : R. Hofstadter, Annual Review of Nuclear Science , 7, 231 (1957).] 


2. O ángulo 0 da Equagáo 11-4 corresponde ao primeiro mínimo na figura de difragáo. De acordo com a Figura 11-4, o primeiro 
mínimo ocorre em 


0 = 44° 


3. O comprimento de onda X dos elétrons é dado por 


K = 


h 

P 


4. O momento p dos elétrons de 420 MeV deve ser calculado a partir da expressáo relativística, Equagáo 2-32: 










































/?“(?■ — E 3 - ( md ) 1 

= (420) 2 - (0,511) 2 
~ (420 MeV) 2 


p = 420 M cV/c = 2,24 X 10 _t9 kg- m/s- 

5. Substituindo este valor na equagáo obtida no ítem 3, temos: 

_ 6.63 X KT^J-s 

" 2,24 x lO -1 ' 5 kg*m/s 
= 2,96 X 10“ l5 m = 2,96 fm 

6. O raio R pode ser determinado substituindo 0 e X por seus valores na equagáo obtida no item 1: 


R = (°> 61 ) ( 2 .96 fm) _ f 

sen 44 

Observagáo: Este resultado concorda com os valores de Rq para os núcleos de baixo Z da Figura 11-5a. 


O raio nuclear também pode ser medido a partir da atenuaqáo de um feixe de néutrons rápidos. É possível mostrar que a 
seqáo de choque total para atenuaqáo é dada por 


cf — 2tt 



11-6 


na qual R é o raio nuclear e X o comprimento de onda de de Broglie do neutrón. Para que seja possível obter informaqóes a 
respeito de R a partir da medida de o, é preciso que os néutrons sejam suficientemente rápidos para que X/2n < R. Em 
experimentos desse tipo, o que é medido nao é a distribuiqáo de carga e sim o “raio” da interaqáo entre um neutrón e o núcleo. 
De acordo com os resultados obtidos, o raio nuclear obedece á equaqáo 

R — RqA 1 ^ emque R 0 — 1,4 fm 11.7 

Esses diferentes tipos de experimentos fornecem, portanto, resultados da mesma ordem de grandeza, mas que nao sao 
exatamente iguais, o que é compreensível, já que alguns se baseiam na interaqáo nuclear (entre o núcleo e um neutrón) e outros 
na interaqáo eletromagnética (entre o núcleo e um elétron). O fato de que o raio é proporcional a A 113 em todos os experimentos 
sugere que o volume do núcleo é proporcional a A. Como a massa do núcleo também é aproximadamente proporcional a A, as 
densidades de todos os núcleos sao aproximadamente iguais. A densidade de urna gota de líquido também nao depende do 
tamanho da gota; esta semelhanqa levou a um modelo no qual o núcleo é tratado como urna gota de líquido. O modelo foi usado 
para calcular massas nucleares e para explicar certos comportamentos dos núcleos, particularmente a físsáo de elementos 
pesados. O valor numérico da densidade da matéria nuclear é 10 17 kg/m 3 . Esta densidade extremamente alta (a densidade dos 
átomos é apenas 10 3 kg/m 3 ) é urna consequéncia do fato de que quase toda a massa do átomo está concentrada em urna regiáo 
cujo raio é 100.000 vezes menor que o raio atómico. Um milímetro cúbico de matéria nuclear tem urna massa de 200.000 
toneladas, comparável á de a um superpetroleiro carregado! 


EXEMPLO 11-3 


_Raio de urna Estrela de Néutrons Em um tipo de supemova, as camadas extemas da estrela sao ejetadas, 

deixando um carolo constituido exclusivamente de néutrons. A densidade deste residuo, conhecido como estrela de néutrons , é 
aproximadamente igual á dos núcleos atómicos. Determine o raio de urna estrela de néutrons cuja massa é igual á do Sol, 1,99 x 10 30 
kg- 


SOLUQÁO 

A massa da estrela de néutrons é M= pV, na qual Vé o volume e a densidade p é 10 17 kg/m 3 . Supondo que a estrela de néutrons tem 
forma esférica, 


M = 1.99 X I0 30 kg = pV — (10 17 kg/m 3 ) (47r/f 3 /3) 






na qual Ré o raio da estrela em metros. Explicitando R 3 na equa£áo acima, temos: 


ff 3 


Extraindo a raiz cúbica, obtemos: 


(3) (1.99 X JO® kg) 
(4ir) (JO 17 kg/iíi 3 J 


= 4,75 X 10 12 


R = 1,68 X I0 4 m = 16,8 km 

Observagáo: Para efeito de comparagáo, o raio medio do Sol é 6,96 x 10 5 km. 


Forma dos Núcleos Os núcleos sao aproximadamente esféricos, com raras exceqóes. Quase todas essas exceqóes 
ocorrem na regiao das terras-raras da tabela periódica (números atómicos entre Z = 57 e Z = 71), em que os núcleos tém forma 
elipsoidal; mesmo assim, a diferenqa entre o comprimento do eixo maior e o comprimento do eixo menor nao é maior que 20%. 
Nesses nuclídeos pesados, as funqoes de onda dos elétrons internos penetram no núcleo e os desvíos da forma esférica, que sao 
acompanhados por desvíos da distribuiqao de carga do núcleo, produzem pequeñas mudanqas nos níveis de energia dos elétrons. 
Em direta analogía com o fato de que o potencial em pontos do lado de fora de urna distribuido estática de cargas é 
determinado pela geometría da distribuiqáo 7 e, inversamente, a medida do potencial fomece informaqóes a respeito da 
geometría da distribuiqáo de cargas, a medida de pequeñas mudanqas nos níveis de energia dos elétrons fomece informaqóes a 
respeito da distribuiqáo de cargas do núcleo, que nao pode ser medida diretamente. Se o núcleo tem a forma de urna melancia 
(Figura 11 -6a) com o eixo z mais comprido que os eixos xey,o valor médio de z 2 é maior que o valor médio de v 2 e que o valor 
médio de y 2 . Nesse caso, o momento quadrupolar elétrico Q , que é proporcional a 3(z 2 ) med - (x 2 +y 2 + z 2 ) med , é positivo. Este é o 
caso mais comum para núcleos nao esféricos. Os núcleos com momento quadmpolar negativo tém forma de abóbora, com os 
dois eixos iguais mais compridos que o terceiro eixo (Figura 11-66). O valor médio do momento quadmpolar elétrico é dado 
por 


(a) z 



y 



x 

FIGURA 11-6 Núcleos de forma nao esférica, (a) Os núcleos com momento quadmpolar positivo tém (z 2 ) med > (x 2 ) med , ou (y 2 ) me d e a 
forma de melancia. ( b ) Os núcleos com momento quadmpolar negativo tém (z 2 ) med < (x 2 ) med , ou (y 2 ) me d e a forma de abóbora. 


(Q) = z ' 'HaüOmri - i * 2 - y 1 - 

J 

> 0 para z 2 > x 2 ,y 2 (Figura 11-6a) 11-8 

= 0 para z 2 — x 2 = y 2 (esférico) 

< 0 para z 2 < x 2 ,y 2 (Figura 1 1-6 b) 









A Figura 11-7 mostra os valores experimentáis do momento quadrupolar elétrico para núcleos comZ impar, ou seja, núcleos 
nos quais Z ou N é impar. Os físicos usam a Equagáo 11-8 para determinar o valor de (Q) para fungóes de onda correspondentes 
as distribuigóes de carga previstas por vários modelos teóricos do núcleo e comparam os resultados com os valores mostrados 
na Figura 11-7. Como o leitor pode imaginar, os cálculos sao muito complicados! 


Estabilidade dos Núcleos 

Dos mais de 3000 nuclídeos conhecidos, existem apenas 257 cujos estados fundamentáis sao estáveis. 8 Todos os outros 
possuem estados fundamentáis instáveis e, portanto, sofirem algum tipo de decaimento radioativo, transformando-se em outros 
nuclídeos. A Figura 11-8 mostra um gráfico do número de néutrons N em fungáo do número de prótons Z para os nuclídeos 
estáveis e para os nuclídeos instáveis conhecidos cujo tempo de vida é maior que um milissegundo. A linha reta corresponde a 
N = Z. A forma geral da linha de estabilidade , a curva continua que passa pelo meio dos núcleos estáveis na Figura 11-8, pode 
ser compreendida em termos do principio de exclusáo e da energía eletrostática dos prótons. Considere a energía cinética de A 
partículas em um pogo quadrado unidimensional, que é um modelo adequado para demonstrar a ideia. A energia é mínima, se 
Al 2 partículas forem néutrons e Al 2 partículas forem prótons, e máxima se todas as partículas forem do mesmo tipo (Figura 11- 
9). Existe, portanto, urna tendencia, devido ao principio de exclusáo, para que N e Z sejam iguais. O resultado muda um pouco 
quando incluimos a energia eletrostática de repulsáo dos prótons. Essa energia é proporcional a Z 2 . Para grandes valores de A , a 
energia aumenta menos quando acrescentamos dois néutrons do que quando acrescentamos um neutrón e um próton; assim, a 
diferenga N~ Z aumenta á medida que Z aumenta. 



Número de núoleons impares 


FIGURA 11-7 Gráfico de Q/ZR 2 em fungáo do número de núcleons impares (Z ou N ), em que R é o raio nuclear médio. As setas indicam 
os pontos nos quais Q IZR 1 = 0, o que corresponde á forma esférica. 
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Número de prtitons Z 


amero de néutrons N em fungáo do número de prótons Z para os nuclídeos conhecidos. Os pontos indicam os 
pao entre as linhas irregulares representa os nuclídeos instáveis conhecidos com um tempo de vida maior que 
ntínua que passa pelo meio dos nuclídeos estáveis é chamada linha de estabilidade. 
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FIGURA 11-9 ( a ) Sete néutrons em um pogo quadrado infinito. De acordo com o principio de exclusáo, apenas dois néutrons podem 
ocupar o mesmo estado espacial. A energia total é 16E\ + (2 x 9E X ) + (2 * 4E\) + (2 x E\) = 44£j. ( b ) Quatro néutrons e trés prótons no 
mesmo pogo quadrado infinito. Como os prótons e os néutrons nao sao iguais, quatro partículas (dois néutrons e dois prótons) podem 
ocupar o estado n= 1. A energia total é (3 x 4 E\) + (4 x E\) = 16E\, um valor muito menor que o obtido em (a). Os números á esquerda 
de cada pogo sao os números quánticos principáis do pogo quadrado infinito. 


Existe também urna tendéncia dos núcleons para formar pares com núcleons iguais. Dos 257 nuclídeos estáveis, 150 tém um 
número par de néutrons e de prótons, 48 tém um número impar de prótons e um número par de néutrons, 54 tém um número par 
de prótons e um número impar de néutrons e apenas 5 tém um número impar de néutrons e de prótons (veja a Tabela 11-2). 

Como existem aproximadamente 100 elementos diferentes e cerca de 260 nuclídeos estáveis, a média é de 2,6 isótopos 
estáveis por elemento. Os núcleos com Z = 20, 28, 50 e 82 possuem um número de isótopos estáveis maior que a média. Assim, 
por exemplo, o estanho, com Z = 50, tem 10 isótopos estáveis. Os núcleos com N = 20, 28, 50 e 82 também apresentam um 
número de isótonos maior que a média. Esses números, conhecidos como números mágicos , sao a manifestagáo de urna 
estrutura de camadas, do mesmo modo como os “números mágicos” 2, 10, 18 e 36 corresponden! a camadas completas de 
elétrons na estrutura dos átomos. Como vamos ver com mais detalhes na Segáo 11-6, os números mágicos nucleares, entre os 
quais também estáo incluidos os números 2, 8 e 126, representam configuragóes particularmente estáveis. Os físicos acreditam 
que exista urna ilha de estabilidade no entorno de Z = 126. Até o momento, alguns poucos átomos com número atómico até 118 
foram criados nesta regiáo. 


Tabela 11-2Número de néutrons e de prótons em isótopos estáveis 


Z 



N 

Par 

impar 

Par 


150 

48 

impar 


54 

5 


Os nuclídeos que estáo na regiáo entre as duas linhas irregulares da Figura 11-8, mas náo foram indicados por pontos, sáo 
radioativos. A radioatividade será discutida na Segáo 11-3. 


Massa e Energia de Ligagáo 

A massa de um átomo pode ser medida com precisáo com o auxilio de um instrumento conhecido como espectrómetro de 
massa, que determina o valor de q/M a partir da trajetória de íons na presenga de um campo magnético. 9 A massa de qualquer 
átomo é ligeiramente menor que a soma das massas do núcleo e dos elétrons por causa da energia de ligagáo dos elétrons. A 
energia de ligagáo dos elétrons é definida por meio da equagáo 












¿ aito)iica = M v c 2 + Zm f c 2 - M a c 2 = áme 2 


11-9 

na qual M N é a massa do núcleo, M A é a massa do átomo, m e é a massa de um elétron e A m é a massa equivalente á energia 
¿atómica (veja a Segáo 2-3). Como as energías de ligagáo dos átomos sao da ordem de keV, muito menores, portanto, que as 
energías de ligagáo dos núcleos, que sao da ordem de MeV, as energías de ligagáo dos átomos sáo quase sempre ignoradas nos 
estudos de física nuclear. A energia de ligagáo de um núcleo com Z prótons e N néutrons é definida por meio da equagáo 

¿flúciea — Zm p c- 4- Nm n A - m A c 2 11-10 

na qual m p é a massa do próton, m n é a massa de um neutrón e m A é a massa do núcleo. Como a massa de um átomo é 
praticamente igual á soma das massas do núcleo e dos elétrons (já que a energia de ligagáo do átomo é pequeña), a energia de 
ligagáo do núcleo é dada aproximadamente por 

L m]K = ZM tl c‘ + Nm,c ! - A/,c 2 11-11 

na qual M H é a massa de um átomo de hidrogénio e M A é a massa do átomo. Observe que as massas dos Z elétrons se cancelam, 
pois estáo incluidas tanto no valor de M H como no valor de M A . A Equagáo 11-11 é mais conveniente que a Equagáo 11-10 
porque a grandeza medida nos espectrómetros de massa náo é a massa do núcleo e sim a massa do átomo. As massas de todos 
os nuclídeos estáveis e de muitos nuclídeos instáveis aparecem no Apéndice A. 
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FIGURA 11-10 Energia de ligagáo por núcleon em fungáo do número de massa A. A curva representa a fórmula semiempírica de 
Weizsácker, Equagáo 11-12. 


Urna vez conhecida a massa de um núcleo ou de um átomo, a energia de ligagáo pode ser calculada com o auxilio da 
Equagáo 11-10 ou da Equagáo 11-11. A Figura 11-10 mostra a energia de ligagáo por núcleon, BIA , em fungáo de A, para o 
isótopo mais estável de cada elemento. O valor médio é aproximadamente 8,3 MeV/núcleon. O fato de que a curva é 
aproximadamente constante (paraZ >16) indica que a forga nuclear é urna forga saturada. Este fato é explicado, pelo menos 
em parte, pelo pequeño alcance da interagáo forte (veja a Segáo 11-5). Se cada núcleo interagisse com todos os outros núcleons, 
haveria A - 1 interagóes para cada núcleon e a energia de ligagáo por núcleon seria proporcional a A - 1 em vez de ser 
constante. De acordo com a Figura 11-10, existe um número fixo de interagóes por núcleon, o que sugere que cada núcleon é 
atraído apenas pelos vizinhos mais próximos. Esta situagáo também leva a urna densidade constante para a matéria nuclear, o 
que está de acordo com as medidas do raio nuclear. Se a energia de ligagáo por núcleon fosse proporcional ao número de 
núcleons, o raio nuclear seria aproximadamente constante, como acontece com o raio atómico. 



Leitura Suplementar | 

Entre os modelos do núcleo criados pelos físicos, o modelo da gota de líquido tem sido um dos mais 
frutíferos. Foi usado com sucesso para descrever o processo de fissáo, muitas reagóes nucleares e, em 
particular, para prever a energia de ligagáo (ou seja, a massa) de vários isótopos e de núcleons individuáis 




















no interior do núcleo. Esses tópicos sao discutidos na Leitura Suplementar O Modelo da Gota de Líquido e 
a Equagáo de Weizsdcker , disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se 
encontram as Equagóes 11-12 a 11-14, a Tabela 11-3 e os Exemplos 11-4 a 11-6. 


Momentos Angulares e Momentos Magnéticos Nucleares 

Tanto o neutrón como o próton tém um momento angular intrínseco (spin) igual a 1/2; o momento angular do núcleo é a soma 
dos spins e dos momentos angulares orbitais de todos os néutrons e prótons que o compóem. O momento angular resultante é 
chamado de spin nuclear e representado pelo símbolo I. Os núcleons também possuem momentos magnéticos, que se 
combinam para produzir o momento magnético nuclear. Os indicios da existencia do spin nuclear e do momento magnético 
nuclear foram observados pela primeira vez nos espectros atómicos. O spin nuclear se combina com o momento angular J = L + 
S dos elétrons para formar o momento angular total F: 

F=I+J IMS 

De acordo com a regra usual para combinar momentos angulares, os números quánticos possíveis para F sao I + J,I + J~ 1, . . . 
, \I - J\. F obedece á regra de selegáo A F = ±1 ou 0, mas a transigao F = 0 —► F = 0 nao é permitida. O número de valores 
possíveis de Fé 2J+ 1 ou 21+ 1, dependendo de qual dos dois valores é menor. Devido á energía da interagao entre o momento 
magnético eletrónico e o momento magnético nuclear, cada linha do espectro atómico é desdobrada em 2J + 1 ou 27+ 1 linhas. 
Este desdobramento é apenas um dos muitos efeitos que resultam da interagao dos spins e momentos magnéticos nucleares com 
outras partículas existentes ñas vizinhangas do núcleo, conhecidos coletivamente pelo nome de estrutura hiperfina . n O 
desdobramento hiperfino das linhas espectrais associado ao momento magnético nuclear ocorre através de um mecanismo 
análogo ao acoplamento spin-órbita discutido na Segáo 7-5, que é responsável pelo desdobramento fino das linhas espectrais. 
Devido ao acoplamento entre I e J, expresso pela Equagáo 11-15, ao termo devido ao acoplamento spin-órbita que aparece na 
Equagáo 7-68 deve ser somado um termo A E dado pela relagáo análoga 

A E = g„m f itotB r H-16 

na qual g N é o fator de Landé nuclear, m¡ é o número quántico magnético da componente z de I, p^ = eh!2m p é o magnéton 
nuclear e B e é o campo magnético produzido pelos elétrons na posigáo do núcleo (Tabela 11-4). O momento magnético nuclear 
é dado pelo produto g N mj[i N . Com excegáo de p#, que é aproximadamente 1000 vezes menor que p 5 , as grandezas que aparecem 
do lado direito da Equagáo 11-16 sao da mesma ordem que as grandezas correspondentes da Equagáo 7-68; assim, o 
desdobramento hiperfino das linhas espectrais de um átomo é muito pequeño, cerca de 1000 vezes menor que o desdobramento 
fino. A Figura 11-11 mostra, por exemplo, o desdobramento hiperfino das transigóes 2 P 1/2 —► 2 *S)/ 2 ? 2 Pm 2 Sm do sodio (Figura 
7-30), responsável pelas linhas amarelas do sodio (linhas D). Este desdobramento só pode ser observado com instrumentos de 
altíssima resolugáo. Nos últimos anos, o uso de lasers sintonizáveis de corante e da espectroscopia de fluorescencia por feixe 
atómico tornou possível a medida desses pequeños desdobramentos com boa precisáo. 


Tabela 11-4Campo magnético B e produzido pelos elétrons na posigáo do núcleo, para alguns elementos com um 
elétron na última camada 

Elemento 

n 

B e , 2 Si/ 2 (T) 

B e , 2 Pl/2 (T) 

Be, 2 P 3 /2 (T) 

H 

i 

17 

- 

- 

Li 

2 

13 

- 

- 

Na 

3 

44 

4,2 

2,5 

K 

4 

63 

7,9 

4,6 

Rb 

5 

130 

16 

8,6 

Cs 

6 

210 

28 

13 









Fonte : E. Segré, Nuclei and Partióles, 2d ed. (Menlo Park, CA: Benjamin/Cummings, 1977), p. 259. 


A degenerado dos níveis hiperfinos nos núcleos com spin diferente de zero, como, por exemplo, o núcleo do hidrogénio (próton), é 
removida por um campo magnético externo B, em um efeito análogo ao efeito Zeeman. Transigoes entre esses níveis, que, no caso 
do hidrogénio, podem ser induzidas por urna radiagáo com urna energía igual a 2p p B, sao usadas para obter imagens do interior de 
organismos vivos a partir da absorgáo de energía por parte dos prótons existentes na água dos tecidos, urna técnica conhecida como 
IRM (Imagem por Ressonáncia Magnética). 


Nos casos em que / < J, existem 21+1 estados F diferentes; assim, o valor do spin nuclear pode ser determinado 
simplesmente contando o número de linhas do desdobramento hiperfíno. O spin de todos os nuclídeos par-par (nuclídeos com 
um número par de prótons e um número par de néutrons) é zero no estado fundamental. Nesse caso, portanto, os núcleons se 
emparelham de tal forma que os momentos angulares se cancelam aos pares; um fenómeno análogo acontece frequentemente 
com os elétrons atómicos. Se o número de prótons e/ou o número de néutrons é impar, nao existe urna regra simples para 
determinar o valor do spin total. Entre os sucessos do modelo de camadas, que será discutido na Segáo 11-6, está a previsáo 
correta dos spins de muitos núcleos. 


(a) 

2jD :i'Í! 


2 x 10 -3 eV 




0,5 x 1G -6 eV 


/F=3 
/F= 2 
E^F=1 
n F= 0 


ib) 


FIGURA 11-11 (a) As transigoes entre os níveis do dubleto do sodio produzem as linhas amarelas do sodio (linhas D ): a transigáo 2 Pm 
—> 2 S \/2 é responsável pela linha D\ e a transigáo 2 Pm —► 2 Si/ 2 ? pela linha D 2 . O acoplamento entre o momento angular atómico Jo o spin 
nuclear / = 3/2 produz um desdobramento hiperfíno; cada nivel possui um momento angular total F = I + J. Observe que o 
desdobramento hiperfíno de cada dubleto é aproximadamente 1000 vezes menor que o desdobramento fino do nivel 2 P. ( b ) A regra de 
selegáo A F = ±1 ou 0 faz com que a linha D 2 tenha seis componentes. A linha D\ tem quatro componentes, que nao estáo indicados na 
figura. 


O momento magnético do núcleo, g N mj[i N , é da ordem do magnéton nuclear, = eh/2m p , já que g N normalmente é um 
número entre 1 e 5 e o valor máximo de |m 7 | él. O valor exato é difícil de prever, pois depende do movimento dos núcleons. Se 
os prótons e os néutrons se comportassem como os elétrons, que obedecem á equagáo de onda relativística de Dirac, o momento 
magnético associado ao spin seria 1 magnéton nuclear no caso do próton e 0 no caso do néutron, que nao possui carga elétrica. 12 
Os valores experimentáis dos momentos magnéticos dos núcleons sao 

































= +2,79285 jul íV 
(mJ* = -1,91304*% 

Como vamos ver no Capítulo 12, o próton e o neutrón sao partículas mais complexas que o elétron. É interessante notar que os 
desvíos desses momentos em relagáo aos valores previstos pela equagáo de Dirac sao da mesma ordem de grandeza, -1,91 no 
caso do neutrón e +1,79 no caso do próton. Os motivos pelos quais os momentos magnéticos dos núcleons possuem esses 
valores aínda nao sao perfeitamente compreendidos; a diferenga entre os valores teóricos e os valores experimentáis de \i p e \i n é 
da ordem de 1%. 


EXEMPLO 11-7 


Spin Nuclear do Tálio 205 Estudos espectroscopios de alta resolugáo do 205 T1 mostram que todos os 
componentes do dubleto 2 Pm —► 2 S\a (377,7 nm), 2 Pm —► 2 S\n (535,2 nm) apresentam tres componentes hiperfinos. Isso significa 
que existem dois níveis hiperfinos para cada valor de J. Determine o spin do nuclídeo 205 T1. 


SOLUQÁO 

S q I<J, existem 27+ 1 níveis F; se I> J, existem 2J+ 1 níveis F. Como o desdobramento hiperfino indica que existem dois níveis 
para cada J, para o nivel 2 Pm devemos ter 


2/ +1=2 ou V + 1 = 2 

Entretanto, já sabemos que J = 3/2 e, portanto, 2 J + 1 nao pode ser igual a 2. Assim, 27 + 1 = 2 e o spin do 205 T1 (no estado 
fundamental) de ve ser 1/2. 

Note que, para os níveis 2 Pi /2 e 2 Si/ 2 , as duas equagoes acima sao satisfeitas, já que, nos dois casos, 7 = J. 


Exercícios 

1. Por que N é aproximadamente igual a Z nos núcleos estáveis? Por que N é maior que Z nos núcleos pesados? 

2. Por que nao existem isótopos estáveis com Z > 83? 

3. De acordo com a definigáo de unidade unificada de massa, a massa do 12 C, que contém 6 prótons e 6 néutrons, é exatamente 
12,000 u. Por que a massa do 16 0, que contém 8 prótons e 8 néutrons, nao é exatamente igual a 16,000 u? 


11-3 Radioatividade 

Dos mais de 3000 nuclídeos conhecidos, apenas 257 sao estáveis. Todos os outros sao radioativos, ou seja, se transformam 
espontáneamente em outros nuclídeos emitindo radiagáo. Neste contexto, o termo radiagáo se refere tanto a partículas quanto a 
ondas eletromagnéticas. Em 1900, Rutherford descobriu que a taxa de emissáo de radiagáo por parte de urna amostra de urna 
substancia radioativa nao era constante, mas diminuía exponencialmente com o tempo. Essa variagáo exponencial com o tempo 
é característica dos fenómenos que envolvem a radioatividade e indica que se trata de um processo estatístico. Como os núcleos 
estáo bem isolados uns dos outros pelos elétrons atómicos, as variagóes de pressáo e temperatura nao tém nenhum efeito sobre a 
radioatividade. 13 

No caso de um decaimento estatístico (no qual o decaimento de um núcleo em particular é um evento aleatorio), o número 
de núcleos que decaem em um intervalo de tempo dt é proporcional a dt e ao número de núcleos presentes. Se N(t) é o número 
de núcleos radioativos no instante t e ~dN é o número de núcleos que decaem no intervalo dt (o sinal negativo é necessário 
porque N diminuí), temos: 


-dN=\Ndí 11-17 

na qual a constante de proporcionalidade, X, conhecida como constante de decaimento , é a probabilidade por unidade de tempo 
de que um dos núcleos decaia. A solugáo da Equagáo 11-17 é 

N{t) - N ü e~ K¡ 11-18 

na qual No é o número de núcleos no instante t = 0. A taxa de decaimento (conhecida como atividadé) é dada por 



Observe que tanto o número de núcleos N como a atividade R diminuem exponencialmente com o tempo. É a diminuigáo da 
atividade que é medida experimentalmente. A Figura 11-12 mostra o gráfico de N em fungáo de t; para obter o gráfico de R em 
fungáo de t , basta multiplicar por A a escala vertical do gráfico. 

Nao é difícil calcular o tempo medio de vida do núcleo a partir da Equagáo 11-18. Como o número de núcleos com tempo de 
vida entre t e t + dt é o número de núcleos que decaem no intervalo de tempo dt , que é dado por XNdt, a fragáo de núcleos com 
tempos de vida entre tet + dté dada por 

/(O dt = “77“ = ^e~ Kt dt 11-20 

N 0 



FIGURA 11-12 Decaimento exponencial das substancias radioativas. O número de núcleos existentes no instante t diminui 
exponencialmente com t. A meia-vida t\a e o tempo médio de vida x = 1/A, estáo indicados na figura. A atividade R(t) = A N(t) também 
diminui exponencialmente com o tempo. 

Usando esta distribuigáo para calcular o tempo médio de vida, obtemos: 

/ = 7 11-21 

Jo x 

que é o inverso da constante de decaimento A. A meia-vida ty 2 é definida como o tempo necessário para que o número de 
núcleos radioativos se reduza á metade do valor inicial. De acordo com a Equagáo 11-18, temos: 

1 

-N 0 ~ /V 0 tr x,] 3 ou e*' 1 2 - 2 
V = = (ln 2)t = = 0.693 t 11-22 

Depois de um intervalo de urna meia-vida, tanto o número de núcleos que restam na amostra como a atividade estáo reduzidos a 
metade do valor inicial. Assim, por exemplo, se a atividade no instante inicial é R 0 , a atividade será R 0 /2 após transcorrida urna 
meia-vida, R 0 / 4 após transcorridas duas meias-vidas, e assim por diante. Depois de um intervalo de um tempo médio de vida, o 
número de núcleos que restam na amostra e a atividade estáo reduzidos a l/e do valor inicial, em que e = 2,71828... é a base dos 
logaritmos naturais. Assim, se a atividade no instante inicial é R 0 , a atividade ser kRJe após transcorrido um tempo x, RJe 2 após 
transcorrido um tempo 2x, e assim por diante. A unidade de atividade no sistema SI é o becquerel (Bq), definido como urna 
atividade de um decaimento por segundo: 

1 Bq — 1 decaí me nto/s 11-23 

Urna unidade de atividade mais antiga, o curie (Ci), também é usada com frequéncia. O curie é definido da seguinte forma: 

l Ci = 3,7 X lO 10 de calme otos/s = 3 J X 10 ICl Bq 11-24 

Um curie corresponde á atividade de 1 g do elemento rádio. Como se trata de urna unidade muito grande, costuma-se usar os 
submúltiplos milicurie (mCi), microcurie (pCi) e picocurie (pCi). 


t = / = 

JO 


EXEMPLO 11-8 


_| Taxa de Contagem de urna Amostra Radioativa Urna fonte radioativa tem urna meia-vida de 1 minuto. 

No instante t = 0, a fonte é colocada ñas proximidades de um detector e verifica-se que a taxa de contagem (número de partículas 
registradas pelo detector por unidade de tempo) é 2000 contagens/segundo. (a) Determine o tempo médio de vida e a constante de 







decaimento da fonte. ( b ) Determine a taxa de contagem nos instantes t = 1 min, 2 min, 3 min e 10 min. 


SOLUQÁO 

1. A rela 9 áo entre o tempo médio de vida x e a meia-vida t\¡ 2 é dada pela Equagáo 11-22: 

0/2 ~ ( l J1 2 


OU 


h /2 I min 

t = —— = . = 1,44 min = 86,6 s. 

In 2 0,693 

2. De acordo com a Equagáo 11-21, a constante de decaimento é dada por: 

A = 


3. Método 1. A taxa de contagem e a taxa de decaimento R da Equa 9 áo 11-19 sao numéricamente iguais. Como a taxa de contagem 
emí = 0é 2000 contagens por segundo, podemos tomar R 0 na Equagáo 11-19 como igual a 2000 e escrever: 

R = 2000e~ k ' = 2000f~ ílLl&><10 
= 2000 ^ W*, 

= 2000í _cww) ' 

em que té o tempo emminutos. 

4. Podemos agora calcular a taxa de contagem R para os diferentes instantes de tempo que aparecem no enunciado: 

R(í min) = 200()é-" {[í - 6í ’ 3!íií = 2000 X 0,50 
= ÍÜOOcüiuagens/s 

ft(2min) = 2000= 500 con (agen s/s 


I 


86,6 s 


= 1,16 X 10 s 


1-2 «.-> 


e 


R (3 min) = 250 contagens/s 
R (10 min) = 1,95 contagem/s 

5. Método 2. Como a meia-vida é 1 min, a taxa de contagem em t = 1 min é metade do que era em t = 0; em t = 2 min, é metade do 
que era em / = 1; e assim por diante. No caso geral, em t = n min a taxa de contagem será 

«= (l/2)"*o 

e, portanto, 

R (1 min) = (1 ¡2 ) 1 2000 = 1000 contagens/s 


R{ 10min) - (l/2)'°2000 

' = (0,0010) (2000) = 1,95 contagem/s 



Leitura Suplementar | 

Em muitos casos, o decaimento de um núcleo radioativo dá origem a um núcleo que também é radioativo, 
com outra constante de decaimento. Existem sequéncias de decaimentos que produzem mais de urna dúzia 
de nuclídeos diferentes. A forma de calcular a atividade total e a taxa de cria 9 áo desses nuclídeos é 
discutida na Leitura Suplementar Sequéncias de Decaimentos , disponível no site da LTC Editora para este 








livro na Internet, onde também se encontram as Equagóes 11-25 a 11-29, as Figuras 11-13 e 11-14, os 
Exemplos 11-9 e ll-10eos Exercícios 4 e 5. 


11-4 Decaimentos Alfa, Beta e Gama 

Desde a época em que a descoberta da radioatividade natural por Becquerel fomeceu os primeiros indicios da existencia de um 
núcleo atómico, boa parte do que os físicos conhecem a respeito da estrutura nuclear provém do estudo de nuclídeos 
radioativos, ou seja, do estudo das transigóes dos núcleos de um estado quántico para outro de menor energía. Além dos mais de 
2800 isótopos radioativos conhecidos, quase todos os 2000 isótopos que foram previstos teóricamente e ainda nao foram 
observados sao radioativos. Os radioisótopos podem decair pelo menos de nove formas diferentes; entretanto, a maioria dos 
decaimentos acontece através de um, ou ocasionalmente dois, dos seguintes modos: alfa, beta e gama. Os decaimentos restantes 
ocorrem através de mecanismos menos comuns, como a emissao de um próton, a emissao de um neutrón e a fissao espontánea. 
Uns poucos podem decair através de processos extremamente raros, como o duplo decaimento beta, que no momento está 
despertando um interesse considerável, tanto do ponto de vista teórico como experimental. Um dos principáis objetivos dos 
estudos do decaimento de nuclídeos radioativos é obter informagóes a respeito da estrutura dos núcleos, da natureza da 
interagáo nuclear forte e das propriedades das partículas elementares. 

Ñas próximas subsegóes, vamos discutir principalmente os tres tipos mais comuns de decaimento, referindo-nos de 
passagem a outros tipos quando necessário. Nessas discussóes, é interessante nao perder de vista dois aspectos da questáo. O 
primeiro é que a linha de estabilidade da Figura 11-8 corresponde á parte mais profunda do vale que aparece em um gráfico 
tridimensional quando a energía de ligagáo é plotada em um eixo perpendicular aos eixos Nq Z (Figura 11-1 5a). Na Figura 11- 
15a, a energia foi limitada artificialmente a um certo valor (100 MeV); entretanto, existem limites teóricos para o número de 
prótons e néutrons que podem ser incorporados a um núcleo, mesmo um núcleo altamente instável. Esses limites, conhecidos 
pelo nome esdrúxulo de linhas de gotejamento,* sao as linhas irregulares externas que aparecem na Figura 11-15Z? e definem 
urna regiáo no diagrama N-Z no interior da qual se encontram os 5000 e tantos isótopos que, pelo menos em principio, podem 
existir. Os limites sao definidos pelas energías para as quais os núcleos emitem espontáneamente um próton ou um neutrón. 
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FIGURA 11-15 ( a ) Gráfico tridimensional da energia de ligagáo nuclear L (em MeV) em fungáo de Z e de N. A superficie assim formada 
foi truncada em 100 MeV para tomar o vale de energia mais visível. ( b ) Teóricamente, existem mais de 5000 nuclídeos entre as linhas de 
gotejamento de prótons e de néutrons, mas apenas 3000 (regiáo entre as linhas irregulares intemas) existem na natureza ou foram criados 
em laboratorio, e apenas 257 sáo estáveis (pontos). As bordas do vale de energia em ( a ) sáo análogas ás linhas de gotejamento em (ó). 








O segundo aspecto que nao devemos esquecer é que os processos de decaimento obedecem as mesmas leis de conservagáo 
que se aplicam a todos os processos físicos. Em particular, as seis grandezas a seguir sao conservadas: (1) massa-energia 
relativística; (2) carga elétrica; (3) momento linear; (4) momento angular; (5) número de núcleons; (6) número de léptons. 14 As 
primeiras quatro leis de conservagáo sao discutidas exaustivamente nos cursos de física básica; as outras duas estáo relacionadas 
especificamente ás interagdes e decaimentos das partículas elementares e seráo discutidas no Capítulo 12. Voltaremos a falar 
das leis de conservagáo durante a discussáo dos tres tipos mais comuns de decaimento. 


Decaimento Alfa 


Em um tipo de detector de fumaga, partículas a emitidas por urna pequeña quantidade de 241 Am ionizam o ar, permitindo a 
passagem de urna corrente elétrica entre dois eletrodos. Em caso de incendio, a fumaga neutraliza parte dos íons e a redugáo da 
corrente elétrica faz soar um alarme. Este detector é mais sensível que os modelos que usam sensores fotelétricos. 


Para que urna substáncia radioativa seja encontrada na natureza, é preciso que a meia-vida náo seja muito menor que a idade da 
Terra (cerca de 4,5 x 10 9 anos) ou que a substáncia seja produzida continuamente a partir do decaimento de outra substáncia 
radioativa. Para que um nuclídeo seja radioativo, é preciso que sua massa seja maior que a soma das massas dos produtos do 
decaimento. Muitos núcleos pesados decaem emitindo partículas a. Como a barreira de Coulomb se opóe ao processo de 
decaimento (a partícula a precisa passar por urna regiáo na qual a energía é menor que a energía potencial, como na Figura 11- 
\a, o que so é possível gragas ao efeito túnel), a meia-vida associada ao decaimento alfa pode ser muito grande se a energía do 
decaimento for pequeña, ou seja, se a largura da barreira a ser atravessada for grande. Na verdade, a relagáo entre a meia-vida 
de um emissor a e a energía da partícula a emitida é táo evidente que foi notada pela primeira vez por dois assistentes de 
Rutherford, Geiger e Nuttall em 1911, isto é, no mesmo ano em que Rutherford descobriu o núcleo. A relagáo geral, conhecida 
como regra de Geiger-Nuttall , está representada gráficamente na Figura 11-16 e pode ser expressa pela equagáo 

logfifl = AE~^ + B 11-30 

na qual F a éa energía cinética da partícula a emitida qAqB sáo constantes determinadas experimentalmente. 
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FIGURA 11-16 A relagáo de Geiger-Nuttall aparece claramente em um gráfico semilog da meia-vida dos emissores a naturais em 
fungáo da energía cinética das partículas a emitidas. A curva tracejada representa a regra empírica de Geiger-Nuttall, dada pela Equagáo 
11-30. 


Mais tarde, foi demonstrado que era possível chegar a urna expressáo para a meia-vida dos emissores a a partir da equagáo 
de Schródinger, tratando o decaimento a como um fenómeno de penetragáo de barreira. A boa concordáncia com os resultados 
experimentáis foi um dos primeiros sucessos da mecánica ondulatoria. Básicamente, a solugáo consiste em imaginar que as 
partículas a sáo mantidas no interior do núcleo por urna barreira de potencial, como na Figura 11-1. A Figura 11-17 mostra as 
fungóes de onda de duas partículas com diferentes energías. O potencial para r> Ré tomado como a fungáo de Coulomb V(r) = 
zZe 2 /4n& 0 r , na qual z = 2 para urna partícula a, com urna transigáo suave para o potencial nuclear. A probabilidade de que a 
partícula a atravesse a barreira é igual ao coeficiente de transmissáo T que foi calculado na Segáo 6-6, Equagóes 6-75 e 6-76. A 



constante de decaimento X = 1/t = 0,693/¿i / 2 é igual ao produto do coeficiente de transmissáo pela frequéncia com a qual a 
partícula a se choca com a barreira. A frequéncia, dada pela Equagáo 6-78, depende da velocidade v da partícula a, que, por sua 
vez, é fungáo da energia cinética da partícula e do raio do núcleo. Assim, 



FIGURA 11-17 Representagáo esquemática das fungoes de onda de duas partículas a com energías E a i e E a2 no interior do pogo de 
potencial. A probabilidade de a partícula de energia E a \ penetrar na barreira é maior porque a barreira é mais estreita para a energia E a \ do 
que para a energia E a2 . Assim, a amplitude de \|/(al) é maior do lado de fora do núcleo que a amplitude de \|/(a2) e, portanto, X(al) > 
X(a2) e ¿i/ 2 (al) < ti/ 2 (a2). 
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O resultado final, obtido por B. Taagepera e M. Nurmia, é o seguinte: 

logf l/2 = 1.61 (ZE-'V - Z 2/3 ) - 28,9 11-32 


na qual ty 2 é a meia-vida em anos, f a éa energia das partículas a em MeV e Z é o número de prótons do nuclídeo filho. Note 
que, como X (e, portanto, tm) depende do raio nuclear, a medida da meia-vida e da energia das partículas a emitidas por um 
nuclídeo permite obter urna estimativa do raio nuclear que é independente dos métodos mencionados na Segáo 11-2. 

Todos os núcleos muito pesados (Z > 82) sao teóricamente instáveis em relagáo ao decaimento a porque a massa do núcleo 
pai é maior do que a soma das massas dos produtos do decaimento: o núcleo filho e urna partícula a. Quando um núcleo emite 
urna partícula a, os valores de N e Z diminuem de duas unidades e o valor de A diminuí de quatro unidades. Existem quatro 
possíveis cadeias ou sequéncias de decaimentos a, dependendo de se A é igual a 4n, 4n + 1, 4n + 2 ou 4n + 3, e n é um número 
inteiro. As cadeias comegam com n = 58 para a primeira e a quarta cadeias e n = 59 para a segunda e a terceira cadeias. Todas 
as cadeias, exceto urna, sao encontradas na natureza. A cadeia 4n + 1 nao existe naturalmente porque o membro com meia-vida 
mais longa (com excegáo, é claro, do produto final, 205 T1, que é estável), o 237 Np, tem urna meia-vida de apenas 2 x 10 6 anos, 
muito menor que a idade da Terra; assim, todo o 237 Np que existia quando a Terra se formou já decaiu há muito tempo. 

A Figura 11-18 mostra a série do torio, para a qual A = 4 n, que comega com o decaimento a de 232 Th para 228 Ra. Cada vez 
que n diminuí de 1 , A diminuí de 4, até que o nuclídeo resultante seja estável. O nuclídeo filho de um decaimento a fica á 
esquerda (do lado rico em néutrons) da linha de estabilidade (reta tracejada) e, por isso, muitas vezes sofre um decaimento p _ , 
no qual um néutron se transforma em um próton emitindo um elétron. Na Figura 11-18, o 228 Ra sofre um decaimento p~ e se 
transforma em 228 Ac, que sofre outro decaimento p“ e se transforma em 228 Th. Ocorrem entáo quatro decaimentos a sucessivos, 
dando origem ao nuclídeo 212 Pb, que se transforma em 212 Bi por um decaimento p. Em seguida, a cadeia se ramifica; o 212 Bi 
pode sofrer um decaimento a, transformando-se em 208 T1, ou um decaimento p - , transformando-se em 212 Po. Os dois ramos se 
encontram no isótopo estável do chumbo 208 Pb. A série 4n + 2 comega com o 238 U e acaba com o 206 Pb; a série 4n + 3 comega 
com o 235 U e acaba com o 209 Pb. A Figura 11-19 mostra o espectro de um decaimento a típico. 
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FIGURA 11-18 Série de decaimentos a do torio (4 ri). A reta tracejada é a linha de estabilidade (parte mais funda do vale de energía) que 
aparece ñas Figuras 11-8 e 11-15. 



Leitura Suplemental-1 

O espectro de energía das partículas a emitidas por um núcleo pesado apresenta urna série de picos. A 
maior energía corresponde á transigáo do núcleo pai para o estado fundamental do núcleo filho; as outras 
corresponden! a transigoes do núcleo pai para estados excitados do núcleo filho. O uso do espectro de 
energía do decaimento a para determinar os estados excitados do núcleo filho é discutido na Leitura 
Suplementar Níveis de Energía do Decaimento Alfa , disponível no site da LTC Editora para este livro na 
Internet, onde também se encontram copias das Figuras 11-19 e 11-20, as Equagoes 11-33 a 11-36 e o 
Exemplo 11-11. 


Decaimento Beta 

Existem tres processos de decaimento radioativo nos quais o número de massa A permanece constante, enquanto Z e N variam 
de urna unidade: a emissáo p - , em que um elétron é emitido e um dos néutrons do núcleo se transforma em um próton; a 
emissáo P + , em que um positrón é emitido e um dos prótons do núcleo se transforma em um neutrón; e a captura eletrónica, em 
que um dos elétrons do átomo (em geral um elétron Is) é capturado e um dos prótons do núcleo se transforma em um neutrón. 
Os núcleos que se encontram no lado rico em néutrons do vale de estabilidade da Figura 11-15 tendem decair por emissáo p - , 
enquanto os núcleos que estáo no lado rico em prótons tendem a decair por emissáo P + ou captura eletrónica. Vamos discutir 
separadamente cada um desses processos. 










FIGURA 11-19 Espectro de energía das partículas alfa emitidas pelo 227 Th. As partículas a de maior energía (oto) correspondem a 
transicoes para o estado fundamental do 223 Ra com urna energía Q = 6,04 MeV. As partículas de energía um pouco menor ( 0 . 30 ) 
correspondem a transicoes para o primeiro estado excitado do 223 Ra, 30 keV acima do estado fundamental. Os níveis de energía do núcleo 
filho, 223 Ra, podem ser determinados a partir do espectro de energía das partículas a. 
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FIGURA 11 -20 Níveis de energía do 223 Ra, determinados a partir do espectro de energía das partículas a emitidas pelo 227 Th (Figura 11- 
19). Apenas os níveis de energía até 286 keV e alguns decaimentos y sao mostrados na figura. 


Emissáo P O exemplo mais simples de emissao p~ é o do neutrón livre, que decaí em um próton e um elétron com urna meia- 
vida de 10,8 minutos. A energía liberada no decaimento é 0,78 MeV, a diferenga entre a energía de repouso do neutrón (939,57 
MeV) e a soma das energías de repouso do próton e do elétron (938,28 + 0,51 = 938,79 MeV). Nos decaimentos P“, um núcleo 
de número de massa A, número atómico Z e número de néutrons N se transforma em um núcleo de número de massa A, número 
atómico Z' = Z + 1 e número de néutrons N' = N- 1, emitindo um elétron para que a leí de conservagáo da carga seja respeitada. 
















A energía do decaimento, Q , é igual á diferenga entre a massa do núcleo pai e a soma das massas dos produtos do decaimento 
multiplicada por c 2 . Somando as massas dos Z elétrons á massa do núcleo pai e as massas dos produtos do decaimento, podemos 
escrever Q em termos das massas atómicas do átomo pai e do átomo filho: 
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FIGURA 11-21 Espectro de energía dos elétrons emitidos no decaimento |3. A curva mostra o número N de elétrons por intervalo de 
energía em fungáo da energía cinética E^. O fato de que os elétrons nao sao todos emitidos com a energía cinética E max revela que outra 
partícula é emitida e divide com o elétron a energía disponível. 

Q 

4 = Mp - M d 11-37 

€ 

Outra forma de interpretar este resultado é observar que, na emissáo P“, os produtos fináis sao um elétron livre e um ion de 
carga nuclear Z + 1 com Z elétrons atómicos. Como a massa de um átomo neutro de carga nuclear Z + 1 é a soma da massa 
desse ion com a massa de um elétron, a variagáo total de massa é igual á diferenga entre as massas do átomo pai e do átomo 
filho. Se a energia do decaimento, Q , fosse compartilhada apenas pelo átomo filho e pelo elétron emitido, a energia do elétron 
teria, como no caso do decaimento a, um valor definido, determinado pelas leis de conservagáo da energia e do momento. Os 
experimentos revelam, porém, que a energia do elétron emitido pode ter qualquer valor entre zero e a energia máxima 
disponível, E max . A Figura 11-21 mostra um espectro de energia típico do decaimento P; compare este espectro com o espectro 
de energia do decaimento a (Figura 11-19). Nos decaimentos em que a energia cinética do elétron é menor que a energia E max , 
parece estar havendo urna violagáo da lei de conservagáo da energia, já que, nesses decaimentos, Q/c 2 < M P - M F . É fácil 
mostrar que o momento linear aparentemente também nao é conservado nestes decaimentos, nem o momento angular, já que o 
neutrón, o próton e o elétron sao partículas de spin 1 / 2 . 

Urna solugáo para esta aparente violagáo múltipla das leis de conservagáo foi proposta por Wolfgang Pauli em 1930. 
Segundo Pauli, o decaimento P envolvería a emissáo de urna terceira partícula com os valores de energia, momento linear e 
momento angular necessários para que as tres grandezas fossem conservadas no processo de decaimento. A partícula náo teria 
carga elétrica, urna vez que a carga era conservada, mesmo na sua ausencia. A massa da partícula deveria ser muito menor que a 
do elétron, já que a energia máxima dos elétrons emitidos no decaimento p era praticamente igual a Q, a energia total disponível 
para o decaimento. Em 1933, Enrico Fermi formulou urna teoría altamente satisfatória para o decaimento p que incluía a 
partícula postulada por Pauli, chamada por Fermi de neutrino (“pequeño neutro”, em italiano) para distingui-la de urna partícula 
neutra com massa comparável á do próton, o neutrón, que tinha sido descoberto por Chadwick no ano anterior. Os neutrinos so 
foram observados em laboratorio no ano de 1956, em um experimento realizado por Clyde Cowan e Frederick Reines. Hoje se 
sabe que existem seis tipos de neutrinos, um (v e ) associado aos elétrons, um (v^) associado aos múons, um (v T ) associado aos 
táuons e as antipartículas correspondentes, representadas pelos símbolos, e Os elétrons, múons e táuons, juntamente 

com os neutrinos, formam urna familia de partículas chamadas léptons , que seráo discutidas no Capítulo 12. O decaimento de 
um neutrón livre pode ser expresso através da equagáo 

n —* p + ¡i~ + vi 11 -38 

e o do 198 Au, um emissor p“ mais ou menos típico, através da equagáo 

,9 ®Au-* |I>s Hjz + P" + v t 11-39 

na qual, de acordo com a lei de conservagáo do número de léptons (veja a Segáo 12-3), a emissáo de um elétron (P - ) deve ser 
acompanhada pela emissáo de um antineutrino. De acordo com os resultados experimentáis mais recentes, a massa do neutrino 
do elétron deve ser maior que zero e menor que 2,2 eV/c 2 , um valor equivalente a 4 x 10 “ 6 vezes a massa do elétron. 

Emissáo P Na emissáo P + , um próton se transforma em neutrón com a emissáo de um positrón e um neutrino. Um próton 
livre náo pode decair por emissáo p + por causa da lei de conservagáo de energia (a energia de repouso do neutrón é maior que a 




do próton), mas, gragas ao efeito da energia de ligagáo, um próton no interior de um núcleo pode emitir um positrón. Um 
decaimento por emissáo p + típico é o seguinte: 


+ p* + .y H-IO 

O único emissor p + natural conhecido é o 40 K, que também pode decair por emissáo p” e por captura eletrónica! A reagáo é a 
seguinte: 

fj¡K-*fgAr + p + + v f 11-41 


Como em todas as transformagóes nucleares, existe urna relagáo entre a energia do decaimento Q e a diferenga entre a massa do 
núcleo pai e a soma das massas dos produtos do decaimento. Observe que, quando somamos as massas dos Z elétrons as massas 
dos núcleos (Z = 7 no caso da Equagáo 11-40 e Z = 19 no caso da Equagáo 11-41), obtemos do lado direito de cada equagáo a 
massa do átomo filho mais duas massas eletrónicas (o positrón e o elétron tém massas iguais). A relagáo entre a energia do 
decaimento p + e as massas atómicas do átomo pai e do átomo filho é, portanto, 


% = M P - ( M d + 2 m,} 

C 
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Outra forma de interpretar este resultado é observar que, na emissáo P + , os produtos fináis sáo um positrón (que possui a mesma 
massa que um elétron) e um ion de carga nuclear Z~ 1 com Z elétrons atómicos. Como a massa de um átomo neutro de carga 
nuclear Z - 1 é a massa desse ion menos a massa de um elétron, a variagáo total de massa é igual á diferenga entre as massas do 
átomo pai e do átomo filho mais a massa de dois elétrons. Assim, a emissáo p + náo pode ocorrer, a menos que a diferenga de 
energia seja pelo menos 2 m e c 2 = 1,022 MeV. 

Como já observamos, elétrons e pósitrons náo podem existir no interior do núcleo antes de um decaimento; assim como os 
fótons sáo criados quando um átomo sofre urna transigáo para um estado de menor energia, essas partículas sáo criadas, pela 
conversáo de energia em massa, durante o processo de decaimento. Sob este aspecto, o decaimento p é mais parecido com a 
emissáo de fótons do que com o decaimento a. Existe, porém, urna diferenga fundamental entre a emissáo de elétrons (e 
neutrinos) por um núcleo excitado e a emissáo de fótons por um átomo excitado. Os átomos emitem fótons quando um elétron 
ligado ao núcleo pela interagáo eletromagnética passa para um estado de menor energia. Acontece que a interagáo 
eletromagnética náo pode ser responsável por processos como o decaimento de um neutrón, pois o neutrón náo possui carga 
elétrica. Assim, para explicar o decaimento p, temos que admitir a existencia de um novo tipo de interagáo. Como os tempos de 
vida associados ao decaimento p sáo muito maiores que o tempo característico dos fenómenos nucleares (que é da ordem de 
1 CT 23 s, o tempo que urna partícula que se move com a velocidade da luz leva para percorrer urna distáncia igual ao diámetro do 
núcleo), a nova interagáo deve agir durante um longo tempo (em comparagáo com o tempo característico dos fenómenos 
nucleares) para produzir o decaimento. Isso significa que é muito mais fraca que a interagáo entre os núcleons e, por essa razáo, 
foi denominada interagáo fraca. Existem, portanto, duas interagóes nucleares distintas: a interagáo forte e a interagáo fraca. Ao 
contrário da interagáo eletromagnética, as duas interagóes sáo de curto alcance. 


A Tomografia por Emissáo de Pósitrons, também conhecida como PET, as iniciáis do nome da técnica em inglés, Positrón 
Emission Tomography, produz imagens do interior do corpo humano com base na detecgáo dos raios gama emitidos nos locáis 
onde os pósitrons produzidos pelo decaimento P + de urna substancia radioativa sofrem aniquilagáo ao se encontrarem com elétrons 
dos tecidos do organismo. 


Captura Eletrónica Na captura eletrónica, um próton no interior do núcleo captura um elétron atómico e se transforma em 
um neutrón, ao mesmo tempo que emite um neutrino; assim, o efeito sobre o número atómico é o mesmo da emissáo p + . A 
energia disponível para o processo é dada por 

ü 

= M P - M d 11-43 

c " 1 

Para que a captura eletrónica seja possível, basta que a massa de um átomo de número atómico Z seja maior que a massa de um 
átomo de número atómico Z - 1. Quando a diferenga entre as massas é maior que 2 m e , a emissáo p + também é possível e os dois 
processos competem entre si. A probabilidade de captura eletrónica é proporcional á integral do quadrado da fungáo de onda do 
elétron na regiáo ocupada pelo núcleo e, portanto, tem um valor significativo apenas para os elétrons 1 s da camada K e, em 
alguns casos, para os elétrons 2 s da camada L. Um exemplo típico de captura eletrónica é a reagáo 

aiCr-*!jV + iv 11-44 

para a qual Q = 0,751 MeV. Observe que a emissáo de um neutrino é necessária para conservar o número de léptons, já que o 
elétron capturado desaparece. 


Podemos compreender melhor os processos de decaimento p analisando-os a partir do vale de energía que aparece em 
gráficos tridimensionais como o da Figura 11-15, nos quais dois eixos corresponden! ao número de néutrons e ao número de 
prótons e o terceiro eixo á energía calculada com o auxilio da equagáo de Weizsácker (Equagáo 11-14). Cortes no sólido da 
Figura 11-15 a maniendo o valor de A constante resultam em parábolas, já que a Equagáo 11-14 é do segundo grau em Z. 
Quando A é impar, existe apenas urna parábola, já que a 5 = 0; quando A é par, existem duas parábolas, urna para a 5 = 12 
MeV/c 2 , se Ae Z forem pares, e outra para a 5 = -12 MeV/c 2 , se TVe Z forem impares. A Figura 11-22 mostra dois exemplos. Os 
decaimentos p sempre ocorrem ao longo das paredes do vale, em diregáo ao ponto de menor energía, no fundo do vale, que 
corresponde a um isótopo estável. Observe na Figura 11-22 b que existe a possibilidade de um duplo decaimento P, do 60 Fe para 
o 60 Ni. Como seria de se esperar, a probabilidade de que duas partículas P~ sejam produzidas simultáneamente é muito pequeña. 
Até 1985, a existencia do duplo decaimento p era conhecida apenas indiretamente, através da análise da abundancia relativa de 
produtos de decaimento em amostras geológicas. Em 1985, Steven Elliott e colaboradores observaran! este tipo de decaimento 
em 82 Se. A reagáo é a seguinte: 
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FIGURA 11-22 Gráficos de A constante representam cortes no vale de energía da Figura ll-15¿z. A energía, calculada a partir da 
equagáo de Weizsácker, está expressa em unidades de massa. (a) Para os núcleos com A impar, como o núcleo com A =101 mostrado na 
figura, Z é impar e N é par ou Z é par e N é impar; nos dois casos, a 5 = 0. (b) Para os núcleos com A par, como o núcleo com A = 60 
mostrado na figura, Z e N sáo pares, caso em que a 5 = 12 MeV/c 2 , ou Z e N sáo impares, caso em que a 5 = -12 MeV/c 2 . A parábola par¬ 
par é a debaixo. 


gSc^gKr + p- + p" + v, + v, 11-45 

A meia-vida para o duplo decaimento p medida por Elliott é 1,1 x 10 20 anos! Mais recentemente, o duplo decaimento p foi 
observado em outros nuclídeos. Teóricamente, se o neutrino possui urna pequeña massa de repouso, como mostram os 
resultados experimentáis mais recentes, a reagáo da Equagáo 11-45 pode ocorrer sem emissáo de neutrinos. A observagáo de um 
duplo decaimento P sem emissáo de neutrinos poderia ter importantes consequéncias tanto para a física das partículas 
elementares quanto para a cosmología. Até o momento, porém, este tipo de decaimento ainda náo foi observado. 


EXEMPLO 11-12 


Energía Máxima da Emissáo p + no 40 K Um dos modos de decaimento do 40 K é a emissáo de pósitrons 
(Equagáo 11-41). Qual é a energía máxima dos pósitrons? 


SOLUQÁO 

1. A energía máxima Q dos pósitrons é dada pela Equagáo 11-42 com o 40 K como pai e o 40 Ar como filho: 


Q 


= Af P - 


(M d + 2 m e ) 


2. As massas atómicas aparecem no Apéndice A: 





M( 40 K) = 39,964000 u 
A/( í0 Ar) = 3y,9623841) 

m, = 5,4858 x lü" 4 u 

3. Substituindo estes valores na equatpáo do ítem 1, temos: 

4 - 39,964000 u - [39,962384 - 2 X 3,4858 X ]Ü^]u 
c 

= 0,000519 u X 93 J ,5 McV/c 2, u 
= 0,483 MeV/c 2 

Observagáo: A energía máxima dos pósitrons foi calculada desprezando o recuo do núcleo de Ar. 


EXEMPLO 11-13 


Decaí mentó do ^|Np Determine os modos permitidos para o decaimento do 2 |^Np. 


SOLUQÁO 

Os quatro modos possíveis de decaimento sao os seguintes: 


Decaimento a: 2 ^Np-> ^Pa + ot 

Decaimento |3 _ : 2 ^Np - > 2 ^Pu + (T + V e 

Decaimento p + : 2 ^Np-> 2 |>U + + v # 

Captura eletrónica: 2 ^Np-> 2 £»U + v e 

As energias de decaimento correspondentes sao as seguintes: 


Decaimento a (Equa^áo 11-34) 


Q 

A = 233,040805 - (229,032085 + 4,002603) 

€ 

= 0,006117 u = 5,70 MeV/c 2 

Como este valor é positivo, o decaimento a é permitido. 


Decaimento p (Equa^áo 11-37) 

A = 233,040805 - 233.042963 
c 

= -0,002158 u = -2,01 MeV/c 2 

Como este valor é negativo, o decaimento ( J r é proibido. 

Decaimento p + (Equa^ao 11-42) 

^ - 233,040805 - (233,039630 + 2 X 5,4858 X 10“ 4 ) 
= 0,000078 n = 0,073 MeV/c 2 

O decaimento |V é permitido. 


Q 

A = 233,040805 - 233,039630 
c~ 

= 0,001175 u = 1,09 MeV/c 2 


Captura eletrónica (I ípiacao 11-43) 









A captura eletrónica é permitida. 

Assim, o decaimento a, o decaimento (3 + e a captura eletrónica sao permitidos, mas a energia disponível para o decaimento p + é 
muito pequeña. O decaimento P“ é proibido. Na prática, o 233 Np decai mais de 99% das vezes por captura eletrónica e 0,3% das vezes 
por decaimento a. O decaimento p + nunca foi observado. 


Decaimento Gama 

No decaimento y, um núcleo em um estado excitado decai para um estado de menor energia do mesmo isótopo por emissao de 
um fóton. Este tipo de decaimento é o análogo nuclear da emissao de luz pelos átomos. Como o espagamento dos níveis de 
energia nucleares é da ordem de MeV (e nao de eV, como no caso dos átomos), os comprimentos de onda dos fótons emitidos 
sao da ordem de 





1240 eV * nm 
1 MeV 


— 1,24 X 10 3 nm 


Os decaimentos a e P sao frequentemente seguidos por um decaimento y. Quando um núcleo radioativo decai por emissao 
beta para um estado excitado do núcleo filho, por exemplo, muitas vezes o núcleo fílho decai para o estado fundamental 
emitindo um ou mais raios y. O tempo médio de vida para o decaimento y é em geral muito pequeño, da ordem de KT 11 s. É 
difícil medir diretamente tempos de vida táo curtos, mas, ás vezes, o tempo de vida pode ser determinado de forma indireta, 
medindo a largura de linha natural T da transigáo e usando a relagáo de incerteza x = h/T para calcular o tempo de vida. Alguns 
emissores y apresentam tempos de vida extremamente longos, da ordem de horas ou mesmo anos, em casos raros. Estados 
instáveis com tempos de vida anormalmente longos recebem o nome de estados metaestáveis. A existencia destes estados é urna 
consequéncia das regras de selegáo da mecánica quántica que govemam as transigóes entre níveis de energia, tanto nos átomos 
como nos núcleos. De acordo com urna dessas regras de selegáo, grandes variagóes de momento angular (spin) sao proibidas 
para os decaimentos y, ou seja, a probabilidade de que ocorra urna transigáo com essa característica é muito pequeña. É por isso 
que, por exemplo, o primeiro estado excitado do 93 Nb decai para o estado fundamental com urna meia-vida de 13,6 anos. O spin 
do estado metaestável é 1/2, enquanto o do estado fundamental é 9/2. Para que o decaimento ocorra, é preciso que o raio y seja 
emitido com Ah de momento angular, um evento extremamente improvável, o que explica a longa meia-vida do estado excitado. 


hf 

p = hf/c 


J 


Me 2 
P 


FIGURA 11-23 Um núcleo com energia de repouso Me 2 emite um fóton de energia hf e momento p = hf/c. De acordo com a leí de 
conservagáo do momento, o núcleo deve sofrer um recuo tal que o momento após a emissao seja igual a p. 


Energía do Decaimento A energia hf do raio y emitido é igual á diferenga de energia entre os estados envolvidos: 


hf — E aup E M 
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em que E sup é a energia do nivel superior e E mí a energia do nivel inferior. A Figura 11-20 mostra os decaimentos gama entre 
alguns dos estados excitados do 223 Ra que resultam do decaimento a do 227 Th. Assim, por exemplo, um núcleo de 223 Ra que se 
encontra em um estado 174 keV acima do estado fundamental emite um raio y e decai para um estado 61 keV acima do estado 
fundamental. De acordo com a Equagáo 11-46, a energia desse raio yé 174-61 = 113 keV. Na verdade, de acordo com a lei de 
conservagáo do momento linear, o núcleo de 223 Ra sofre um recuo ao emitir o fóton, o que faz com que absorva parte da energia 
(veja a Figura 11-23). A energia do recuo, E n é dada por 


¿ = (Jfl 

2M IMp 
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na qual Méa massa do núcleo. Na prática, a energia do raio gama emitido é sempre muito menor que a energia de repouso do 
núcleo, ou seja, hf« Me 2 ou hf/Mc 2 « 1. Assim, E r « hf e a Equagáo 11-46 é urna excelente aproximagáo para a energia do 
raio gama. 


A extrema precisáo das medidas de frequéncia que o efeito Móssbauer possibilita tem aplicagáo prática em muitas 
áreas, como a medida do desvio gravitacional para o vermelho, o estudo de impurezas e imperfeigoes nos sólidos 
cristalinos e a medida do efeito Doppler transversal (veja a Segáo 1-5), para dar apenas tres exemplos. 







Conversáo Interna Quando um processo de decaimento produz um núcleo em um estado excitado, urna importante 
alternativa para a emissáo de raios gama é o processo de conversáo interna. Neste processo, a energía em excesso do núcleo é 
transferida para um elétron orbital, que é ejetado do átomo. Em geral, o elétron ejetado pertence a urna das camadas mais 
próximas do núcleo, a camada K ou a camada L. A energía cinética com a qual o elétron é ejetado é igual á diferenga de energía 
entre os estados nucleares envolvidos menos a energía de ligagáo do elétron. Como as energías de ligagáo dos elétrons sáo 
conhecidas para quase todos os elementos, a medida da energia cinética desses elétrons de conversáo pode ser usada para 
determinar a energia de muitos estados nucleares. Embora, de acordo com a mecánica quántica, a conversáo interna seja um 
processo de apenas um estágio, foi visto inicialmente como a emissáo de um fóton seguida por urna interagáo do fóton com um 
elétron do mesmo átomo, semelhante ao efeito fotelétrico; esta é a razáo pela qual o fenómeno recebeu o nome de conversáo 
interna. 



Leitura Suplementar 

Em 1958, Rudolf Móssbauer 15 observou um efeito notável: a emissáo de raios y sem recuo por átomos 
excitados de 191 Ir. Esta descoberta, que ele realizou enquanto trabalhava em sua tese de doutorado e logo 
foi utilizada em muitas aplicagoes práticas, é descrita na Leitura Suplementar O Efeito Móssbauer , 
disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Figuras 11-24 
a 11-26. 


Exercícios 

6. O decaimento do nuclídeo 93 Nb do primeiro estado excitado para o estado fundamental exige que o raio y transporte 4 h 
unidades de momento angular. Como isso é possível, se o momento angular intrínseco do raio y é 1/z? 

7. Por que a série de decaimentos A = 4n + 1 náo existe naturalmente? 

8. Os decaimentos por emissáo a sáo frequentemente seguidos por decaimentos por emissáo p. Quando isso ocorre, quase 
sempre o decaimento é do tipo p“. Por qué? 

9. De que forma a aplicagáo de urna alta pressáo a urna amostra pode afetar o tempo de vida de um núcleo que decai por captura 
eletrónica? Por que os outros tipos de decaimento náo sáo afetados? 


11-5 A Forga Nuclear 

O estudo da física nuclear é muito diferente do estudo da física atómica. O átomo mais simples, o de hidrogénio, pode ser 
descrito com exatidáo resolvendo a equagáo de Schródinger e tomando como energia potencial a energia de interagáo entre o 
elétron e o próton, V(r) = ~ke 2 lr (embora, como vimos, a matemática envolvida seja bastante sofisticada). O núcleo mais 
simples (depois do próton isolado) é o déuteron, constituido por um próton e um neutrón. Náo podemos resolver a equagáo de 
Schródinger para este problema porque, embora muitas de suas características tenham sido determinadas, a fungáo matemática 
exata da energia potencial da interagáo, V, náo é conhecida. Náo existe um método macroscópico para medir a forga entre um 
neutrón e um próton. O fato de que muitos núcleos sáo estáveis é urna pro va concreta de que os núcleos estáo sujeitos a 
interagóes muito mais fortes que a interagáo gravitacional e a interagáo eletromagnética. Tomando o 4 He como exemplo, a 
energia potencial eletrostática de dois prótons separados por urna distáncia de 1 fm é dada por 


V = 



i,44 MeV - fm 
I fm 


1,44 MeV 


Note que a energia potencial é positiva, ou seja, a forga eletrostática entre os prótons é repulsiva, como seria de se esperar. Por 
outro lado, a energia necessária para remover um próton ou um neutrón do 4 He é aproximadamente 20 MeV. A forga que 
mantém os núcleons unidos deve ser atrativa e muito maior que a forga de Coulomb, pois os néutrons sáo eletricamente neutros 
e, portanto, náo estáo sujeitos á forga de Coulomb, enquanto os prótons, como vimos, estáo sujeitos a urna forga eletrostática 
repulsiva. Náo é possível atribuir a estabilidade dos núcleos á atragáo gravitacional, já que, como mostra o Exemplo 11-14, a 
forga gravitacional entre dois prótons no interior do núcleo é muito menor que a repulsáo eletrostática. A conclusáo é de que a 
interagáo atrativa que mantém os núcleos coesos deve ser muito forte. Essa interagáo é conhecida como forga nuclear. 


Características da Forga Nuclear 


A determinagáo das características da forga nuclear é um dos principáis objetivos da física nuclear. Muitas informagóes a 









respeito desta forga tém sido obtidas a partir de experimentos de espalhamento envolvendo prótons, néutrons e outras partículas. 
Acontece que, enquanto os resultados de um experimento de espalhamento podem ser previstos com base no conhecimento das 
forgas envolvidas, a recíproca nao é verdadeira, ou seja, as forgas nao podem ser determinadas com exatidáo a partir dos 
resultados de experimentos de espalhamento. Entretanto, os resultados dos experimentos de espalhamento revelam que (1) a 
forga nuclear nao depende do tipo de núcleon, ou seja, é a mesma para interagóes do tipo n-n, p-p e n-p ; (2) a forga é muito 
grande quando as partículas estáo próximas, mas se torna praticamente nula quando a distancia entre as partículas é maior que 
alguns femtómetros; (3) a forga é do tipo saturado. A energía potencial da interagáo núcleo-núcleo pode ser representada, em 
primeira aproximagáo, como um pogo de potencial quadrado com urna profundidade de 40 MeV e urna largura de alguns 
femtómetros. 


EXEMPLO 11-14 


Razáo F gra JF e \ e t para Dois Prótons Compare a forga de atragáo gravitacional com a forga de repulsáo 
eletrostática no caso de dois prótons. 


SOLUQÁO 

A repulsáo eletrostática entre dois prótons separados por urna distancia r é dada por 


1 e - (1,60 X 10" l9 C) a 


Fekl 4ire„ r 2 4 


e a atragáo gravitacional é dada por 


r — / t__ 

* gTflV 1 1 _2 


m £ p O (1,67 X 10 27 kg) 2 


A razáo entre as duas forgas náo depende de r e é dada por 


F 

&rav 

■^elet 


F 

1 gfÍLV 

^Let 


Gml 

(1/4ire 0 )e 2 

(6.67 X 10“ M N • m 2 /kg 2 ) (1,67 X IO“ 27 kg) 2 
(8,99 X IO*N*m 2 /C 2 )(L60 X l(r ,9 ) z 
= 8,1 x lO -37 ~ 10“ 36 


A solugáo da equagáo de onda para o núcleo atómico apresenta todas as dificuldades matemáticas encontradas em nossos 
estudos anteriores de sistemas atómicos e moleculares e algumas dificuldades ainda maiores. Como os sistemas atómicos e 
moleculares, o núcleo (a náo ser no caso do e do 2 H) é um sistema de muitos corpos, e os sistemas de muitos corpos sáo 
sabidamente difíceis de estudar. Além disso, a interagáo nuclear é muito mais complexa que a interagáo eletromagnética. Pior 
ainda: os físicos ainda náo sabem como expressar a interagáo nuclear através de urna fungáo. Em outras palavras, ainda náo 
conhecemos urna lei para a forga nuclear que seja equivalente á lei de Coulomb para a forga eletrostática. Isso significa que náo 
podemos usar urna equagáo semelhante á equagáo de Schródinger para determinar as fungóes de onda nucleares e as energías 
correspondentes. 

Nos últimos anos, os cientistas conseguiram alguns progressos no sentido de obter urna expressáo analítica para a interagáo. 
Por exemplo, é possível estimar a profundidade do pogo de potencial supondo que o pogo é quadrado e calculando a energía de 
um núcleon no estado fundamental com base em urna estimativa da largura do pogo. Tomando 2 fm como a largura típica do 
pogo para núcleos leves (veja a Figura 11-5), o potencial -Fde um núcleon é aproximadamente 
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Dois prótons separados pela mesma distancia experimentam urna forga de repulsáo eletrostática dada por 
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Assim, a aproximagáo do pogo quadrado sugere que, a urna distancia de 2 fm, a interagáo nuclear é aproximadamente 100 vezes 
maior que a interagáo eletrostática. 16 

Dois tipos de experimentos permitem obter conhecimentos mais detalhados a respeito da natureza da forga nuclear e da 
forma e profundidade do pogo de potencial. Em primeiro lugar, assim como a espectroscopia atómica forneceu informagóes que 
permitiram determinar as energías, spins e momentos magnéticos dos elétrons atómicos, a espectroscopia nuclear, ou seja, o 
estudo da emissáo e absorgáo de partículas e radiagáo pelos núcleos, fomece informagóes importantes a respeito das energías, 
momentos magnéticos, momentos elétricos quadrupolares e spins dos núcleos, tanto no estado fundamental como em estados 
excitados. A segunda fonte de informagóes a respeito da estrutura dos núcleos sao os experimentos de espalhamento. Nesses 
experimentos, partículas sujeitas á forga nuclear, como prótons e partículas alfa, sao “disparadas” contra núcleos usados como 
alvos. O comprimento de onda de um próton com urna energía cinética de 20 MeV é da ordem das dimensóes atómicas: 
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FIGURA 11-27 (a) Forma aproximada do potencial entre um neutrón e um próton e entre dois néutrons. O carogo duro tem um raio de 
aproximadamente 0,5 fm. (b) O potencial entre dois prótons é diferente do potencial representado em (a) porque incluí a repulsáo 
eletrostática, que se toma dominante para distancias maiores que aproximadamente 3 fm. Note que o pogo de potencial em (a) é 
ligeramente mais profundo por causa da ausencia da repulsáo eletrostática. 


Assim, prótons com energías dessa ordem sofrem difragáo ao colidirem com os núcleos usados como alvos. A análise das 
figuras de difragáo resultantes fomece informagóes detalhadas a respeito da interagáo entre os prótons e os alvos. Muitos desses 
experimentos, particularmente os de espalhamento de prótons por prótons, conhecido como espalhamento p-p, e os de 
espalhamento de néutrons por prótons, conhecidos como espalhamento n-p , revelam que os potenciáis nucleares para interagóes 
p-p e interagóes n-p tém as formas indicadas na Figura 11-27. Embora a forma do potencial para pares néutron-néutron seja 
conhecida apenas indiretamente, já que os néutrons livres sáo radioativos e náo sabemos como fabricar alvos constituidos 
exclusivamente por néutrons (como a substancia de que sáo compostas as estrelas de néutrons), tudo indica que é idéntica á do 
potencial para pares néutron-próton. Na verdade, quando a componente de repulsáo eletrostática do potencial p-p da Figura 11- 
21b é subtraída do potencial total V(r), verifica-se que o potencial p-p nuclear é igual ao potencial n-p (e, presumivelmente, ao 
potencial n-n). Este fato leva á importante conclusáo de que a forga nuclear é independente da carga dos núcleons. Isso sugere 
que o próton e o néutron podem ser considerados estados diferentes da mesma partícula, o núcleon. A questáo será examinada 
mais de perto no Capítulo 12. 












Como vimos na Segáo 11-2, o raio do próton é aproximadamente 1 fm. O neutrón é aproximadamente do mesmo tamanho. 
Como mostra a Figura 11-27, dois núcleos experimentam urna interagáo atrativa quando se encontram a urna distancia de menos 
de 2,5 fm, mas a forga diminuí rápidamente para distancias maiores que 2,5 fm e se toma praticamente nula para distancias 
maiores que 3 fm. Assim, podemos concluir que a forga nuclear é urna forga de curto alcance. Pares de núcleons também 
experimentam urna interagáo nuclear repulsiva extremamente forte para distancias menores que aproximadamente 0,5 fm. A 
existencia deste carogo duro está de acordo com a observagáo experimental de que a densidade da regiáo central dos núcleos é 
aproximadamente igual para todos os núcleos (veja a Figura 11-27). Em outras palavras, o fato de que os núcleos que contém 
um número maior de núcleons possuem um volume maior sugere que os núcleons náo podem se aproximar uns dos outros além 
de um certo limite. O curto alcance da forga nuclear, combinado com a repulsáo do carogo duro, faz com que, para núcleos com 
dimensóes maiores que 2,5 a 3 fm, cada núcleon só interaja com um número limitado de outros núcleons. Este fenómeno é 
análogo ao fato de que cada átomo só pode estabelecer um número limitado de ligagóes covalentes com outros átomos. Um 
átomo de carbono, por exemplo, pode estabelecer no máximo quatro ligagóes covalentes com átomos vizinhos. Quando o 
número de ligagóes covalentes de um átomo é igual ao número máximo (o que acontece, por exemplo, com os átomos de 
carbono em um cristal de diamante), dizemos que as ligagóes estáo saturadas. Da mesma forma, a forga nuclear é urna forga 
saturada. 

A Forga Nuclear de Cambio 

Mesmo sem conhecer urna fungáo matemática que descreva a energia potencial nuclear, podemos afirmar que a forga nuclear é 
de curto alcance, saturada, independente da carga, dependente do spin, apresenta um carogo duro e urna pequeña componente 
náo central e é cerca de cem vezes mais intensa que a forga eletrostática. Urna explicagáo para a origem de urna forga com essas 
características foi proposta por H. Yukawa 17 em 1935. 

Segundo Yukawa, a forga nuclear é urna consequéncia da troca de partículas entre os núcleons. Ele baseou sua teoría em 
urna analogía com a explicagáo da mecánica quántica para a interagáo eletrostática, um dos dois mecanismos de cámbio que o 
leitor já estudou, embora este aspecto do fenómeno provavelmente náo tenha sido ressaltado na ocasiáo. Classicamente, toda 
distribuigáo de cargas produz um campo elétrico % e a forga experimentada por urna carga q em urna regiáo onde existe um 
campo elétrico é igual ao produto q%. Qualquer mudanga na distribuigáo de cargas modifica o valor de %; entretanto, a 
informagáo de que urna mudanga ocorreu náo aparece instantáneamente em todos os pontos do espago, mas se propaga em todas 
as diregóes com a velocidade da luz. Variagóes periódicas da distribuigáo de cargas dáo origem a variagóes periódicas de % isto 
é, a ondas eletromagnéticas. 18 Vimos também que a radiagáo eletromagnética pode ser descrita em termos de partículas 
conhecidas como fótons. De acordo com a mecánica quántica, toda carga, mesmo que náo se encontré em movimento, está 
constantemente emitindo e absorvendo fótons. Estes fótons sáo chamados de fótons virtuais porque náo podem ser observados 
diretamente. De acordo com o principio de indeterminagáo, urna partícula carregada pode emitir um fóton de energia hf sem 
perder energia e sem sofrer recuo, ou seja, sem violar as leis de conservagáo da energia e do momento, contanto que o fóton seja 
reabsorbido em um intervalo de tempo A t menor ou igual a h/AE, em que A E = hf. A distáncia que o fóton virtual percorre no 
intervalo de tempo A t, conhecida como alcance e representada pelo símbolo R , é dada por 

r = C A/ = chf AE 11-48 

Substituindo AE pelo seu valor, obtemos: 

R = cñjhf = cflitf = A/2ir 11-49 

Urna segunda carga situada a urna distáncia da primeira menor que R pode absorver o fóton e um fóton semelhante emitido pela 
segunda carga pode ser absorvido pela primeira sem que haja violagáo das leis de conservagáo da energia e do momento. De 
acordo com a mecánica quántica, a forga eletrostática entre duas cargas estacionárias é urna consequéncia desta troca de fótons 
virtuais. Observe que náo há limite para o comprimento de onda do fóton da Equagáo 11-49, já que, como um fóton náo possui 
massa de repouso, pode ter urna energia arbitrariamente pequeña. Isso significa que, no caso da forga eletrostática, o alcance R é 
infinito, o que está de acordo com a teoría clássica. 

Um mecanismo de cámbio também foi proposto na teoría BCS para explicar a forga de atragáo entre os elétrons que formam 
um par de Cooper (veja a Segáo 10-8). Nesse caso, as partículas trocadas sáo fónons e o alcance da forga náo é infinito, mas 
determinado pela condigáo de que AE ~ E g , na qual E g é a largura da banda proibida do estado supercondutor. 

De acordo com Yukawa, a forga nuclear podia ser explicada em termos da troca de partículas virtuais pelos núcleons. Essas 
partículas, que ele chamou de mésons , desempenhariam o mesmo papel que os fótons na interagáo eletromagnética. O 
mecanismo proposto para a forga nuclear era um intercámbio de um méson por um par de núcleons, como na Figura 11-28. Para 
explicar o curto alcance da forga nuclear, Yukawa supós que o méson, ao contrário do fóton, possuía urna massa de repouso 
diferente de zero. Nesse caso, a indeterminagáo da energia AE na Equagáo 11-48 teria um limite mínimo, dado por 
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na qual m é a massa do méson e me 2 sua energía de repouso. O alcance R do méson, portanto, e a forga nuclear mediada por ele 
nao poderiam ser maiores que 
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FIGURA 11-28 Representagáo esquemática da troca de um méson entre um par de núcleons. O méson é emitido pelo núcleon da 
esquerda, que, em consequéncia, sofre um recuo, e é absorvido após um intervalo de tempo A t pelo núcleon da direita, que também sofre 
um recuo. O efeito global é como se os núcleons tivessem interagido diretamente. Este tipo de diagrama espago-tempo é conhecido como 
diagrama de Feynman (veja a Segáo 12-1). Os eixos x Qt sao normalmente omitidos. 
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já que a velocidade do méson nao poderia ser maior que a velocidade da luz. Convém lembrar que h/mc é o comprimento de 
onda de Compton X c de urna partícula cuja massa é m , de modo que R = X c /2n. Quando Yukawa formulou sua teoría, já se sabia 
que o alcance da forga nuclear era da ordem de 1 fm, o que lhe permitiu estimar o valor da massa do méson usando a Equagáo 
11-50: 


m « 3,5 X 10 " 2S kg ~ 38 Oro, - 200 MeV/c 2 

Para explicar o fato de que a forga nuclear nao depende da carga elétrica, Yukawa postulou a existencia de tres tipos de mésons, 
com cargas +e, 0 e —e. Assim, em urna interagáo como a da Figura 11-28, a troca de um méson neutro deixaria os dois núcleons 
com a carga original, enquanto a troca de um méson com carga elétrica faria com que a carga dos dois núcleons mudasse. 
Observe que o fato de que m = 0na Equagáo 11-50 para o caso dos fótons explica por que o alcance da forga eletromagnética é 
infinito. 

Se o núcleon que emite o méson interage com outra partícula (ou com um núcleo) que possui energía cinética suficiente no 
referencial do núcleon para fomecer a energía de repouso do méson e mais o momento de recuo do núcleon, permitindo assim a 
conservagáo da energia e do momento, o méson virtual pode se tomar real e ser observado experimentalmente. Esta situagáo 
está representada, de forma esquemática, na Figura 11-29. Observe a analogía com a emissáo de fótons (bremstrahlung) por 
elétrons acelerados em um tubo de raios X (veja a Segáo 3-4). Foi em interagóes como a que aparece na Figura 11-29 que os 
mésons de Yukawa, hoje conhecidos como píons , foram observados pela primeira vez nos raios cósmicos, em 1947, mais de 
urna década depois de serem postulados por Yukawa. 19 O valor experimental da massa dessas partículas era 140 MeV/c 2 , em 
boa concordancia com a estimativa de Yukawa de que a massa dos mésons deveria ser da ordem de 200 MeV/c 2 , e mais tarde 
verificou-se que havia tres tipos de partículas, positivas, negativas e neutras, o que constituiu urna confirmagáo adicional da 
teoría. Desde entáo, foram descobertos vários outros tipos de mésons e as teorías da forga nuclear foram modificadas para 
incluir os efeitos da troca dessas outras partículas, mas os píons aínda sao considerados os principáis portadores da forga 
nuclear. Como veremos no Capítulo 12, o Modelo-padráo da física de partículas sustenta que tanto os núcleons como os mésons 
sao feitos de partículas ainda menores chamadas quarks. As interagóes entre os quarks para formar os núcleons e os mésons sao 
mediadas por urna partícula, o glúon , que é trocada pelos quarks em um processo análogo ao que acabamos de discutir. 
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FIGURA 11 -29 Diagrama de Feynman de um núcleon emitindo um pión virtual na vizinhanga de um núcleo. Se o núcleo fomecer urna 
energia pelo menos igual á energia de repouso do pión e participar da conservagáo do momento, o pión deixará de ser virtual e se tomará 
real, ou seja, poderá ser detectado externamente. 


EXEMPLO 11-15 


pión, 140 MeV/c 2 . 


Alcance da For^a Nuclear Estime o alcance da forga nuclear usando o valor experimental da massa do 


SOLUQÁO 

De acordo com a Equagáo 11-50, o alcance R nao pode ser maior que hc/mc 2 . Assim, temos: 

fie _ ( 1,06 X ICT 34 J ■ s) (3.00 X I0 3 m/s) 

’ me 2 ~ (J40McV/ít) (e 2 ) (1,60 X 10~ I3 J/McV) 

X = 1,4 X 10 -l5 m = 1,4 fm 


Exercícios 

10. Que propriedade da forga nuclear é indicada pelo fato de que todos os núcleos possuem aproximadamente a mesma 
densidade? 

11. Qual é a principal diferenga entre a forga nuclear e a forga eletromagnética? 

12. Nos últimos anos foram descobertos muitos mésons que possuem urna massa maior que a do pión. O que isso significa em 
relagáo ao alcance das forgas mediadas por essas partículas? 


Uma Oportunidade PARA VOCÉ A física nuclear está passando por urna fase empolgante. Apenas cerca de metade dos 5000 e tantos 
núcleons mostrados na Figura 11-15 foram estudados com detalhes. Nos últimos anos, tomou-se possível investigar melhor os núcleos com um 
número de néutrons muito maior que o número de prótons, conhecidos como núcleos exóticos , especialmente os que possuem um tempo de vida 
muito curto. Com os novos recursos, questoes interessantes, tanto teóricas como experimentáis, puderam ser levantadas. O processo de captura 
rápida de néutrons, que os astrofísicos chamam de processo r, é importante para a síntese de elementos pesados no interior das estrelas e ocorre 
quase exclusivamente no territorio inexplorado dos núcleos exóticos, perto da linha de gotejamento de néutrons. O estudo sistemático dos 
núcleos exóticos permitirá compreender melhor a forga nuclear, a matéria nuclear e a estrutura das estrelas de néutrons. Ajudando os físicos a 
formular modelos melhores para o núcleo que o modelo das camadas, esse estudo sistemático poderá contribuir para o desenvolvimento de novos 
reatores de fissáo e fusáo nuclear e para a descoberta de novas aplicagóes dos isótopos radioativos na medicina. Existem claras oportunidades 
para a execugáo de trabalhos, tanto teóricos como experimentáis, que podem levar á táo sonhada fungáo da energia potencial do núcleo atómico. 


SEQÁO EXPLORATORIA 

Densidade de Probabilidade dos Mésons Virtuais 


Um núcleon está continuamente emitindo e absorvendo mésons virtuais. O intervalo de tempo A t durante o qual um 
méson virtual existe pode ser estimado a partir da Equagáo 11-50: 
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(1,055 x 10" 34 J ■ s} 

me 2 (l4ÜMeV/c 2 ) (c 2 ) (1,60 X 10 _13 J/McV) 

Ar = 5 X KT 24 s 

A densidade de probabilidade dos mésons pode ser determinada usando resultados do Capítulo 2 e do Capítulo 6. A expressáo 
relativística que relaciona a energía total E e o momento p , o módulo do quadrivetor energía-momento, é 

(me 2 ) 2 = E 2 - {pe) 2 2-32 

De acordo com a Tabela 6-1, a energía e o quadrado do momento podem ser substituidos pelos seguintes operadores: 

E —> ¡h— ¿r—11-51 

dr 

Nesse caso, a Equagáo 2-32 se toma: 
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na qual ®(r, t) é a fundo de onda do méson. A Equagáo 11-52 é urna equa^áo de onda relativística, proposta por Oskar Klein e 
Walter Gordon em 1926, o mesmo ano em que Schródinger apresentou sua equado de onda nao relativística. 

O fato de que a extensáo espacial do campo associado aos mésons está relacionada á forga nuclear dada pela Equagáo 11-50 pode 
ser demonstrado calculando a densidade de probabilidade dos mésons, |®| 2 , para urna distribuido estática, ou seja, independente do 
tempo. O problema é análogo ao do cálculo da distribuido de fótons virtuais, ou seja, da intensidade do campo elétrico, ñas 
vizinhangas de urna carga elétrica estacionária. Neste caso, a derivada de ® em relado ao tempo é nula e a Equado 11-52 se toma 

Y 2 <P{r) = (^j 1'(r) = ^<P(r) 11-53 


cuja soludo é 


<P(r) = 


Ae~ f/R 


11-54 


na qual A é urna constante de normal izac;áo. A densidade de probabilidade é, portanto, 

\A \2,-2r/Ü 

i*(oi a = - L U— 


11-55 


e vemos que a densidade de probabilidade dos mésons diminuí exponencialmente a urna taxa que depende de R. Em outras palavras, o 
alcance dos mésons é fundo de R , como já havíamos concluido a partir da Equagáo 11-50. A Figura 11-30 mostra a fundo 
distribuido de probabilidade P(f) = |®|V dos mésons virtuais. Para valores de r maiores que 0,57?, a curva está de acordo com os 
resultados experimentáis; para valores menores de r, porém, o valor experimental da concentrado de mésons é muito menor que o 
indicado na Figura 11-30. Na verdade, se a concentrado de mésons para pequeños valores de r fosse igual á concentrado teórica, os 
núcleos teriam algumas propriedades peculiares que nao sao observadas na prática. Os físicos acreditam que a criado de píons 
virtuais é suprimida para pequeños valores de r, provavelmente em consequéncia de interagoes entre quarks e glúons. O assunto tem 
sido muito estudado nos últimos anos, mas aínda nao existe urna conclusáo definida. 
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FIGURA 11-30 Distribuigáo de probabilidade P(r) dos mésons virtuais emitidos por um núcleon. O eixo das distancias foi normalizado em 
termos do alcance R = filme , o comprimento de onda de Compton dos mésons dividido por 2tí. A probabilidade de que um méson seja 
encontrado a urna distancia r > 3R é praticamente nula. 


11-6 O Modelo de Camadas 

O fato de que 126 é um número mágico motivou a busca de isótopos de meia-vida excepcionalmente longa com Z 
próximo de 126. A descoberta desses isótopos seria urna confirmagáo de que nosso entendimento da estrutura do 
núcleo está correto. Entretanto, até o momento, os cientistas nao conseguiram sintetizar elementos com Z > 118. 

Embora os aspectos gerais da estrutura dos núcleos sejam explicados pelo modelo da gota de líquido, a energía de ligagáo e 
outras propriedades nao variam de forma suave de núcleo para núcleo. Nao é de admirar que a curva suave prevista pela 
Equagáo 11-12 nao se ajuste bem aos dados experimentáis para pequeños valores de A, já que, nesse caso, a inclusáo de um 
próton ou neutrón faz urna grande diferenga. Entretanto, mesmo para valores médios e grandes de A, as propriedades dos 
núcleos variam de forma descontinua com o número de núcleons. Considere a energia de ligagáo do último neutrón de um 
núcleo. (Note que esta energia nao é igual á energia média de ligagáo por núcleon.) Podemos calcular esta energia a partir da 
equagáo de Weizsácker determinando o valor de M{{A - 1), Z] + m n - M{A , Z). A Figura 11-31 mostra um gráfico da diferenga 
entre os valores experimentáis da energia de ligagáo e os valores calculados a partir da Equagáo 11-12 em fungáo de A, o 
número de néutrons. Sáo observadas grandes diferengas ñas proximidades de N = 28, 50, 82 e 126. Esses sáo também os 
números de neutrón de núcleos que possuem um número anormalmente grande de isótonos. Núcleos com estes números de 
prótons (com excegáo do elemento com Z = 126, que nunca foi observado) possuem um número anormalmente grande de 
isótopos. 

Esses números sáo os “números mágicos” mencionados na Segáo 11-2. Ñas regióes entre os números mágicos, a energia de 
ligagáo do último neutrón pode ser calculada com boa precisáo usando a equagáo de Weizsácker. A Figura 11-31 é análoga á 
Figura 7-20, que mostra a energia de ligagáo do último elétron de um átomo em fungáo do número atómico Z. A semelhanga 
entre as duas figuras sugere que o núcleo possui urna estrutura de camadas semelhante á estrutura de camadas dos elétrons em 
um átomo. Existem muitas outras provas da existencia desses números mágicos, como as variagóes irregulares do momento 
quadrupolar elétrico com o número de núcleons (Figura 11-7), da segáo de choque para captura de néutrons com o número de 
néutrons (Figura 11-32) e da energia de ligagáo do último néutron com o número de néutrons para um dado valor de Z (Figura 
11-33). Outras provas da existéncia de urna estrutura de camadas no núcleo sáo discutidas em Mayer, M. G. e J. H. D. Jensen, 
Elementary Theory of Nuclear Shell Structure , Wiley, New York, 1955. 
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FIGURA 11-31 Diferenga entre o valor experimental da energia de ligagáo do último néutron e o valor teórico em fungáo do número de 
néutrons. Note a semelhanga entre esta curva e a curva da energia de ionizagáo dos átomos em fungáo de Z (Figura 7-20). Os números de 
néutrons 28, 50, 82 e 126 corresponden! a camadas completas. De acordo com os dados, a energia de ligagáo de um néutron com N = 
número mágico + 1 é muito menor que a de um néutron com N= número mágico. 
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FIGURA 11-32 A segáo de choque para captura, a, é urna medida da probabilidade de que um neutrón que se aproxima de um núcleo 
seja capturado. A reta mostra o valor médio. Há urna queda da probabilidade de captura de quase duas ordens de grandeza em N= 50, 82 
e 126. Os valores de o estáo expressos em milibams (mb) (1 milibam = 1CT 27 cm 2 ). 

Embora a instabilidade incomum dos núcleos, nos quais N ou Z é igual a um dos números mágicos, tenha sido notada na 
década de 1930, a primeira explicaqáo bem-sucedida em termos de um modelo de camadas surgiu apenas em 1949. Quando 
discutimos os átomos no Capítulo 7, cometamos com urna carga positiva fixa +Ze e calculamos as energías dos elétrons urna a 
urna, desprezando a influencia dos outros elétrons, a nao ser pelo fato de exigirmos que o principio de exclusáo fosse respeitado. 
A interaqáo dos elétrons externos com o caroqo central foi determinada supondo urna carga nuclear efetiva menor que Z por 
causa da blindagem dos elétrons internos. Este método funciona muito bem porque os níveis de energía eletrónicos estáo 
abastados uns dos outros. Sendo assim, podemos usar os estados quánticos do átomo de hidrogénio, descritos por n , 7, e m s 
como urna primeira aproximaqáo para os níveis de energía dos elétrons em átomos complexos. Os números mágicos atómicos 
surgem naturalmente por causa da grande diferenqa de energia entre urna camada ou subcamada e a camada ou subcamada 
seguinte. Para calcular com precisáo as funqoes de onda e energías dos elétrons em átomos complexos é preciso usar 
aproximaqóes analíticas ou métodos numéricos, mas isso pode ser feito de forma rotineira porque as forqas envolvidas sao bem 
conhecidas. 
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FIGURA 11 -33 Energia de liga 9 áo L do último neutrón para vários isótopos do cério (Z = 58). Os dados sao típicos de núcleos com Z> 
20. O valor de L diminuí bruscamente (cerca de 2 MeV) para N = 82 + 1. Este gráfico mostra também o efeito da energia de 
emparelhamento associada ao parámetro a 5 da equagáo de Weizsácker (veja a Leitura Suplementar O Modelo da Gota de Líquido e a 
Equaqáo de Weizsácker ), que faz com que a energia de ligagáo do último neutrón seja maior quando N é par do que quando N é impar. 


No caso do modelo de camadas do núcleo, porém, a situaqáo é diferente. Em primeiro lugar, nao existe um potencial central 
análogo á carga positiva fixa do átomo. As interaqóes dos núcleons uns com os outros sao as únicas presentes. A situaqáo é 
complicada ainda mais pelo fato de que nao sabemos muita coisa a respeito da interaqáo nuclear além do que já foi dito: que é 
saturada, que tem um alcance limitado, que nao depende da carga e que depende do spin. Á primeira vista, é difícil imaginar um 










neutrón ou um próton se movendo quase livremente em urna órbita bem definida quando existem A — 1 partículas ñas 
vizinhangas interagindo fortemente com a partícula considerada. Mesmo assim, as propriedades observadas, como as que 
aparecem ñas Figuras 11-7, 11-31, 11-32 e 11-33, sugerem que vale a pena experimentar um modelo no qual cada núcleon se 
move mais ou menos livremente no potencial médio produzido pelos outros núcleons. A Figura 11-34 mostra de que forma este 
potencial médio pode ser gerado. A hipótese de que cada núcleon descreve urna órbita regular sem colidir com outros núcleons 
pode ser explicada pelo principio de exclusáo. Considere N néutrons no interior de um pogo de potencial. No estado 
fundamental, os N níveis de menor energía estáo ocupados. Urna colisáo entre dois néutrons que nao resulte em urna simples 
troca de estados é proibida pelo principio de exclusao se nao existirem estados vazios disponíveis. Urna colisáo que resulte na 
troca de partículas iguais nao tem nenhum efeito. Assim, apenas os núcleons que se encontram nos níveis mais altos ocupados, 
próximos dos níveis vazios, podem colidir entre si. A situagáo é análoga á dos elétrons de condugáo dos metáis, a maioria dos 
quais náo pode absorver energía em colisóes com os íons da rede cristalina porque todos os níveis de energía próximos estáo 
ocupados. Como os elétrons, os núcleons também possuem um nivel de Fermi. 
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FIGURA 11-34 (a) Um núcleon que está se movendo ao longo do eixo dos x encontra o potencial produzido por um segundo núcleon 
situado emx = xi. ( b ) Potencial produzido por quatro núcleons como o que está representado em ( a ). A média dos quatro potenciáis pode 
ser aproximada pela curva tracejada, um pogo finito com cantos arredondados. 

Os primeiros cálculos usando o modelo de camadas foram executados supondo um pogo de potencial quadrado com 40 MeV 
de profundidade, mas náo foi possível prever corretamente os números mágicos. Em 1949, M. G. Mayer e J. H. D. Jensen 20 
mostraram independentemente que, com urna modificagáo desses cálculos, os números mágicos podiam ser obtidos a partir de 
um modelo de camadas relativamente simples. Mayer e Jensen resolveram o problema propondo que, no caso do núcleo, a 
interagáo spin-órbita é táo forte que acopla o spin de cada núcleon ao seu momento angular orbital. Assim, a interagáo spin- 
órbita nuclear leva a um acoplamento j-j 2X em vez do acoplamento L-S que caracteriza a interagáo spin-órbita eletrónica (veja a 
Segáo 7-5). Esta forte interagáo spin-órbita faz com que a energía de cada núcleo seja bem menor, se o spin e o momento 
angular orbital estiverem alinhados paralelamente, do que se o spin e o momento angular orbital estiverem alinhados 
antiparalelamente. A Figura 11-35 mostra os níveis de energía calculados de acordo com o modelo de camadas de Mayer e 
Jensen, que prevé corretamente os números mágicos. Dependendo dos detalhes da interagáo spin-órbita nos elementos 
superpesados, pode existir urna ilha de estabilidade ñas vizinhangas de Z = 114 ou Z = 120, com estados metaestáveis de vida 
média da ordem de horas ou dias. O modelo de camadas do núcleo é discutido com mais detalhes na Leitura Suplementar A 
Busca de um Modelo de Camadas “Correto” para o Núcleo. Para calcular as fungóes de onda e energías dos núcleons, é preciso 
recorrer a urna série de aproximagóes, que até hoje continuam a ser objeto de estudo por parte dos físicos nucleares. 



Leitura Suplementar | 

As várias abordagens que foram propostas para o modelo de camadas do núcleo atómico e seus sucessos (e 
insucessos) na previsáo de spins e momentos magnéticos nucleares sáo discutidos qualitativamente na 
Leitura Suplementar A Busca de um Modelo de Camadas “ Correto ” para o Núcleo , disponível no site da 
LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 11-56 e 11-57, e as 
Figuras 11-36 a 11-38. 
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FIGURA 11-35 Níveis de energía de urna partícula em um P 090 nuclear, incluindo o desdobramento spin-órbita. O número de estados 
em cada nivel aparece á direita, seguido pelo número total de estados com energía menor ou igual á do nivel correspondente. Os números 
totais que precedem urna grande distancia entre níveis sao os números mágicos. O espacamento mostrado na figura é para o caso dos 
prótons; como os néutrons nao estáo sujeitos á repulsáo eletrostática, o espacamento é ligeiramente diferente (menor). 


11-7 Reagoes Nucleares 

Quando urna partícula se choca com um núcleo, várias coisas diferentes podem acontecer. A partícula pode ser espalhada 
elástica ou inelasticamente (no segundo caso, o núcleo é promovido para um estado excitado e decai para o estado fundamental 
emitindo fótons ou outras partículas); a partícula pode ser absorvida; urna ou mais partículas podem ser emitidas. 

A Figura 11-39 mostra, de forma esquemática, os vários estágios possíveis de urna reagáo nuclear. O espalhamento elástico 
acontece quando a partícula incidente é refletida na borda do pogo de potencial do núcleo. Este é o tipo de espalhamento que foi 
discutido na Segáo 4-2. Quando a partícula incidente interage com um único núcleon e o núcleon é arrancado do núcleo, a 
reagáo é conhecida como interagáo direta. As interagóes diretas sao mais prováveis em altas energías, já que, nesse caso, a 
partícula incidente penetra mais profundamente no núcleo. Quando o núcleon nao é arrancado do núcleo, mas interage com 
vários outros núcleons, estados excitados complexos podem ser formados. Se a energía da partícula incidente é compartilhada 
por muitos núcleons, o núcleo excitado recebe o nome de núcleo composto. O núcleo composto pode decair emitindo urna 
partícula igual á partícula incidente (o que também é considerado um caso de espalhamento) ou por emissáo de urna ou mais 
partículas (incluindo fótons). Como no caso de um núcleo radioativo, o decaimento de um núcleo composto pode ser 
considerado um processo estatístico, independente do modo como o núcleo foi formado. 
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FIGURA 11 -39 Representado esquemática dos vários estágios possíveis da reagáo X(x,y)Y, segundo a teoría proposta por V. Weisskopf 
e H. Feshbach. 


Nesta seqáo, vamos examinar alguns métodos usados para estudar as reaqdes nucleares e algumas reaqóes típicas induzidas 
por néutrons, prótons e déuterons. Limitaremos a discussao a energías menores do que 140 MeV, já que energías mais elevadas 
muitas vezes levam á criaqao de mésons e outras partículas. O estudo de reaqóes de alta energía, que, em geral, tem por objetivo 
investigar as propriedades das partículas elementares e nao as propriedades do núcleo, será discutido no Capítulo 12. 


Conservagáo da Energía 

Considere urna reaqáo na qual urna partícula v se choca com um núcleo X, produzindo um núcleo Y e urna partícula;;. A reaqáo 
pode ser escrita na forma 


x + X— * Y + y + (> 

ou, de modo mais compacto, na forma X(x, j;)Y. A grandeza Q , definida por meio da equaqáo 

Q = ( m x + m x “ JM y “ )c 2 11-58 

é a energía liberada na reaqáo e é chamada de valor de Q da reaqáo. 

Se urna reaqáo nuclear libera energía, dizemos que se trata de urna reaqáo exotérmica. Ñas reaqdes exotérmicas, a soma das 
massas das partículas iniciáis é maior que a soma das massas das partículas fináis e o valor de Q é positivo. Se a soma das 
massas das partículas iniciáis é menor que a soma das massas das partículas fináis, o valor de Q é negativo; neste caso, dizemos 
que se trata de urna reaqáo endotérmica. 

Eis dois exemplos: 


n + l H^ 2 H + 7 + 2,22 MeV (exotérmica) 
7 + : H —* *H + í¡ - 2.22 MeV (endotérmica) 





(a) 

(i a ) O acelerador de Cockcroft-Walton. A pessoa sentada no compartimento blindado em primeiro plano é Walton. Em 1932, J. D. 
Cockcroft e E. T. S. Walton produziram a primeira transmutado de núcleos com partículas aceleradas artificialmente; por este trabalho, 
receberam o Premio Nobel de Física de 1951. ( b ) M. S. Livingston e E. O. Lawrence ao lado do ciclotrón de 27 polegadas construido por 
eles em 1934. Lawrence recebeu o Premio Nobel de Física de 1939 pela invendo do ciclotrón, [(a) Cortesía do Cavendish Laboratory. 
(b) Cortesía do Lawrence Radiation Laboratory , University of California , Berkeley .] 











Feixe de íons negativos 


(a) 




(i a ) Diagrama esquemático de um acelerador Van de Graaff de dois estágios. íons negativos no potencial da térra (os átomos de muitos 
elementos formam íons negativos estáveis) entram no aparelho pela parte de cima e sao acelerados em diregáo ao terminal positivo de 
alta-tensáo localizado no centro, adquirindo urna energía cinética igual a eV. No stripper , os íons perdem elétrons em colisoes com 
moléculas de gás, transformando-se em íons positivos com cargas até +Ze. Os íons positivos sao acelerados de volta para o potencial da 
térra, adquirindo urna energía cinética adicional que pode chegar a ZeV. Nos aceleradores Van de Graaff de grande porte, a tensáo V 
ultrapassa 16 milhoes de volts. Nesse caso, átomos de oxigénio múltiplamente ionizados podem adquirir urna energía de mais de 100 
MeV. ( b ) Parte do acelerador Van de Graaff de dois estágios da Purdue University. O terminal de alta-tensáo está na parte central do 
tanque, isolado do resto do aparelho por um gás inerte sob pressáo. Depois de saírem do acelerador, os íons sao dirigidos para o alvo por 
ímás defletores. O acelerador de Purdue é muito usado em experimentos de espectrometría de massa com acelerador (veja a Segáo 11-9). 
[Cortesía de David Elmore, Purdue University .] 


Para que urna reaqáo endotérmica aconteqa, é preciso que urna certa energia mínima seja fomecida ao sistema. No 
referencial em que o momento total é nulo (o referencial do centro de massa), a energia mínima é igual a \Q\. Entretanto, muitas 
reaqóes ocorrem com o núcleo X em repouso em relaqáo ao laboratorio. Neste referencial, conhecido como referencial do 
laboratorio , a partícula incidente x deve ter urna energia maior que \Q\ porque, de acordo com a lei de conservaqáo do 
momento, a energia cinética de y e Y nao pode ser nula. Considere o caso nao relativístico em que urna partícula x de massa m 
se choca com um núcleo X de massa M (Figura 11-40). No referencial do centro de massa, as duas partículas possuem 
momentos iguais e opostos e a energia cinética total é dada por 
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em que p = mv = MV. Para passar para o referencial do laboratorio, somamos as velocidades do núcleo e da partícula urna 
velocidade V tal que M fique em repouso; nesse caso, a velocidade de m muda para v + V. O momento de m no referencial do 
laboratorio é dado por 
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A energia mínima no referencial do laboratorio para que ocorra urna reaqao endotérmica é, portanto, 
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(Ñas Equagóes 11-59 e 11-60, p = hv/c se a partícula incidente for um fóton. Se a velocidade da partícula incidente nao for 
muito menor que a velocidade da luz, devem ser usadas expressoes relativísticas para a energia e o momento.) 


EXEMPLO 11-16 


Valor de 


Q de urna Reagáo Nuclear Determine o valor de Q da reagáo 


p + 7 Li —^He + A He 

e verifique se a reagáo é exotérmica ou endotérmica. A massa atómica do 7 Li é 7,016003 u. 


SOLUQÁO 

De acordo com o Apéndice A, a massa do ! H é 1,007825 u e a massa do 4 He é 4,002602; assim, a massa total das partículas iniciáis é 


m, = 1,007625 u + 7,016003 u = 8,023828 u 

e a massa total das partículas fináis é 


m f = 2 (4,002602 u) = 8,005204 u 

A diferenga entre a massa inicial e a massa final é 

áM? = >n, ~ m f - 8,023828 u - 8,005204 u = 0,018624 u 

Como a diferenga é positiva, parte da massa inicial é convertida em energia e a reagáo é exotérmica. O valor de Q é positivo e dado 
por 

0 = (Am)c 2 = (0,018624 u)c 2 (931,5 MeV/u* c 2 ) - 
= 17,35 Me V 

Observe que usamos a massa do átomo de hidrogénio em lugar da massa do próton e as massas dos átomos de 7 Li e 4 He em lugar das 
massas dos núcleos correspondentes, mas as massas dos quatro elétrons estáo presentes nos dois lados da reagáo e se cancelam. 


EXEMPLO 11-17 


Energía Mínima no Referencial do Laboratorio Determine a energía mínima que um próton deve ter 
para produzir a reaipáo endotérmica 13 C(/?,7z) 13 N ao incidir em um núcleo de 13 C em repouso no referencial do laboratorio. 


SOLUQÁO 

1. A energia mínima do próton incidente, no referencial do laboratorio, é dada pela Equagáo 11-61: 

^ m + M . . 

— jV/ I ^ [ 

2. O módulo do valor de Q da rea£áo é dado por: 
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FIGURA 11 -40 Energía de urna reagao nuclear no referencial do centro de massa e no referencial do laboratorio. 

3. As massas das partículas envolvidas aparecem no Apéndice A: 

A/( i 3 C) = 13,003355 u AÍ('H) = 1,007825 u 
A/( i 3 N) = 13,005738 u ití, = 1,008665 u 

4. Substituindo esses valores na equagáo do item 2, temos: 

|e| = (14,014403 - 14,011180) uc 2 
= 0,003223 u * c” X 931,5 MeV/u ■ r 2 
= 3,00 MeV 

5. Substituindo estes valores na equagáo do item 1, temos: 

J ,007825 + (3,003355 


E — 

mm 


13,003355 
= 3,23 McV 


X 3,00 


5 + 








Segáo de Choque 


A probabilidade de que urna partícula incidente em um núcleo seja espalhada ou induza urna reagáo depende da energía da 
partícula e do tipo de partícula e de núcleo envolvidos na reagáo. É como se, ao se aproximarem de um dado núcleo, diferentes 
tipos de partículas ou partículas do mesmo tipo, mas com energías diferentes, “enxergassem” alvos de tamanhos diferentes. Este 
efeito é consequéncia do fato de que os níveis de energía do núcleo sao discretos. Um parámetro muito usado para medir o 
tamanho efetivo de um núcleo em um dado processo de espalhamento ou reagáo nuclear é a segáo de choque , representada pelo 
símbolo o. Se / é o número de partículas incidentes por unidade de tempo e por unidade de área (ou seja, a intensidade 
incidente) e R é o número de reagóes por unidade de tempo e por núcleo, a segáo de choque é definida por meio da equagáo 
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Considere, por exemplo, o bombardeio do 13 C por prótons. Várias reagóes podem ocorrer. O espalhamento elástico pode ser 
representado pela reagáo 13 C(p, />) 13 C; o primeiro p indica o próton incidente; e o segundo mostra que a partícula que deixa o 
local do choque também é um próton. Quando o espalhamento é inelástico, o segundo próton é indicado como p' e o núcleo 
excitado que resulta do choque como 13 C*, de modo que a reagáo se toma l3 C(p,p') 13 C*. Eis algumas outras reagóes possíveis: 


(P,n) 

l3 C(/v?) ]3 N 

captura 

iJ C(/j,7) ]4 N 

(/>><*) 

13 C(/7,üe) io B 


Nos casos em que vários espalhamentos ou reagóes sáo possíveis, cada espalhamento ou reagáo tem a sua segáo de choque 
conhecida como segáo de choque parcial. A segáo de choque parcial também é definida pela Equagáo 11-62, com R igual ao 
número de eventos do tipo considerado por unidade de tempo e por núcleo. A segáo de choque total é igual á soma das segóes 
de choque parciais: 


a = + iT py + + <T p, a + * * * 

As segóes de choque tém dimensáo de área. Como as segóes de choque nucleares sáo da ordem do quadrado do raio do núcleo 
(1(T 14 m 2 ), urna unidade conveniente para medir segóes de choque é o barn , definido da seguinte forma: 

1 bani = 10"" 24 cm 2 = 10 _::s iir 11-63 

A segáo de choque de urna reagáo depende da energía. No caso das reagóes endotérmicas, a segáo de choque é zero para 
energías menores que a energía mínima. 

Núcleos Compostos 

Em 1936, Niels Bohr observou que muitas reagóes nucleares de baixa energía podem ser descritas como um processo de dois 
estágios: a formagáo de um núcleo composto e o decaimento desse núcleo. No modelo proposto por Bohr, a partícula incidente 
é absorvida pelo núcleo original e sua energía é compartilhada por todos os núcleons do núcleo composto. Depois de um 
intervalo de tempo muito maior que o tempo necessário para a partícula incidente atravessar o núcleo, urna parcela significativa 
da energía de excitagáo do núcleo composto se concentra em um único núcleon, fazendo-o escapar. Nessas circunstáncias, a 
emissáo do núcleon é um processo estatístico, que náo depende da forma como o núcleo composto foi formado. Um próton 
incidente de 1 MeV tem urna velocidade de 10 7 m/s, e, portanto, leva um tempo da ordem de R/v ~ 10“ 14 /10 7 = 10 -21 s para 
atravessar o núcleo, enquanto o tempo de vida de um núcleo composto é da ordem de 1CT 16 s. Esse tempo é táo longo em 
comparagáo com 1(T 21 s que é razoável supor que o decaimento náo depende do modo como o núcleo composto foi formado. 
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FIGURA 11-41 Reagáo nuclear com a formagáo de um núcleo composto. O fóton de 16 MeV é absorvido por um núcleo de 209 Bi, 
produzindo um núcleo excitado que sobrevive por um tempo suficiente para que a energia de excitagáo seja compartilhada por muitos 
núcleons. Em seguida, o núcleo excitado decai, emitindo neutrons e fótons com energias da ordem de alguns MeV. 

No caso da reaqao de um próton com o 13 C, já mencionada, o núcleo composto é o 14 N*, que pode ser formado por muitas 
outras reaqdes, como, por exemplo, 

l0 B + a—* n N* -»> ,2 C + d 
13 N 4- n l4 N* -> lü B + « 

11-64 

l4 N + 7-» |4 N* —> ,J N + y 
l2 C + </ —* 14 N* —> ,3 N + n 

As reaqóes da esquerda sao conhecidas como canais de entrada e os decaimentos da direita como canais de saída. 

Como o decaimento do 14 N* nao depende do modo de formaqáo, podemos escrever a segáo de choque para urna reagáo 
como 13 C(/?,ft) 13 N como o produto da segao de choque para a formagáo do núcleo composto, o c , pela probabilidade relativa de 
decaimento por emissáo de um neutrón, P n : 

Vp.n - Ve?* 1 1-65 

A distribuido de energia dos neutrons emitidos pelo 209 Bi na reagao abaixo ilustra o comportamento dos núcleos compostos 
(veja a Figura 11-41). 


7 + + n 

A seqao de choque o para esta reaqao apresenta um pico relativamente largo entre 14 e 20 MeV e o neutrón “evapora” quando o 
209 Bi decai para o estado fundamental. 


Estados Excitados dos Núcleos 

Os estados excitados de um núcleo podem ser determinados de duas formas a partir de reaqóes nucleares. Um pico no gráfico da 
seqáo de choque em fungáo da energia indica um estado excitado do núcleo composto, já que a presenqa desse pico é sinal de 




que existe urna probabilidade relativamente alta de que toda a energia da partícula incidente seja usada para promover o núcleo 
a um nivel permitido de maior energia (o fenómeno é análogo ao que ocorre no experimento de Franck-Hertz, discutido na 
Segáo 4-5). Informagóes a respeito dos tempos de vida dos estados excitados do núcleo composto podem ser obtidas medindo a 
largura T desses picos, ou ressonáncias , e usando a relagáo de indeterminagáo xr ~ h. A Figura 11-42 mostra a segáo de choque 
para a formagáo de 14 N através da reagáo 10 B + a —> 14 N* em fungáo da energia da partícula a. Os picos da curva indicam níveis 
de energia do núcleo de 14 N. O valor de Q para esta reagáo é M( 10 B)c 2 + M(a)c 2 - M( 14 N)c 2 = 11,61 MeV; assim, o núcleo de 
14 N é gerado em um estado excitado com urna energia de 11,61 MeV mais um valor que depende da energia cinética da 
partícula a. Como valor de Q é igual á energia de ligagáo da partícula incidente no núcleo composto, que é sempre da ordem de 
6 a 10 MeV, os núcleos compostos sao gerados em estados excitados pelo menos 6 MeV acima do estado fundamental; estados 
excitados com energia menor que aproximadamente 6 MeV nao podem ser estudados por este método. 

A energia cinética da partícula a no referencial do centro de massa está relacionada á energia cinética no referencial do 
laboratorio através da equagáo 
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FIGURA 11-42 Segáo de choque para a reagáo 10 B + a —► 14 N* em fungáo da energia cinética da partícula a. As ressonáncias estáo 
associadas aos níveis de energia do núcleo composto 14 N*. 


O pico da Figura 11-42 em E \ ab = 1,63 MeV corresponde a um estado excitado do 14 N com urna energia E = 11,61 + (10/14) 
(1,63) = 12,77 MeV. O mesmo estado excitado pode ser criado pela reagáo 12 C + 2 H —► 14 N*. Nesse caso, o valor de Q é 10,26 
MeV. Assim, a energia do déuteron no referencial do laboratorio deve ser 

E á = ({^)( 12 ’ 77 " I0 ’ 26 ) = 2,93 MeV 

Urna segunda forma de determinar os níveis de energia de um núcleo se baseia na análise das energías de partículas 
espalhadas inelasticamente. Nesse caso, os níveis de energia do núcleo sáo determinados diretamente. A Figura 11-43 mostra o 
espectro de energia dos prótons resultantes da reagáo p + 14 N —> 14 N* + p\ usando prótons incidentes com urna energia de 6,92 
MeV. (A escala horizontal da figura está em unidades de momento dos prótons espalhados, que é a grandeza medida 
experimentalmente.) Os picos da curva corresponderá a perdas de energia de 2,31 e 3,75 MeV, o que mostra que o 14 N possui 
níveis excitados 2,31 e 3,75 MeV acima do estado fundamental. O núcleo excitado volta ao estado fundamental por emissáo y. 
O método do espalhamento inelástico permite observar estados excitados relativamente próximos do estado fundamental, 
enquanto os níveis excitados do núcleo composto estáo mais distantes do estado fundamental por causa da energia associada á 
formagáo do núcleo composto. 
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FIGURA 11-43 Espectro dos prótons espalhados por núcleos de 14 N na reagáo p + 14 N 
indicados no gráfico. 
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Reagóes com Néutrons 


Os néutrons sao usados para dopar o silicio com fósforo mais uniformemente do que pelo método tradicional de difusáo. A 
irradiagáo do silicio com néutrons produz fósforo através de urna reagáo seguida por um decaimento: n + 30 Si —> 31 Si —> 31 P + P“ + 

Os retificadores fabricados com silicio dopado desta forma podem operar com poténcias maiores que os retificadores feitos com 
silicio dopado por difusáo. 

O estudo das reagóes nucleares que envolvem néutrons é importante por várias razóes, entre elas o desenvolvimento de novas 
técnicas analíticas, como a análise por ativagáo neutrónica, e melhor compreensáo do funcionamento dos reatores nucleares. A 
reagáo mais provável entre um néutron com urna energia maior que 1 MeV e um núcleo é o espalhamento. Mesmo que o 
espalhamento seja elástico, o néutron perde parte da energia para o núcleo porque, de acordo com a lei de conservagáo do 
momento, o núcleo sofre um recuo após o choque. Quando um néutron é espalhado muitas vezes em um material, a energia 
diminuí até se tomar da mesma ordem que a energia térmica kT ' em que k é a constante de Boltzmann e T a temperatura 
absoluta. (O valor de kT á temperatura ambiente é 0,025 eV.) Os néutrons com energia da ordem de kT sao conhecidos como 
néutrons térmicos. Quando um néutron térmico sofre espalhamento elástico, as probabilidades de que ganhe ou perca energia na 
colisáo sao iguais. 

Quando um néutron de baixa energia se choca com um núcleo, a reagáo mais provável é a captura, seguida pela emissáo de 
um raio y pelo núcleo excitado: 


n 4- + y 

Por exemplo: 

* + ^Ag - l $Ag + y 

Como a energia de ligagáo de um néutron é da ordem de 6 a 10 MeV, muito maior que a energia cinética do néutron, a energia 
de excitagáo do núcleo composto também é da ordem de 6 a 10 MeV; esta energia é liberada na forma de raios y. A Figura 11- 
44 mostra a segáo de choque para captura de néutrons por urna amostra de prata em fungáo da energia dos néutrons. A náo ser 
pelas ressonáncias, a segáo de choque c(n, y) diminuí quando a energia cinética dos néutrons aumenta. Essa variagáo é 
aproximadamente proporcional a 1/v, onde véa velocidade dos néutrons; isso se deve ao fato de que a segáo de choque é 
proporcional ao tempo que um néutron passa ñas proximidades do núcleo, que, por sua vez, é proporcional a 1/v. A variagáo da 
segáo de choque com 1/v está representada por urna linha tracejada na Figura 11-44. 22 No pico de ressonáncia maior, o valor da 
segáo de choque é muito grande (o > 5000 bams) em comparagáo com o valor perto da ressonáncia, que é apenas 10 bams. 
Ressonáncias semelhantes na segáo de choque para captura de néutrons podem ser observadas em muitos nuclídeos. A segáo de 
choque do 113 Cd, por exemplo, apresenta um pico de 57.000 barns. Isto significa que o 113 Cd absorve muitos néutrons, o que o 
toma um excelente material para blindagens de protegáo contra néutrons de baixa energia e para barras de controle de reatores 
nucleares (veja a Segáo 12-2). 23 
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FIGURA 11-44 Se£áo de choque para captura de néutrons por urna amostra de prata em funí^áo da energía cinética dos néutrons. A reta 
tracejada mostra o comportamento esperado se nao houvesse ressonáncias e se a se£áo reta fosse simplesmente proporcional ao tempo 
que o neutrón passa ñas proximidades do núcleo, ou seja, proporcional a 1/v. A largura das ressonáncias é da ordem de alguns elétrons- 
volts, o que indica que o tempo de vida dos estados correspondentes é da ordem de h/T x 10 -16 s. 


Exercícios 

13. O que significa seqáo de choque de urna reaqáo nuclear? 

14. Por que a seqáo de choque para captura de néutrons (a nao ser pelas ressonáncias) é proporcional a 1/v? 

15. O que significa o valor de Q de urna reaqáo? Por que a energia mínima para que urna reaqáo ocorra nao é igual a Q1 

16. Por que os níveis excitados de baixa energia (1 a 2 MeV acima do estado fundamental) nao podem ser estudados por 
captura de néutrons? 


EXEMPLO 11-18 


_| Determinagáo de urna Taxa de Rea^áo A segáo de choque para a reagáo 91 Zr(«,y) 92 Zr é 900 milibams 

para néutrons térmicos. A reagáo é produzida na chamada coluna térmica de um reator, onde o fluxo de néutrons térmicos é 6,5 x 10 12 
néutrons/cm 2 -s. A amostra de Zr natural é urna folha circular com 1,0 cm de diámetro e 20,0 jam de espessura. A massa específica do 
Zr é 6,506 g/cm 3 e o 91 Zr constituí 11,27% do Zr natural. Calcule a taxa da reagáo. 


SOLUQÁO 

Em primeiro lugar, precisamos calcular o número de átomos de 91 Zr na amostra. Este número é dado por 


N{ 9{ 7i) = NíkV ^ x OJ 127 


M 


Zr 


em que V= nEh = n x (0,5) 2 x 2,00 x 10 3 cm 3 é o volume da amostra e M Zr = 91,22 g/mol é a massa molecular do Zr. Assim, 


NC'Zi) ~ ICP átomos/moJ)(irX 0,5 X 10 j cm j )(6,506)(QJ 127) 

91. ,22 g/moJ 

iY( 9l Zr) = 7,6 X 10 IS átomos 

De acordo com a definigáo de segáo de choque (Equagáo 11-62), o número de reagoes ( n , y) por unidade de tempo e por núcleo de 
91 Zr é dado por 

R = al= (900 x 10~ 3 bams x 10 -24 cm 2 /bam) x 6,5 x 10 12 néutrons/cm 2 *s 
R = 5,9 x 10- 12 s _1 por núcleo de 91 Zr 
A taxa m. da reagáo 91 Zr(n, y) 92 Zr é, portanto, 

,m ¿H = N( 91 Zy)R = (7,6 x 10 18 núcleos de 91 Zr)(5,9 x 10“ 12 s _1 por núcleo de 91 Zr) 

= 4,5 x 10 7 s" 1 






Observagáo: Esta taxa relativamente baixa, mesmo para um alto fluxo de néutrons, que também é observada para os outros 
isótopos naturais do Zr, se deve á pequeña seqdo de choque e é a razáo pela qual os involucros dos elementos combustíveis dos 
reatores nucleares sao feitos com ligas de zircónio. 


11-8 Fissáo e Fusáo 

Duas reagóes nucleares, a fissáo e a fusáo, sáo particularmente importantes. Na fissáo do 235 U, por exemplo, o núcleo de uránio 
é excitado pela captura de um neutrón e se divide em dois núcleos, cada um com aproximadamente metade da massa original. 
Urna reagáo típica de fissáo é a seguinte: 

23i U + /i — M Kr + '■'-Ba + 2 n + 179,4 MeV U-6Ó 

A forga de repulsáo eletrostática faz com que os fragmentos sejam arremessados em diregdes opostas com energía cinética 
elevada. Colisóes com outros átomos transforman! subsequentemente essa energía em energía térmica. 

Na fusáo, dois núcleos leves, como os de deutério e tritio ( 2 H e 3 H), se fundem para formar um núcleo pesado (neste caso, 
4 He mais um neutrón). Urna reagáo típica é a seguinte: 

-H + 3 H-* 4 He+fl+ 17,6 MeV 11-67 

A Figura 11-45 mostra um gráfico da diferenga de massa por núcleon (M~ Zm p - Nm n )/A em fungáo de A , em unidades de 
MeV/c 2 . A curva é o negativo da curva de energía de ligagáo da Figura 11 - 10 . De acordo com a Figura 11 - 45 , tanto para 
nuclídeos muito pesados (A ~ 200 ) como para nuclídeos muito leves (A < 20 ), a energía de repouso por partícula é maior que 
para nuclídeos de massa intermediária. Assim, tanto na fissáo como na fusáo, a massa total diminuí e urna certa quantidade de 
energía é liberada. Como, para ,4 = 200 , a energia de repouso é cerca de 1 MeV por núcleon maior que para A = 100 , a fissáo de 
um núcleo pesado libera urna energia de aproximadamente 200 MeV. A energia liberada na fusáo depende da reagáo. No caso 
da reagáo 2 H + 3 H da Equagáo 11 - 67 , sáo liberados 17,6 MeV. Embora, neste caso, a energia liberada por núcleo seja menor que 
em urna fissáo típica, a energia liberada por unidade de massa pode ser maior, como mostra o Exemplo 11 - 19 . Nesta segáo, 
vamos examinar alguns aspectos da fissáo e da fusáo que sáo importantes para o uso desses processos na geragáo de energia 
elétrica. 




EXEMPLO 11-19 


_Energía Liberada na Fissáo e na Fusáo Compare a energía liberada por unidade de massa na fusáo de 

deutério e tritio (Equagáo 11-67) com a energia liberada em urna reagáo típica de fissáo, como a do 235 U, dada pela Equagáo 11-66. 


SOLUQÁO 

(a) Para fazer urna comparagáo rápida, baseada em urna aproximagáo grosseira, basta notar que a diferenga de energia por núcleon 
entre o 235 U e os produtos de fissáo é aproximadamente 1,0 MeV. Na fusáo de 2 H e 3 H, a diferenga de energia por núcleon é 17,6 
MeV/5 = 3,5, ou seja, 3,5 vezes maior. Isso significa que a energia liberada por quilograma é aproximadamente 3,5 vezes maior no 
caso da fusáo. 

(b) Para urna comparagáo mais precisa, as diferengas de massa por núcleon para o 235 U e para os dois produtos da fissáo da Equagáo 
11-66 podem ser estimadas na Figura 11-45 ou calculadas com o auxilio da Equagáo 11-12 e os resultados usados para calcular as 
diferengas de massa dos núcleos envolvidos na reagáo: 

2í3 Ut -7,6 MeV fe 2 por núcleon —> — 1797,1 MeV je 2 por núcleo 
92 Kr: -8,7 M éV¡c 2 por núcleon —* -800.9 MeV ¡c 1 por núcleo 
'■'■Ra: -8,4 MeV/c 2 por núcleon —► -1189,5 MeV/c 2 por núcleo 






FIGURA 11 -45 Gráfico da diferenga de massa por núcleon (M- Zm p - Nm n )/A em fungáo de A. A energía de repouso por núcleon é menor para 
núcleos de massa intermediária do que para núcleos muito leves ou muito pesados. 


A diferenga entre a massa do 235 U e a soma das massas dos produtos de fissáo é, portanto, 193,3 MeV/c 2 . Assim, a energía liberada 
por fissáo (no caso destes produtos em particular) é 193,3 MeV/c 2 . A massa do 235 U (veja o Apéndice A) é 235,043924 u = 3,9030 x 
1(T 25 kg. A energía liberada por unidade de massa na fissáo do 235 U é, portanto, 


193,3 MeV \ 

) 


3,903 X 10 -25 kg 


= 4,95 X lO^MeV/kg 


23S- 


XJ 


A energía liberada por unidade de massa na reafáo de fusáo deutério/trítio é dada por 

17,6 MeV 17,6 McV _ , _ 

+ M, _ 8,353 X ]0~ í7 kg ~ J L ^ g 

Assim, a reagáo de fusáo libera 4,3 vezes mais energía por quilograma que a reagáo de fissáo. 


Fissáo 

A fissáo do uranio foi descoberta em 1938 por O. Hahn e F. Strassmann, 24 ao observarem, por meio de análises químicas muito 
sensíveis, que elementos de massa intermediária (especialmente o bário) eram produzidos pelo bombardeio de uranio com 
néutrons. A descoberta de que o processo de fissáo envolve a liberagáo de vários néutrons levou a especulagóes quanto á 
possibilidade de que esses néutrons pudessem produzir novas fissóes, dando origem a urna reagáo em cadeia. Quando o 235 U 
captura um néutron térmico, existe urna probabilidade de 85% de que o núcleo de 236 U sofra um processo de fissáo; nos outros 
15% dos casos, o núcleo excitado se limita a emitir raios gama para voltar ao estado fundamental. O processo de fissáo é 
análogo á oscilagáo de urna gota de líquido (Figura 11-46). Quando as oscilagóes sáo suficientemente intensas, a gota se divide 
em duas. Usando o modelo da gota de líquido, A. Bohr e J. Wheeler calcularam a energia crítica E c necessária para que o núcleo 
de 236 U sofra fissáo. (O 236 U é o núcleo composto formado pela captura de um néutron pelo 235 U.) A energia crítica é igual á 
altura da barreira eletrostática encontrada pelos fragmentos (Figura 11-47). No caso do 236 U, essa energia é aproximadamente 
6,2 MeV, menor que a energia de excitagáo, 6,5 MeV, produzida quando o 235 U captura um néutron. A captura de um néutron 
pelo 235 U produz, portanto, um estado excitado do 236 U que possui energia mais do que suficiente para dividi-lo em dois 
fragmentos. Por outro lado, a energia crítica para a fissáo do 239 U é 5,9 MeV, mas a captura de um néutron por um núcleo de 
238 U produz urna energia de excitagáo de apenas 5,2 MeV. Assim, quando um néutron térmico é capturado pelo 238 U para 
formar 239 U, a energia de excitagáo náo é suficiente para que a fissáo ocorra. Nesse caso, o núcleo excitado de 239 U volta ao 
estado fundamental emitindo raios gama ou urna partícula a. Os núcleos que podem se fissionar ao capturarem um néutron lento 











sao conhecidos como núcleos físseis. 
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FIGURA 11-46 Ilustragáo esquemática da fissáo nuclear. ( a ) A reagáo entre um neutrón e um núcleo de 235 U produz ( b ) um núcleo de 
236 U em um estado excitado, (c) O núcleo de 236 U excitado sofre oscilagoes que o deformam. (< d) As oscilagoes tornam o núcleo instável. 
(e) O núcleo se divide em dois núcleos de massa intermediária, além de emitir vários néutrons, que podem produzir outras fissoes. 
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FIGURA 11-47 Um núcleo atómico pode se dividir espontáneamente em dois fragmentos, como na ilustrado da esquerda; entretanto, a 
barreira eletrostática impede que os fragmentos se separem. Para que ocorra fissáo, é preciso que o núcleo receba urna energia igual ou 
maior que urna certa energia crítica. 


Como vimos na Segáo 11-4, todos os núcleos com Z > 82 sao radioativos. Entre os vários modos possíveis de decaimento 
dos núcleos muito pesados (Z > 90) está a fissáo espontánea. Esses núcleos podem se dividir em dois fragmentos, mesmo que 
náo absorvam um neutrón. Podemos compreender a fissáo espontánea usando a analogía de urna gota de líquido com cargas 
positivas. Quando a gota náo é muito grande, a tensáo superficial é suficiente para manter a gota coesa, apesar das forgas de 
repulsáo que existem entre as cargas. Existe, porém, um tamanho máximo a partir do qual a gota se toma instável e se divide 
espontáneamente em duas, já que a forga de repulsáo é proporcional ao número de cargas, que por sua vez é proporcional ao 
volume e, portanto, ao cubo do raio da gota, enquanto a tensáo superficial é proporcional á área da superficie e, portanto, ao 
quadrado do raio da gota (veja a Segáo 11-2). A possibilidade de fissáo espontánea estabelece um limite superior para o 
tamanho dos núcleos e, portanto, para o número de elementos da tabela periódica. É preciso observar que a probabilidade de 
fissáo espontánea dos núcleos naturais é muito pequeña em relagáo aos outros modos possíveis de decaimento. Assim, por 
exemplo, a meia-vida do 238 U para o decaimento a é 4,5 x 10 9 anos, enquanto a meia-vida para a fissáo espontánea é 10 16 anos. 
Isso acontece porque a fissáo, como o decaimento a, é inibida pela barreira eletrostática, com a diferenga de que a probabilidade 
de tunelamento dos fragmentos de fissáo é muito menor, já que eles possuem cargas positivas muito maiores que urna partícula 
a. 

O mesmo núcleo pode se fissionar de muitas formas diferentes, produzindo fragmentos de diferentes tamanhos (veja a 
Figura 11-48) e néutrons isolados, cujo número varia de um a tres, dependendo da reagáo. O número médio de néutrons 
emitidos na fissáo do 235 U induzida por néutrons térmicos é 2,4. A Equagáo 11-66 representa urna reagáo típica de fissáo. O 
motivo pelo qual sáo emitidos néutrons é que os fragmentos de fissáo contém néutrons em excesso, como mostra a Figura 11- 
49. Em consequéncia, alguns néutrons sáo emitidos espontáneamente imediatamente após a fissáo, e outros sáo convertidos em 
prótons por emissáo p. A forga de repulsáo eletrostática faz com que os fragmentos sejam arremessados em diregóes opostas 
com energia cinética elevada; colisóes com outros átomos transformam subsequentemente essa energia em energia térmica. 
Como vimos, a fissáo libera urna energia de aproximadamente 200 MeV por núcleo. Trata-se de urna quantidade muito grande 
de energia. Em urna reagáo de combustáo, por exemplo, apenas 4 eV sáo liberados por molécula de oxigénio consumida. 

Os fragmentos de fissáo e os produtos do decaimento desses fragmentos, que se acumulam nos reatores nucleares, 
constituem a fonte principal de muitos radioisótopos utilizados na medicina e na indústria. Um dos mais importantes é 
o "Mo, que se transforma em "Te, o radioisótopo mais usado na medicina nuclear. 




FIGURA 11-48 Distribuigáo dos fragmentos resultantes da fissáo do 235 U por néutrons térmicos. A fissáo simétrica, na qual o núcleo de 
uranio se divide em dois núcleos de massas aproximadamente iguais, é muito menos provável que a fissáo assimétrica, em que os 
fragmentos tém massas diferentes. Observe a simetria dos dois lobos da distribuido, que existe até em detalhes como as pequeñas 
variagoes ñas proximidades do máximo e a convexidade da parte externa das curvas. [Fonte : G. J. Dilorio, Direct Physical Measurement 
ofMass Yields in Thermal Fission ofUranium-235 , Garland, New York, 1979.] 



FIGURA 11-49 A fissáo do 236 U ( 235 U + n) produz fragmentos ricos em néutrons, muito á esquerda da linha de estabilidade. Em 
consequéncia, a fissáo é acompanhada pela emissáo imediata de um ou mais dos néutrons em excesso, seguida pelo decaimento P“ dos 
fragmentos de fissáo para reduzir ainda mais o número de néutrons. 


EXEMPLO 11-20 


Energía Produzida pela Fissáo do 235 U Calcule a energia por unidade de massa, em quilowatts-horas 
por grama, que pode ser produzida pela fissáo de 235 U, supondo que a energia liberada seja 200 MeV por fissáo. 


SOLUQÁO 

Como 1 mol de 235 U tem urna massa de 235 g e contém N A = 6,02 x 10 23 núcleos, o número de núcleos de 235 U em 1 g é 


6,02 X 10 23 núcleos/mol 


235 g/mol 


= 2,56 X I0 JI núclcos/g 








A energía produzida por grama é, portanto, 


200 McV 2,56 X 10 21 núcleos 1,6 x 10 U 'J 

_i y _ y _ 

núcleo 1 £ 1 MeV 


1 h 


x 


] kW 


3600 s 1000 J/s 


= 2.2S X 10* kW * h/$ 


Observagáo: A energía gerada por 1 g de 235 U corresponde aproximadamente á energía consumida por urna residencia 
americana típica durante 15 meses. * 


A descoberta de que vários néutrons eram emitidos no processo de físsao levou a especulagóes quanto á possibilidade de 
usar esses néutrons para produzir outras fissóes, iniciando assim urna reagáo em cadeia. Em 2 de dezembro de 1942, menos de 
quatro anos depois da descoberta da físsao, um grupo liderado por Enrico Fermi produziu a primeira reagáo em cadeia 
autossustentada em um reator nuclear que havia sido construido na Universidade de Chicago. 25 

O uso da fissáo e da fusáo em armas nucleares teve urna grande influencia sobre os destinos do mundo nos últimos 70 anos. 
A utilizagáo pacífica dessas reagóes para geragáo de energía poderá ter urna influencia ainda maior no futuro, contanto que 
sejam encontradas solugóes satisfatórias para problemas de seguranga dos reatores e armazenamento dos rejeitos radioativos. 
Com o aumento da demanda mundial de energía e o esgotamento dos combustíveis fósseis, um número cada vez maior de 
reatores nucleares provavelmente será construido para geragáo de eletricidade. Os reatores nucleares sáo discutidos, juntamente 
com assuntos correlatos, na Leitura Suplementar Energía Nuclear. 



Leitura Suplementar | 

Em 2010, 5,2% da energía consumida no mundo teve origem nuclear. Os reatores nucleares, o ciclo de 
combustível nuclear e a seguranga nuclear sáo os temas da Leitura Suplementar Energía Nuclear , 
disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 11- 
68 a 11-70, as Tabelas 11-5 e 11-6, as Figuras 11-50 a 11-54 e os Exemplos 11-21 a 11-23. 





(i a ) O desenho mostra o primeiro reator nuclear do mundo, o CP-1 (Chicago Pile número 1). Projetando-se para fora da estrutura, perto do 
alto da escada, pode-se ver urna das barras revestidas com cádmio usadas para controlar a reagáo nuclear. A finalidade da cortina de 
plástico que envolvía o reator, que no desenho aparece aberta na parte da frente, era conter os gases radioativos gerados durante a 
operagáo do reator. A noticia de que o reator havia sido testado com sucesso foi transmitida por telefone por A. H. Compton ao 
conselheiro do Presidente Roosevelt (e reitor da Universidade de Harvard) J. B. Conant, com as seguintes palavras: “O navegador italiano 
[ou seja, Fermi] chegou ao Novo Mundo”. “Como eram os nativos?” - perguntou Conant. “Muito amigáveis” - respondeu Compton. (ó) 
A única fotografía conhecida do CP-1, tirada quando a 19 a camada de grafita estava sendo colocada. Camadas de grafita contendo uranio 
metálico e/ou óxido de uranio eram separadas por blocos de grafita pura. A camada 18, quase coberta na foto, continúa óxido de uranio, 
(i c ) Enrico Fermi, líder do grupo de cientistas responsável pela primeira reagáo nuclear produzida pelo homem, em 2 de dezembro de 


















1942. [(a) e (b) American Institute of Physics, Emilio Segré Visual Archives ; cortesía do Argonne National Laboratory, University of 
Chicago. ( c ) Cortesía do Argonne National Laboratory.'] 


Fusáo 

A produgáo de energia a partir da fusáo de núcleos leves vem sendo investigada com grande interesse por causa da abundancia 
do combustível e da ausencia de alguns riscos associados aos reatores de fissáo. Na fusáo, dois núcleos leves como o deutério 
( 2 H) e o tritio ( 3 H) se fundem para formar um núcleo mais pesado. Urna reagáo típica de fusáo é a seguinte: 

"H + ’H [ Hc H- n + 17,6 McV i 1.71 

Como vimos no Exemplo 11-19, esta reagáo de fusáo libera 4,3 vezes mais energia por quilograma que urna reagáo típica de 
fissáo; entretanto, a tecnología necessária para fazer da fusáo urna fonte prática de energia ainda náo foi criada. Nos parágrafos 
que se seguem, vamos discutir apenas a reagáo de fusáo da Equagáo 11-71, mas outras reagóes apresentam problemas 
semelhantes. 

Experimentos de Fusáo Controlada Por causa da repulsáo eletrostática, os núcleos de 2 H e 3 H so se aproximam o 
suficiente para que as forgas nucleares predominem e promovam a fusáo se tiverem urna energia cinética extremamente elevada, 
da ordem de 1 MeV. Energías dessa ordem de grandeza podem ser obtidas em um acelerador de partículas; acontece, porém, 
que o processo de espalhamento é muito mais provável que o de fusáo e, por isso, o bombardeio de um núcleo por outro em um 
acelerador consomé muito mais energia do que produz. Para obter energia a partir da fusáo, é preciso aquecer os nuclídeos a 
urna temperatura suficientemente elevada para que as reagóes de fusáo ocorram em consequéncia de colisdes aleatorias. Como 
um número significativo de partículas possui urna energia cinética maior que o valor médio de 3£772 e algumas partículas 
podem atravessar a barreira de Coulomb por tunelamento, urna temperatura T correspondente a kT ~ 10 keV é suficiente, na 
prática, para assegurar um número adequado de reagóes de fusáo, contanto que a concentragáo de partículas náo seja muito 
baixa. A temperatura correspondente a kT= 10 keV é 10 8 K. Temperaturas dessa ordem sáo encontradas no interior das estrelas, 
onde as reagóes de fusáo sáo comuns. Nessas temperaturas, a matéria existe na forma de um gás de elétrons livres e íons 
positivos conhecido como plasma (veja o Capítulo 10). Um dos maiores problemas dos reatores de fusáo é manter o plasma 
confinado por um tempo suficiente para que as reagóes ocorram. No interior de urna estrela como o Sol, o plasma é confinado 
pelo enorme campo gravitacional do astro. Na Terra, porém, o confinamento é um problema difícil de resolver. 

A energia necessária para aquecer um plasma é proporcional á concentragáo de íons, n , enquanto o número de fusóes é 
proporcional a n 2 , já que depende da distribuigáo de energia cinética e da segáo de choque para fusáo e os dois parámetros sáo 
proporcionáis a n. Se x é o tempo de confinamento, a energia produzida é proporcional a n 2 z. Para que a energia gerada seja 
maior que a energia fomecida, é preciso que 


C¡n 2 t > C¿n 

em que C\ e C 2 sáo constantes. Em 1957, o físico inglés J. D. Lawson calculou os valores dessas constantes a partir de 
estimativas da eficiencia de vários reatores de fusáo hipotéticos e chegou á seguinte relagáo entre concentragáo e tempo de 
confinamento, conhecida como criterio de Lawson: 


m > i s * partículas/m* 
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O reator experimental de fusáo ITER, atualmente em construgáo no sul da Franga. Um plasma de tritio e deutério é injetado em urna 
cámara de forma toroidal, na qual urna corrente elétrica é induzida pelo solenoide central. As bobinas toroidais sao usadas para confinar o 
plasma. As bobinas poloidais, perpendiculares ás bobinas toroidais, mantém o plasma afastado das paredes da cámara e ajudam a aquecé- 
lo. Para urna descr^áo mais completa do sistema, visite o site www.iter.org. [ITER Organizaron.] 


Se o critério de Lawson é atendido por urna pequeña margem e a energía térmica dos íons é apenas suficiente para que as 
reaqóes de fusáo ocorram ( kT ~ 10 keV), a energía produzida por um reator de fusáo é igual á energía necessária para fazé-lo 
funcionar (o que corresponde ao chamado ponto de equilibrio). Naturalmente, para que um reator de fusáo seja comercialmente 
viável, a produqáo de energía tem que ser muito maior que este valor. 

Dois métodos bem diferentes para satisfazer ao critério de Lawson estáo sendo investigados atualmente. No confmamento 
magnético , um campo magnético é usado para confinar o plasma. 26 No sistema mais comum, inventado na Rússia e conhecido 
como tokamak , o plasma é gerado no interior de um grande toroide. O campo magnético é urna combinaqáo do campo 
magnético produzido pela corrente nos enrolamentos do toroide e o campo produzido pelo movimento do próprio plasma. Um 
consorcio internacional está atualmente construindo na Franqa um tokamak denominado International Thermonuclear 
Experimental Reactor (ITER). A produqáo do primeiro plasma neste tokamak está programada para 2020. Na China, o 
Experimental Advanced Superconducting Tokamak (EAST), que usa enrolamentos supercondutores, considerados essenciais 
para urna produqáo continua de energia, comeqou a funcionar no final de 2006. O ponto de equilibrio usando confmamento 
magnético foi atingido faz alguns anos, mas ainda estamos longe de construir um reator comercial de fusáo. 

No segundo método, denominado confmamento inercial (Figura 11-55), urna bolinha contendo urna mistura de deutério e 
tritio congelados é bombardeada de todos os lados por pulsos de láser com urna energia da ordem de 10 6 J e urna duraqáo menor 
que 10 -8 s. (Também sáo usados íons e elétrons em lugar de pulsos luminosos.) Simulaqóes em computador mostram que o 
momento transferido para os núcleos de hidrogénio pode ser suficiente para fazer com que a densidade da bolinha atinja um 
valor 10.000 vezes maior que o normal, e a temperatura aumente para mais de 10 8 K. Com isso, seria possível produzir cerca de 
10 6 J de energia de fusáo em 10~ 10 s, um intervalo de tempo táo curto que a simples inércia bastaría para manter o plasma 
confinado (veja a Figura 11-55&). Na teoría, depois que o pulso de energia de fusáo fosse absorvido por um fluido de 
transferencia de calor, como litio líquido, outra bolinha seria injetada na confluencia dos pulsos e o processo poderia ser 
repetido várias vezes. 































FIGURA 11-55 (a) Diagrama esquemático de um possível reator de fusáo utilizando continamente inercial e a reagáo 2 H + 3 H —> 4 He + 
n. A reagáo produz 17,6 MeV por fusáo e o neutrón resultante reage com 6 Li (neutrón lento) ou 7 Li (neutrón rápido) para gerar no vos 
núcleos de 3 H. A última reagáo produz mais um neutrón lento; assim, cada dois néutrons produzidos por fusáo podem gerar tres núcleos 
de 3 H. Em outras palavras, o sistema se comporta como um reator regenerador de tritio. ( b ) O reator Nova é um reator de fusáo por 
continamente inercial que utiliza 10 lasers de alta potencia focalizados em urna bolinha de hidrogénio de 0,5 mm de diámetro. A reagáo 
de fusáo resultante, visível na fotografía como um ponto claro, dura 1CT 10 s e libera 10 13 néutrons. ( c ) A reagáo próton-próton é a principal 
fonte de energia do Sol. O neutrino criado na reagáo inicial escapa para o espago. A energia produzida por ciclo é 26,7 MeV. [(ú) Cortesía 
do Lawrence Livermore National Laboratory, U.S. Department of Energy.] 


Como o ponto de equilibrio foi atingido apenas recentemente nos reatores de confinamento magnético e a construgáo de um 
reator de fusáo envolve muitos problemas práticos que ainda permanecem sem solugáo, como, por exemplo, o fato de que o 
bombardeio de néutrons tende a tomar radioativas as paredes do reator, náo é provável que a fusáo nuclear venha a ser 
explorada comercialmente ñas próximas décadas. 


EXEMPLO 11-24 


_Temperatura da Reagáo de Fusáo 1 H + 1 H—► 2 H + e + + v Para que haja fusáo entre dois prótons, é preciso 

que as partículas se aproximem o suficiente para que a forga nuclear se tome maior que a forga de repulsáo eletrostática, o que 
acontece para distancias menores que 3 x 10“ 15 m. Determine ( a ) a temperatura mínima de um plasma de hidrogénio no qual um 
próton com a energia média do plasma é capaz de vencer a repulsáo eletrostática; (b) a energia liberada na reagáo de fusáo. 


SOLUQÁO 

(a) A altura da barreira de potencial que os prótons tém que vencer é dada por 


























































u - 


[ r _ (9x 10 9 N*m 2 /C 2 )(],60 X IO“ l9 C) 2 
47ieo r ~ 3 t 0 X 10" 15 m 

ü = 7,76 X ID -14 J 

Para que esta barreira seja superada, é preciso que a energía média dos elétrons, 3£772, seja igual a pelo menos metade deste valor. 
Assim, 


(3/2 )kT = 3,84 X 1(T I4 J 

e, portanto, 


2 X 3,84 X 10~ l4 J 
3 X 1,38 x ](r*I/K 


1,9 X I0 y K 


(b) A energía liberada, que corresponde ao valor de Q da reagáo de fusáo, é dada por 


Q = |[2/ra( 1 H) - m( 2 H) - 2 m,]c 2 

= [2 X 1,007825 u - 2,014102 u - 0,001097 u]c 2 
= 0,000451 li -c 2 X 931,5 MeV/u * c 2 = 0,42 MeV 

em que foram usados os valores das massas atómicas que aparecem no Apéndice A. A energía liberada na reagáo de fusáo ! H + 
0,42 MeV, é muito menor que os 17,6 MeV liberados na reagáo 2 H + 3 H (veja a Equagáo 11-67). É por isso que a segunda reagáo é 
usada em praticamente todos os experimentos de fusáo controlada. 


A Fonte de Energía do Sol De acordo com as leis da termodinámica, o tempo necessário para que a energia térmica 
atualmente contida no Sol se dissipe por irradiaqáo é aproximadamente 3 x 10 7 anos. Como a vida existe na Terra há pelo 
menos 3 x 10 9 anos, a taxa de irradiaqáo do Sol náo deve ter mudado muito nesse período. Isso significa que o Sol deve dispor 
de urna fonte capaz de produzir urna quantidade de energia muito maior que a energia térmica contida no plasma e no campo de 
radiaqáo solar. Essa fonte de energia é a fusáo nuclear. Ao que tudo indica, quando o Sol se formou a partir da urna nuvem de 
gás, a contraqáo fez com que a temperatura aumentasse até atingir um valor suficientemente elevado para que alguns núcleos de 
hidrogénio (prótons) se fundissem para formar núcleos de hélio. Esta reaqáo (na verdade, urna série de reaqdes) foi proposta por 
H. A. Bethe e é conhecida como ciclo próton-próton. A primeira reaqáo da série é a seguinte: 

L H + ] H^- 2 H + e + + v, + 0.42 MeV 

Para a temperatura estimada no centro do Sol, 1,5 x 10 7 K, a energia média dos prótons é aproximadamente 3 x 1(T 16 J, um 
valor muito menor que a altura da barreira da repulsáo eletrostática, que é da ordem de 8 x 1(T 14 J (veja o Exemplo 11-24). 
Assim, a fusáo pode ocorrer apenas por tunelamento ou para os poucos prótons que se encontram na extremidade de altas 
energías da distribuiqáo de Maxwell-Boltzmann, o que significa que a probabilidade de fusáo é muito pequeña. Isso estabelece 
um limite para a rapidez com a qual o Sol pode produzir energia, assegurando urna longa vida para o Sol e estrelas semelhantes. 
Este limite é chamado por alguns de “gargalo” do ciclo de fusáo solar. Depois que o 2 H (deutério) se forma, a seguinte reaqáo se 
toma muito provável: 


-H 4 ] H *He + 7 + 5,49 MeV 

logo seguida por 

■He 4 4 2'H 4 7 4 12,86McV 

Este processo, através do qual núcleos de hidrogénio sáo “queimados” para produzir núcleos de hélio, está representado 
esquemáticamente na Figura 1 l-55c. Existem outras reaqóes capazes de converter o 3 He em 4 He, todas com o mesmo valor de 
Q , mas com diferentes velocidades, dependendo da composiqáo e temperatura do plasma. 

Os neutrinos produzidos no ciclo próton-próton escapam para o espaqo e constituem o único meio de observar o que está 
acontecendo no interior do Sol. É possível calcular a velocidade da reaqáo a partir da poténcia total irradiada pelo Sol e do valor 
de Q do ciclo próton-próton. Além disso, as reaqóes alternativas para formaqáo de 4 H apresentam diferentes espectros de 
neutrinos, o que permite determinar a contribuiqáo relativa de cada reaqáo e obter informaqóes a respeito da composiqáo e 






temperatura do plasma. Para surpresa dos dentistas, o número de neutrinos solares que chegam á Terra é menos de metade do 
valor calculado com base no modelo-padráo da atividade solar. A razáo desta discrepancia, conhecida como problema dos 
neutrinos solares , foi descoberta recentemente, quando os resultados obtidos nos observatorios de neutrinos Sudbury, no 
Canadá, e Super-Kamiokande, no Japáo, mostraram que os neutrinos possuem urna pequeña massa de repouso e podem mudar 
de um tipo para outro no trajeto até a Terra (veja a Segáo 12-5). 

Exercícios 

17. Explique por que a água é mais eficaz que o chumbo para absorver a energía dos néutrons rápidos. 

18. O que acontece com os néutrons produzidos na fissáo que nao produzem outra fissáo? 

19. Por que a fusáo ocorre espontáneamente no Sol, mas nao na Terra? 



Leitura Suplementar | 

Para compreender os efeitos biológicos da radiagáo ionizante e o principio de funcionamento dos 
detectores de radiagáo, é preciso saber o que acontece quando partículas carregadas, néutrons e fótons 
atravessam um material. Esse é o tema da Leitura Suplementar Interagóes de Partículas com a Materia , 
disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equagóes 11- 
73 a 11-83, as Figuras 11-56 a 11-61 e o Exemplo 11-25. 


Urna oportunidade PARA VOCE A descoberta de novos materiais tem sido um fator importante para o progresso da humanidade desde 
que o homem primitivo substituiu a madeira pela pedra para fazer ferramentas mais eficazes e duráveis. Por volta de 1400 a.C., o homem 
aprendeu a misturar cobre e estanho fundidos para fabricar urna liga de alta resistencia mecánica (o bronze) e, logo depois, descobriu que o ferro 
aquecido com carváo (carbono) formava um material ainda mais duro e resistente (o ago). Essas descobertas ainda sao úteis hoje em dia, quase 
3500 anos depois. O uso de reatores nucleares para atender á demanda crescente de energía trouxe novos desafíos no campo da ciencia dos 
materiais, como o desenvolvimento de ligas capazes de resistir a danos causados por radiagáo, especialmente por parte de néutrons. Ñas ligas 
convencionais, os defeitos induzidos por radiagáo migram para a superficie, fazendo com que o material aumente de volume. As lacunas 
deixadas por esses defeitos se aglomeram para formar cavidades que fragilizam o material. Os mecanismos responsáveis por esses fenómenos 
ainda nao sao bem conhecidos, mas tudo indica que necessitamos de materiais de autocura. Para criar materiais desse tipo, será necessária urna 
boa dose de imaginagáo. A qualidade do nosso futuro depende, em boa parte, da pesquisa de novos materiais. Existem inúmeras oportunidades 
para prestar contribuigóes valiosas nessa área. 


11-9 Aplicagóes 

As aplicagóes mais importantes das reagóes e interagóes nucleares estáo sem dúvida na medicina, principalmente no campo do 
diagnóstico, mas também no tratamento do cáncer e de outras doengas. A disponibilidade de detectores mais sensíveis e 
computadores mais potentes certamente contribuiu para o grande progresso observado nos últimos anos na medicina nuclear. 
Também importante para um largo espectro de disciplinas, desde a arte até a química, passando pela geología e a zoología, é um 
conjunto de técnicas analíticas extremamente precisas, como a análise por ativagáo de néutrons e a espectrometría de massa 
com aceleradores. Os antropólogos, arqueólogos e geólogos usam rotineiramente o decaimento de radioisótopos para 
determinar a idade de rochas e artefatos e avahar o potencial de campos de petróleo. O capítulo termina com urna breve 
descrigáo dessas técnicas. 

Regioes ricas em petróleo e gás natural em pogos exploratorios podem ser localizadas introduzindo no pogo urna fonte de néutrons 
(em geral, urna mistura de 239 Pu e 9 Be ou 241 Am e 9 Be) e um detector de raios gama. Os néutrons produzem raios gama através de 
reagóes do tipo X(n,y)V com rochas vizinhas. A análise do espectro de raios gama permite identificar elementos na rocha que 
normalmente estáo associados ao petróleo e ao gás natural. 

Análise por Ativagáo de Néutrons 

Este método, que permite detectar elementos e discriminar isótopos, é extremamente sensível e preciso. Alguns elementos e 
isótopos sao mais fáceis de observar que outros, mas o método é mais usado no caso dos muitos elementos que nao podem ser 
detectados, em pequeñas concentragóes, por meios convencionais. A análise por ativagáo de néutrons (NAA) tem sido usada em 
urna grande variedade de aplicagóes, como a identificagáo de poluentes no ar, o controle de qualidade de dispositivos 
semicondutores e a autenticagáo de obras de arte. 











O método consiste em expor a amostra a ser analisada a um fluxo intenso de néutrons lentos. O isótopo A Z M do elemento de 
interesse sofre a reagáo A z M(n, y ) A+1 z M (veja a Segáo 11-7), na qual A+1 Z M é um nuclídeo radioativo. O nuclídeo A+l z M pode ser 
identificado por sua meia-vida e pela energia dos raios beta e gama emitidos. A atividade do material irradiado é dada por 

R(í) = \N{í) = R n { I - « _lu ) 11-84 

na qual té o tempo de irradiagáo, X é a constante de decaimento do nuclídeo AA+1 Z M q R 0 é a taxa (constante) de produgáo do 
isótopo. A atividade R(t ) é medida experimentalmente e R 0 pode ser calculada com o auxilio da Equagáo 11-62, já que = NoR, 
em que N 0 é o número de núcleos de A Z M na amostra. Assim, 

Rq = N$R = NquI 11-85 

em que o é a segáo de choque para a reagáo A ^A{n, y ) A+l z M em cm 2 e / é o fluxo de néutrons em néutrons/s-cm 2 . A Equagao 11- 
84 pode, portanto, ser escrita na forma 

R{í) = NtfTl{\ - e~ kt ) 11-86 

Nos casos em que a meia-vida é suficientemente pequeña, costuma-se irradiar a amostra até saturá-la, ou seja, até que R(t) ~ 
R( oo) = Nocí. A Tabela 11-7 mostra as atividades de saturagáo por pg de alguns isótopos. Na saturagáo, o número de núcleos de 
A Z M é dado por 


Na 


R (oo) 
<r! 


Tabela 11-7Atividades de saturagáo de alguns isótopos (/ = 

10 12 néutrons/min-cm 2 ) 

A Z M 

A+1 Z M 

Atividade de saturagáo 
ft^ldecaimentos/min* pg 

55 Mn 

56 Mn 

8,8 x 10 6 

63 Cu 

64 Cu 

1,7 x 10 6 

127 1 

128| 

1,6 x 10 6 

197 Au 

198 Au 

1,7 x 10 7 









Urna das aplicagoes da análise por ativagáo de néutrons. Pinturas ocultas por outras pinturas podem ser observadas bombardeando o 
quadro com néutrons e observando as partículas emitidas pelos núcleos que capturaram um neutrón. Diferentes elementos usados ñas 
tintas possuem meias-vidas diferentes. ( a ) O quadro de Van Dyck Santa Rosalie Intercedendo pelas Vítimas da Peste de Palermo. Para as 
imagens que aparecem em ( b ) e (c), foi usado um filme especial sensível aos elétrons emitidos por elementos radioativos. A imagem ( b ), 
tomada algumas horas após a irradiagáo do quadro com néutrons, revela a presenta de manganés, encontrado no umbro, um pigmento cor 
de térra usado na pintura. (A regiáo clara assinala o lugar onde foi feita urna restaurado com tintas modernas, que nao contém 
manganés.) A imagem (c) foi tomada quatro dias mais tarde, depois que as emissoes do manganés haviam diminuido de intensidade e as 
emissoes predominantes eram as do fósforo, encontrado no carváo animal e vegetal. A imagem mostra um esbozo do próprio Van Dyck, 
de cabera para baixo. O autorretrato, executado em carváo, foi oculto pelo artista quando reaproveitou a tela. (Veja o Problema 11-83.) 
[(a) Cortesía do Metropolitan Museum of Art , New York City, (b) e (c) Cortesía do Painting Conservaron Department, Metropolitan 
Museum of Art, New York City.] 


e a massa de A Z M na amostra é dada por 


iw(2 M) 


N 0 W __ /f(oo)W r 

~Ñf = 


em que Wé o peso atómico do elemento e N, é o número de Avogadro. 
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EXEMPLO 11-26 


_O Cordáo de “Ouro” Depois de comprar um cordáo anunciado como feito de urna liga com 10% de ouro, 

um comprador desconfiado irradia um elo de 25 mg do cordáo com um fluxo constante de 10 10 néutrons/s*cm 2 por um tempo 
suficientemente longo para que a atividade do ouro sature. Em seguida, o comprador mede a atividade do elo com um detector cuja 
eficiéncia é 12% e obtém um valor de 7,5 x 10 4 decaimentos/s. Qual é a porcentagem em massa de ouro no cordáo? (A seipáo de 
choque para ativagáo por néutrons do 197 Au é 98,8 bams.) 


SOLUQÁO 

Como a eficiéncia do detector é 12%, o verdadeiro valor de R( qo) é 


R(oq) = 


7,5 x 1G 4 decaimentos/s 


0,12 


= 6,3 x 1 íV decaimentos/s 


De acordo com a Equa?ao 11-87, temos: 


(63 X IO s (k'caímcnloVs) (107g/mol) 


m ( i 97 Ali'] = — 

(6.02 X 10 J ' ¿itomos/mol) (98,8 X I ‘ cor > 

x (10 lth ncutnons/s/cm-) 


m (Au) = 2,1 X I0 _4 g 

Assim, a porcentagem em massa de ouro no cordáo é dada por 

2,1 x I0 4 g 


%Au = 


25 x l(T ? g 


X 100 = 0,8% 


O teor de ouro no cordáo é, portanto, aproximadamente 10 vezes menor que o anunciado. 


Ressonáncia Magnética Nuclear 

Como vimos na Seqáo 7-7, a aplicaqáo de um campo magnético externo produz um desdobramento dos níveis de energia do 
átomo (efeito Zeeman) por causa da interaqáo entre os momentos magnéticos eletrónicos e o campo aplicado. Como muitos 
núcleos também possuem um momento magnético, os níveis de energia nucleares também podem ser desdobrados por um 
campo magnético. Vamos limitar nossa discussáo ao caso mais simples, o do átomo de hidrogénio, no qual o núcleo é 
constituido por um próton isolado. 

A energia potencial de um momento magnético q na presenqa de um campo magnético B é dada por 

U = -|i'B 
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A energía potencial é mínima, quando o momento magnético e o campo aplicado sao paralelos, e máxima quando o momento 
magnético e o campo sao antiparalelos. Como o número quántico de spin do próton é 1/2, o momento magnético do próton tem 
duas orientagóes possíveis em relagáo a um campo magnético externo: paralelo ao campo (spin para cima) e antiparalelo (spin 
para baixo). A diferenga de energía entre as duas orientagóes (Figura 11-62) é dada por 


e 


M 


■ aE = 2u B 


e ú 


FIGURA 11-62 Um próton tem dois estados de energía na presenga de um campo magnético, correspondentes ás duas orientagóes 
possíveis do momento magnético do próton em relagáo ao campo. 


AE = 2{)x z ) p B 11-89 

Quando urna colegáo de átomos de hidrogénio é irradiada com fótons de energia AE , alguns núcleos sao induzidos a realizar 
transigóes do estado inferior para o estado superior por absorgáo ressonante. Em seguida, esses núcleos decaem para o estado 
inferior, emitindo fótons de energia A E. A frequéncia dos fótons absorvidos e emitidos pode ser calculada a partir da relagáo 


¥= ¿£ = 2(n,),» 

Em um campo magnético de 1 T, a energia é dada por 


e a frequéncia dos fótons é 


á£ = 2(iL,) iy B 

/3,L5 x ](T*eV/T 
= 2(2,79 wv)( ' , 

\ 1 M-/V 

= 1/76 X l(r 7 eV 


(IT) 


, _ AE _ 1,76 X IO~ 7 tV 

^ ~ ~Ü~ ~ 4,14 X 10“ 15 cV * s 

= 4,25 X JO 7 Hz = 42,5 MH¿ 

Esta frequéncia está na faixa de ondas de rádio do espectro eletromagnético, também conhecida como faixa de RF 
(radiofrequéncia). A medida da frequéncia de ressonáncia de prótons livres pode ser usada para determinar o momento 
magnético do próton. 

Quando um átomo de hidrogénio faz parte de urna molécula, o campo magnético na posigáo do próton é a soma do campo 
magnético externo com o campo magnético produzido pelos elétrons e núcleos vizinhos. Como a frequéncia de ressonáncia é 
proporcional ao campo magnético total a que está submetido o próton, a medida da frequéncia pode fomecer informagóes a 
respeito do campo magnético interno da molécula. Esta técnica de investigagáo, conhecida como ressonáncia magnética 
nuclear , é muito usada para investigar a estrutura magnética dos materiais. 

A ressonáncia magnética nuclear também é usada na medicina, como alternativa para os exames de raios X e ultrassom. 
Para isso, o paciente é submetido simultáneamente a um campo magnético náo homogéneo, produzido por eletroímás 
supercondutores, e a um espectro de radiofrequéncias. A frequéncia dos fótons absorvidos e emitidos depende do valor do 
campo magnético, que pode ser associado a urna regiáo específica do corpo do paciente. Como a energia dos fótons é muito 
menor que a energia das ligagóes moleculares e a intensidade é suficientemente pequeña para que náo ocorra um aquecimento 
significativo, os danos biológicos causados pela radiagáo sáo mínimos ou inexistentes. Os exames de ressonáncia magnética 
nuclear sáo náo invasivos e mais sensíveis que os outros tipos de exames para a detecgáo de tumores moles. 


Tomografia Computadorizada 


Wilhelm Roentgen recebeu o primeiro Prémio Nobel de Física, em 1901, por haver descoberto os raios X em 1895, um evento 
que também assinalou o inicio da radiografía , o uso de radiagóes e feixes de partículas para obter imagens internas de objetos 







opacos. Durante meio século, os raios X foram o único tipo de radiagáo utilizado. No final da década de 1940, a introdugáo de 
radioisótopos no corpo dos pacientes tomou possível investigar seletivamente o funcionamento de certos órgáos, urna técnica 
que hoje faz parte de urna especialidade conhecida como medicina nuclear. Os isótopos usados sao em geral emissores gama, de 
meia-vida relativamente curta, já que a penetragáo de partículas alfa e beta em tecidos biológicos é quase sempre insuficiente. 
Os detectores mais usados sao cristais cintiladores (cristais que emitem pulsos luminosos ao serem atingidos por raios gama), 
geralmente acoplados a um colimador para que seja possível determinar a posigáo da fonte (veja a Figura 11-63). A imagem é 
gerada por um computador a partir do sinal de saída da fotomultiplicadora usada para detectar os pulsos luminosos produzidos 
pelo cristal. 

Como as radiografías comuns, produzidas com raios X, as radiografías obtidas com emissores gama sao projegóes 
bidimensionais da atenuagáo causada por um objeto tridimensional. Assim, nos dois casos, as radiografías nao contém 
informagóes a respeito do relevo dos objetos. No caso dos raios X, G. Hounsfield e A. Cormack resolveram o problema em 
1972 com a invengáo da tomografia computadorizada. 27 Nesta técnica, faz-se girar um feixe de raios X colimados, com urna 
espessura de alguns milímetros, em tomo do paciente; o feixe transmitido é registrado por um arco de detectores situado do lado 
oposto (Figura 11-64). Os sinais dos detectores sao usados para reconstmir matemáticamente a imagem de urna segáo reta do 
objeto (e nao urna projegáo). 



Colimador de chumbo 


FIGURA 11-63 Diagrama esquemático de urna cámara de raios gama, constituida por um cristal cintilador e um involucro de chumbo, 
que funciona como colimador. A cámara é colocada em várias posigoes em relagáo ao paciente e a intensidade dos raios gama, registrada 
pelo detector, fomece informagóes a respeito da localizagáo e concentragáo de um radioisótopo no interior do organismo, que podem ser 
usadas por um computador para gerar urna imagem da distribuigáo do radioisótopo. Os colimadores das cámaras modernas contém 
centenas ou mesmo milhares de pequeños canais, através dos quais os raios gama podem chegar ao cristal. 



FIGURA 11 -64 O tomógrafo pode ser usado para obter imagens de segóes retas do corpo humano. O feixe de raios X em forma de leque, 
com alguns milímetros de espessura, e o banco de detectores, normalmente constituido por contadores proporcionáis ou de fio, gira em 
tomo de um eixo para produzir cada imagem completa. Deslocando o paciente para cima e para baixo enquanto o aparelho produz 
imagens sucessivas, é possível obter urna representagáo tridimensional completa. 


Obtendo várias projegóes bidimensionais com urna cámara de raios gama e processando os resultados em computador, 
também é possível determinar a distribuigáo de radioisótopos em urna segáo reta do objeto. Este método é conhecido como 



















tomografia computada por emissáo de fóton único , ou SPECT.* 


O tecnécio (Z = 43), previsto por Moseley em 1914 e descoberto por Cario Perrier e Emilio Segré em 1937, em urna 
amostra de molibdénio bombardeada com núcleos de deutério em um ciclotrón, nao é encontrado na natureza e foi o 
primeiro elemento a ser produzido artificialmente. Um dos isótopos do tecnécio, o "Te, é, de longe, o radioisótopo 
mais usado na medicina para fins de pesquisa e diagnóstico. O nuclídeo é formado em um estado excitado conhecido 
como tecnécio 99m, que decaí para o estado fundamental com urna meia-vida de aproximadamente 6 horas, emitindo 
um raio gama de 140 keV fácilmente detectável por cintilómetros. 

Embora fossem essenciais para o funcionamento dos tomógrafos computadorizados, os colimadores reduziam 
consideravelmente a sensibilidade dos aparelhos. Urna forma de eliminar os colimadores seria utilizar radioisótopos que fossem 
emissores de pósitrons. Isso porque os pósitrons viajam apenas alguns milímetros nos tecidos vivos antes de encontrar elétrons, 
e as duas partículas se aniquilam mutuamente, com a emissáo de dois fótons de 0,511 MeV em diregóes opostas. A observagáo 
simultánea desses fótons por dois detectores permite determinar com precisáo o ponto de aniquilagáo (veja a Figura 11-65). 
Para que a técnica fosse viável, porém, seria preciso contar com um detector que fosse sensível aos fótons de 0,511 MeV e 
suficientemente pequeño para indicar a posigáo dos fótons com urna precisáo de aproximadamente um milímetro. O problema 
foi resolvido em meados da década de 1980, quando C. Thompson e colaboradores desenvolveram detectores á base de 
germanato de bismuto (BGO). Atualmente, quase todos os equipamentos de tomografia por emissáo de pósitrons (PET) 
utilizam anéis de detectores feitos de BGO (Figura ll-65a).* A Figura 11-656 mostra urna imagem da atividade do cérebro 
obtida com detectores de BGO. Um dos fatores que limitam o uso da tomografia por emissáo de pósitrons é a necessidade de 
que exista um acelerador de partículas ñas redondezas, já que os emissores de pósitrons mais interessantes para pesquisas 
biológicas, o n C, o 13 N, o 15 0 e o 18 F, possuem meias-vidas de apenas 20 min, 10 min, 2 min e 110 min, respectivamente, e, 
portanto, devem ser constantemente substituidos. 

m 
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m 

FIGURA 11 -65 ( a ) Dois núcleos de um radioisótopo introduzido no corpo de um paciente (omitido na ilustragáo) emitem pósitrons em A 
e B. Os dois fótons de 0,511 MeV produzidos pela aniquilagáo de um desses pósitrons se propagam em sentidos opostos e sáo detectados 
por um par de detectores de germanato de bismuto localizados em um anel que envolve o paciente. Circuitos de coincidencia permitem 
determinar a trajetória dos fótons. (6) Os sinais colhidos pelos detectores sáo usados por um computador para gerar urna imagem da 
distribuigáo do radioisótopo no plano do anel. Esta sequéncia de imagens mostra o consumo de glicose ñas células do cérebro, indicado 
pelo uso de um emissor de pósitrons com urna atividade de 7 mCi. A sequéncia comega no canto superior esquerdo. [Cortesía de D. W. 
Townsend , Divisáo de Medicina Nuclear , Hospital Universitário de Genebra , Genebra, Suíga.\ 

Datagáo Através de Nuclídeos Radioativos 

A radioatividade ocorre na natureza em consequéncia (1) da existencia de nuclídeos instáveis associados ás tres cadeias que tém 
como ponto de partida nuclídeos pesados emissores a (veja a Segáo 11-4); (2) da existencia de radioisótopos de longa vida, 
como o 40 K ( 6/2 = 1,25 x 10 9 anos); (3) da produgáo de radioisótopos por reagóes entre prótons e néutrons dos raios cósmicos e 
núcleos da atmosfera. Os tres processos podem ser usados para estimar a idade de rochas e artefatos arqueológicos. Como era de 
se esperar, os isótopos de meia-vida muito grande, como o 40 K e o 232 Th ( 6/2 = 1,24 x 10 10 anos), sáo usados para determinar a 
idade de rochas “antigas”, enquanto os isótopos de meia-vida menor, como o 14 C, sáo usados para determinar a idade de rochas 
mais “novas”, outros materiais inorgánicos e amostras arqueológicas, como restos de antigas fogueiras, que contém carbono. 

A técnica usada para determinar a idade de urna amostra através de nuclídeos radioativos consiste em medir a razáo entre as 
abundáncias de dois nuclídeos, pelo menos um dos quais é radioativo ou o produto final estável de urna cadeia de decaimentos, 


«* # « 


(a) 


Fóton de 
0,511 MeV 
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e compará-la com a razáo conhecida (ou presumida) das abundancias dos mesmos nuclídeos na ocasiáo em que o material se 
formou. A Tabela 11-8 mostra a abundancia natural de alguns radioisótopos usados para datagáo. 

Datagáo com 14 Urna técnica muito usada para determinar a idade de amostras arqueológicas que contém carbono, como 
pedagos de osso ou carváo, se baseia na medida da razáo entre o número de átomos de 14 C e o número de átomos de 12 C na 
amostra. O 14 C, que é radioativo, é produzido continuamente na atmosfera pela reagáo 14 N(tz,/?) 14 C. Os néutrons sáo produzidos 
por raios cósmicos. O 14 C é um emissor p“ que decai novamente para 14 N através da reagáo 


Tabela 11-8Abundáncia natural de alguns radioisótopos 

Nuclídeo 

Un (anos) 

Abundáncia (%) 

Filho 

14 c 

5730 

1,35 x 10- 10 

14 N 

40 k 

1,25 x 10 9 

0,0117 

40 a 

87 Rb 

4,88 x 10 10 

27,83 

87 Sr 

147 Sm 

1,06 x 10 11 

15,0 

143 Nd 

176 Lu 

3,59 x 10 10 

2,59 

176 Hf 

187 Re 

4,30 x 10 10 

62,60 

187 0s 


U C ,4 N + |T + v c 11-90 


com urna meia-vida t m = 5730 anos. 28 

Como as propriedades químicas dos átomos de 14 C sáo as mesmas dos átomos de carbono comum ( 12 C), os átomos de 14 C se 
combinam com oxigénio para formar moléculas de C0 2 . Como os organismos vivos trocam C0 2 continuamente com a 
atmosfera, a razáo 14 C/ 12 C nos organismos vivos é igual á relagáo de equilibrio na atmosfera, que atualmente é igual a 1,35 x 
10“ 12 . Quando um organismo morre, deixa de absorver 14 C da atmosfera, e a razáo 14 C/ 12 C comega a diminuir por causa do 
decaimento do 14 C. Como ilustra o Exemplo 11-27, a taxa de decaimento do 14 C por grama de carbono pode ser usada para 
estimar quanto tempo se passou desde a morte do organismo. 






“Grupo de veados”, pintura rupestre na caverna de Lascaux, Franca. Pinturas pré-históricas como esta foram datadas pelo método do 
carbono 14; as mais antigas encontradas até agora tém entre 33.000 e 38.000 anos de idade, dependendo da razáo 14 C/ 12 C utilizada nos 
cálculos. [Art Res ource.] 


EXEMPLO 11-27 


Taxa de Decaimento do 14 C em Seres Vivos Calcule a taxa de decaimento do 14 C por grama de 


carbono em um organismo vivo, supondo que 14 C/ 12 C = 1,35 x 10 12 . A meia-vida do 14 C é 5730 anos. 

SOLUQÁO 

1. Combinando a Equagáo 11-19 com a Equagáo 11-22, podemos expressar a taxa de decaimento R em fun^áo da meia-vida t \¡2 e do 
número de átomos radioativos, N: 

dN (X6« 

R = —— = \N = - N 

dt íi/2 

2. Para determinar o valor de N, calculamos primeiro o número de átomos de 12 C por grama: 

N a 6,02 X I0 23 átomos/mol 

Ni¡r —~ --- 

M 12 g/mol 

= 5,02 x lip núcleos/g 

3. O número N de núcleos de 14 C por grama é, portanto, 

= K35 X 10 - í2 Nac 
= (1,35 X 10 -12 ) (5,02 X 10 22 ) 

= 6,78 X I0 10 mlcleos/g 

4. Substituindo este valor de N na equagáo obtida no item 1, temos: 

(0.693) (6,78 X 10 ]O g -1 ) (60s/min) 


H = 


(5730 anos) (3,16 X 10' s/anos) 
= J 5,6 decaí memos /min * g 





EXEMPLO 11-28 


_| Metabolismo Basal e a Poténcia do 14 C No Exemplo 11-27, foi calculado que a taxa de decaimento do 

14 C nos organismos vivos é 15,6 decaimentos por minuto. Compare a poténcia produzida pelo decaimento do 14 C presente no corpo 
humano com o metabolismo basal (poténcia desenvolvida pelo corpo humano para manter fungoes vitáis). 


SOLUQÁO 

1. O metabolismo basal (a “queima” de alimento no corpo humano para manter fungoes vitáis) libera aproximadamente 4,75 
quilocalorias por litro de 0 2 consumido e um individuo adulto em repouso consomé, em média, 16 litros de 0 2 por hora.* A 
poténcia desenvolvida por um individuo adulto em repouso é, portanto, 

kcal tO, .cal 1 h J 

P m - 4.75- X 16— 5 x K) 3 -— x —- X 4,186 — 

m «), h kcal 3600 s cal 

P MB = 88 J/s = 88 W 

2. Supondo que a massa de um adulto médio é 68 kg e sabendo que o corpo humano contém 18% de carbono, a taxa de decaimento 
do 14 C em um adulto médio é 

g decaimentos 1 min 

R = 68 kgx 10 ! A x 15.6- : - x x 0,18 


kg 


min* g 


60 s 


R = 3,18 X 10 3 <loceMmcntos/s = 3,1» X 10 3 Bq 

3. Como a energía associado ao decaimento de um núcleo de 14 C é 157 keV, a poténcia produzida pelo decaimento do 14 C presente no 


corpo de um adulto é 


, decaimentos 

P‘< c — 3,18 X 10 3 - X 157 


X l(X 


s 

eV 


x 1,60 x 10 _|I> —■ 


eV 


decaimentos 
Fm c = 8,00 X I0" ]l J/s = 8,00 X 10 -M W 

Os cálculos acima mostram que a poténcia produzida pelo decaimento do 14 C é muito menor que o metabolismo basal de um adulto. 


EXEMPLO 11-29 


_Idade de um Fragmento de Osso Existem razoes para acreditar que um fragmento de osso encontrado no 

planalto central do México pertenceu a um soldado do exército de Cortez, que derrotou os astecas em 1520. O fragmento contém 200 
g de carbono com urna taxa de decaimento de 400 decaimentos/min. A amostra pode pertencer a urna pessoa que morreu no século 
XVI? 


SOLUQÁO 

Em primeiro lugar, vamos fazer urna estimativa grosseira. Se o osso pertencesse a um organismo vivo, a taxa de decaimento seria 200 
g x 15,6 decaimentos/min-g = 3120 decaimentos/min. Como 400/3120 ~ 1/8 = 1/2 3 (o valor exato é 1/7,8), a amostra deve ter decaído 
durante aproximadamente 3 meias-vidas, ou seja, 3 x 5730 = 17.190 anos. Para calcular a idade com mais precisáo, observamos que, 
depois de n meias-vidas, a taxa de decaimento diminuí de um fator de (1/2)". Assim, temos: 



400 

3120 


ou seja, 


T 

n ln 2 


j? = 


3120 

400 
ln 7,8 
ln 7,8 


- 7.8 


= 2,96 


ln 2 















A idade do fragmento é, portanto, dada por t = nt \/2 = 2,96 x 5730 = 16.980 anos. Assim, o fragmento de osso tem muito mais de 500 
anos e nao pode pertencer a um soldado do exército de Cortez. Por outro lado, pode ser usado como prova de que havia seres 
humanos na regiáo há pelo menos 17.000 anos. 


Observe que o cálculo do Exemplo 11-29 se baseia na suposiqáo de que a concentraqáo de 14 N na atmosfera e a intensidade 
dos raios cósmicos nao mudaram nos últimos 17.000 anos. Na verdade, os dois parámetros mudaram significativamente. Para 
calcular a idade de urna amostra com precisáo a partir de medidas de 14 C, é preciso levar em conta (1) as flutuaqóes do campo 
magnético terrestre, que afetam o fluxo de raios cósmicos; (2) as mudanqas na composiqáo da atmosfera, produzidas por 
fenómenos químicos e geológicos e também por variaqóes da temperatura média da atmosfera. Por exemplo, existem várias 
indicaqóes de que, há 9.000 anos, a razáo 14 C/ 12 C era 1,5 vez maior que o valor atual. A razáo também mudou 
significativamente nos últimos cem anos por causa da queima de combustíveis fósseis, que introduz urna proporqáo maior de 
14 C na atmosfera, e dos testes nucleares, que produzem diretamente o 14 C. Graqas aos modernos espectrómetros de massa, é 
possível medir a razáo 14 C/ 12 C com suficiente precisáo para estender a aplicabilidade do método do 14 C a amostras com mais de 
50.000 anos de idade e alguns miligramas de massa. Para determinar a idade de amostras mais antigas, é preciso usar nuclídeos 
com meia-vida mais longa, como certos isótopos do uránio e do potássio. 


Datagáo de Rochas A idade de muitas rochas pode ser estimada a partir da medida da abundáncia relativa de dois 
nuclídeos. O caso mais simples é aquele no qual um dos nuclídeos é radioativo e o outro é o produto estável do seu decaimento. 
De acordo com a Equaqáo 11-18, se a concentrando inicial do nuclídeo filho é nula, a idade da rocha é dada por 
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em que 7V 0 é a concentrando inicial do nuclídeo pai, N P é a concentrando no instante t, X é a constante de decaimento e ty 2 é a 
meia-vida. Como N P + N F = N 0 em qualquer instante t, a Equaqáo 11-91 pode ser escrita na seguinte forma: 


í 


V 

In 2 
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na qual N F /N P é a razáo entre as concentraqóes do nuclídeo filho e do nuclídeo pai no instante t. 

Várias razóes entre abundáncias isotópicas podem ser usadas como “relógios” geológicos, como as seguintes: 238 U/ 206 Pb, 
87 Rb/ 87 Sr, 40 K/ 40 Ar e a razáo dupla 238 U/ 234 U/ 230 Th. Medidas desse tipo foram usadas para determinar a idade de rochas 
terrestres, rochas lunares, meteoritos e, por inferencia, do próprio sistema solar. As rochas mais antigas da Terra tém 
aproximadamente 4,5 x 10 9 anos. Foi nessa ocasiáo que as rochas se solidificaran!, fixando as razóes isotópicas, que, daí em 
diante, mudaram apenas devido aos decaimentos. Curiosamente, todos os meteoritos tém a mesma idade, 4,5 x 10 9 anos, 
independentemente da composiqáo e da época em que caíram na Terra. Isso significa que sáo fragmentos de outros astros que se 
formaram ao mesmo tempo que a Terra. Este valor para a idade da Terra é confirmado por várias mediqóes independentes, 
como as das razóes 238 u/ 235 U e 238 u/ 206 Pb e, mais recentemente, das razóes 40 K/ 40 Ar e 87 Rb/ 87 Sr. 


EXEMPLO 11-30 


Datagáo com 


87 Rb- 87 Sr A razáo 87 Rb/ 87 Sr em urna rocha é 40,0. Qual é a idade da rocha? 


SOLUQÁO 

Observe que, na Equagáo 11-92, o nuclídeo radioativo aparece no denominador; nesse caso, portanto, N F /N P = l/( 87 Rb/ 87 Sr) = 1/40,0 
= 0,025. Substituindo na Equagáo 11-92 este valor e o valor da meia-vida do 87 Rb, obtido na Tabela 11-8, temos: 


4,88 X I O 10 anos 4,88 X I O 10 anos 

‘ = -b2-^ +0 -° 25) - ~¡SS- 

x 0,0247 = 1,74 X I O 8 anos 

Trata-se, portanto, de urna rocha relativamente recente, muito mais nova que a idade da Terra (4,5 x 10 9 anos). 


A idade das rochas encontradas na superficie da Terra varia de zero a 3,7 x 10 9 anos. Nunca foi encontrada urna rocha com 
urna idade maior que o último valor. Por outro lado, as rochas trazidas da Lúa pelos astronautas do programa Apolo tém idades 
que variam de 3,1 a 4,5 x 10 9 anos; náo foi encontrada nenhuma rocha com urna idade menor que o primeiro valor. Esses 

9 








resultados sugerem o seguinte: (1) as rochas terrestres que se formaram há mais de 3,7 x 10 anos foram destruidas pela erosáo 
ou afundaram no manto; (2) a fonte interna de calor da Lúa (gravidade e radioatividade) se tomou insuficiente para fundir as 
rochas cerca de 1,5 x 10 9 anos depois que a Lúa se formou; na Terra, este ponto até hoje nao foi atingido. 

Espectrometría de Massa com Acelerador 

Usada inicialmente para permitir a datagáo de amostras mais antigas e aumentar a precisáo da datagáo por 14 C de materiais 
arqueológicos, a espectrometría de massa com acelerador (AMS*) é urna técnica analítica ultrassensível na qual os átomos de 
interesse em urna amostra sao contados diretamente. Para demonstrar como o método funciona, vamos usar como exemplo a 
datagáo por 14 C. Atualmente, a razáo entre o número de átomos de 14 C e o número de átomos de 12 C nos tecidos dos seres vivos 
é da ordem de 1CT 12 . Assim, urna amostra de 1 g de carbono contém cerca de 5 x 10 10 átomos de 14 C. Como a meia-vida do 14 C 
é 5730 anos, urna amostra de 1 g de carváo com 20.000 anos de idade emite aproximadamente urna partícula p“ por minuto. 
Para observar 10.000 decaimentos (o número necessário para conseguir urna precisáo estatística de 1%), seria necessário medir 
os decaimentos durante urna semana e o teste envolvería apenas 2 x 10“ 6 dos átomos de 14 C presentes na amostra, ou seja, o 
método nesse caso seria muito pouco eficiente. 

A espectrometría de massa, que mede todos os átomos de urna amostra (veja a Segáo 3-1), poderia ser 
urna opgáo. Entretanto, os espectrómetros de massa convencionais náo permitem medir razóes entre 
/ \ concentragóes de nuclídeos, como 14 C/ 12 C (ou entre os outros radioisótopos da Tabela 11-9 e nuclídeos 

k_ } estáveis), de forma confiável, por causa da presenga de isóbaros e moléculas com massa aproximadamente 

6 igual á do radioisótopo de interesse. No caso do 14 C, os principáis problemas sáo o 14 N do ar residual no 
interior do espectrómetro e as moléculas 12 CH 2 e 13 CH, que podem estar presentes na própria amostra ou ser o resultado de urna 
contaminagáo. A AMS utiliza o mesmo principio que a espectrometría de massa convencional, mas aproveita as características 
operacionais de aceleradores de partículas de médio porte, particularmente os cíclotrons e os aceleradores de Van de Graaf, para 
reduzir consideravelmente o ruido de fundo causado por ambiguidades de massa. Vamos concentrar nossa discussáo no 
acelerador de Van de Graaf, que já foi descrito na Segáo 11-7. Na Figura 11-66, o terminal positivo de alta-tensáo está no centro 
do acelerador e as extremidades estáo no potencial da térra. Os átomos da amostra sáo convertidos em íons negativos na fonte 
de íons. Os átomos da maioria dos elementos podem formar íons negativos, mas o nitrogénio é urna das excegóes. Assim, a 
AMS remo ve, logo de saída, a contaminagáo introduzida pelo 14 N. Um ímá defletor faz os íons mudarem de trajetória de acordo 
com a massa que possuem. Os íons negativos sáo acelerados em diregáo ao terminal positivo, onde um componente conhecido 
como stripper remove vários elétrons, formando íons positivos. A maioria das moléculas se decompóe quando tres ou mais 
elétrons sáo removidos. Os íons sáo acelerados ainda mais (até 50 a 100 MeV) antes de passarem por outro ímá defletor, que 
remove os fragmentos das moléculas, cuja massa é, em geral, diferente da do ion de interesse. Depois de passar por outro ion 
defletor que retira os últimos fragmentos moleculares, o feixe de alta energia penetra no detector, o chamado telescopio 
contador E-AE (veja a Figura 11-66). O detector A E, muito delgado, mede a energia perdida pelos átomos ao atravessá-lo, que, 
para partículas de mesma energia, é aproximadamente proporcional a Z 2 . Em seguida, os íons sáo recolhidos no detector E , que 
mede a energia de cada ion, aproximadamente proporcional a mZ 2 . Combinando os dois resultados, a AMS permite medir a 
massa e o número atómico de todos os átomos da amostra com alta precisáo e um ruido de fundo extremamente baixo, o que 
toma possível usar amostras de apenas alguns miligramas. 


Tabela 11-9 Alguns radioisótopos que podem ser medidos com AMS 


Nuclídeo 

Meia-vida (anos) 

Isóbaro estável 

Sensibilidade 

3 h 

12,3 

3 He 

10~ 14 

10 Be 

1,5 x 10 6 

10 B 

10- 15 

14 c 

5,730 x 10 3 

14 n 

2 x 10‘ 15 

26 AI 

7,40 x 10 5 

26 Mg 

io- 15 

36 CI 

3,01 x io 5 

36 s 

2 x 10’ 15 

41 Ca 

1,0 x 10 5 

41 K 

io- 15 










1,6 x 10 7 


129| 


129 Xe 


10“ 14 


A Tabela 11-9 mostra alguns radioisótopos de longa vida cujos átomos podem ser contados por AMS. A técnica foi usada, 
por exemplo, para estimar o tempo de migragáo da água da superficie para aquíferos profundos medindo a concentragáo de 36 C1, 
um nuclídeo produzido pelo bombardeio de átomos de argónio da atmosfera por raios cósmicos. Usando a AMS para contar os 
átomos de 14 C, os cientistas precisaram apenas de algumas fibras de tecido para descobrir que o famoso Sudário de Turim foi 
fabricado na Idade Média, por volta de 1300. A técnica revelou que Ótzi, o Homem do Gelo, descoberto em 1991 nos Alpes 
tiroleses, viveu no neolítico final, há cerca de 5200 anos. Em alguns meteoritos, a concentragáo de 26 A1, um nuclídeo de meia- 
vida relativamente curta, é bem maior que a que se poderia esperar se o nuclídeo fosse produzido exclusivamente por raios 
cósmicos, o que levanta questóes interessantes a respeito da sua origem. 



A múmia perfeitamente preservada de Ótzi, o Homem do Gelo, foi descoberta nos Alpes tiroleses em 1991. De acordo com as medidas de 
espectrometría de massa com acelerador, ele viveu entre 3300 e 3200 anos a.C. Medidas mais recentes (de 2003) da concentrado relativa 
dos isótopos de oxigénio nos dentes e ossos de Ótzi mostraram que ele passou a vida perto do local onde foi encontrado. [©South Tyrol 
Museum ofArcheology, Italy. www.iceman.it.] 


Emissáo de Raios X Induzida por Partículas 

No método de análise conhecido como emissáo de raios X induzida por partículas (PIXE*), o material de interesse é 
bombardeado com íons de baixa energía (alguns MeV), como prótons e partículas a. A interagáo eletrostática faz com que 
elétrons da camada K ou da camada L de átomos do alvo sejam ejetados. Como tanto os projéteis como os alvos sao de 
dimensóes atómicas, a segáo de choque é bastante elevada, chegando a 1000 b para átomos de baixo Z e diminuindo 
gradualmente até cerca de 1 b para Z = 82 (Pb). As lacunas produzidas sao logo preenchidas por elétrons provenientes das 
camadas externas. Este processo resulta na emissáo de raios X ou elétrons Auger com urna energia característica, que pode ser 
usada para identificar os elementos do alvo (veja a Segáo 4-4). Como as partículas usadas para bombardear o alvo tém urna 
energia relativamente pequeña, náo penetram profundamente na amostra, de modo que as interagóes ocorrem ñas vizinhangas da 
superficie. Assim, náo há vantagem em usar amostras espessas. A Figura 1 \-61a mostra o arranjo utilizado em um experimento 
típico. A sensibilidade do método é semelhante á da NAA, e a PIXE apresenta a vantagem de poder ser usada para todos os 
elementos acima de Z = 10, enquanto a NAA está restrita aos nuclídeos com urna segáo de choque relativamente elevada para 
néutrons térmicos. A maior desvantagem da PIXE está na ambiguidade dos resultados para certas linhas de raios X. Assim, por 
exemplo, a energia da linha L a do Pb é 10,55 keV, enquanto a da linha K a do As é 10,54 keV. A resolugáo dos detectores 
resfriados de Si(Li) é da ordem de 100 eV, insuficiente, portanto, para distinguir as duas linhas. A Figura 11-67& mostra um 
espectro de PIXE típico. 
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FIGURA 11 -66 Diagrama esquemático de um sistema de espectrometria de massa com acelerador do tipo Van de Graaf. 
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FIGURA 11-67 ( a ) Diagrama esquemático de um sistema de emissáo de raios X induzida por partículas. ( b ) Espectro de PIXE de um 
aerossol bombardeado com prótons de 2 MeV. [S. A. E. Johansson e T. B. Johansson, Nuclear Instruments and Methods , 137, 473, 1976.] 


Exercícios 

20. Se a razáo 14 C/ 12 C fosse 1,5 vez maior que a mencionada no enunciado do Exemplo 11-28, a idade calculada no Exemplo 
11-28 seria maior ou menor? Justifique sua resposta. 

21. Alguns meteoritos contém urna concentraqáo mensurável de 26 Al, cuja meia-vida é apenas 7,4 x 10 5 anos. Apresente urna 
explicaqáo viável para a presenqa do nuclídeo em meteoritos. 

22. O 40 Ar é um gás em condiqdes normáis de temperatura e pressáo. Explique por que, apesar disso, a idade de muitas rochas 
pode ser determinada a partir da razáo 40 K/ 40 Ar. 

23. Explique por que a espectrometria de massa com acelerador permite realizar análises confiáveis usando apenas 1 mg de 



































material. 



Leitura Suplementar 

Quando os cientistas comegaram a estudar a física atómica e nuclear, os efeitos biológicos da radiagáo 
ionizante (ou seja, das radiagoes de alta energia) eram praticamente desconhecidos. Entretanto, depois que 
as mogas que pintavam os mostradores de relógios de pulso com tinta á base de rádio comegaram a sofrer 
de cáncer dos ossos, as ponías dos dedos dos primeiros operadores de raios X ficaram necrosadas e os 
jovens físicos que trabalhavam com cíclotrons tiveram catarata precoce, a sociedade comegou a se 
preocupar com os riscos da exposigáo á radiagáo ionizante no lar, no local de trabalho e ao ar livre. A 
questáo é discutida na Leitura Suplementar Efeitos Biológicos da Radiagáo Ionizante , disponível no site da 
LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equagoes 11-93 a 11-95 e as 
Tabelas 11-10 a 11-13. 


Resumo 


TÓPICO 


EQUAQÓES E COMENTARIOS 


1. Composigáo dos núcleos Os núcleos possuem Z prótons, N néutrons e número de massa A = Z + 

Núcleos com o mesmo Z e N e A diferentes sao chamados de isótopos. Os 
núcleons sao férmions e possuem um momento magnético intrínseco. 


2. Propriedades dos núcleos no estado 
fundamental 


O raio médio da distribuigáo de carga do núcleo é dado por 


Tamanho e forma 


R = (1,07 ± Ü,G2)A l/a fm 


lió 


Os raios variam de aproximadamente 1 fm para o próton até 
aproximadamente 10 fm para os núcleos mais pesados. Os núcleos tém 
forma quase esférica, com raras excegoes. 


A energia de ligagáo do núcleo é dada por 

Energia de ligagáo e massa = 2Mh c 1 + Nm t f- - M Á c- 11-11 

Os momentos magnéticos do próton e do neutrón sao dados por 

(^=+ 2,79285 ^ 

Momento magnético — ~ ^ 304 

em que P/v = e t)/2m p é o magnéton nuclear. 


3. Radioatividade A taxa de decaimento R dos núcleos radioativos é dada por 

R - 

dt 

em que X é a constante de decaimento. A/q e Ro sao o número de núcleos e a 
constante de decaimento no instante t = 0. 














Meia-vida 


Unidades 


* 1/2 = — = 0,69 3 t 11-22 

X 

em que x = l/X é a meia-vida. 

1 decaimentc/s = i becquerel = 1 Bq 11-23 


4. Decaimentos alfa, beta e gama Essas sao as tres formas mais comuns de decaimento. As partículas alfa sao 

núcleos de 4 He, as partículas beta sao elétrons e pósitrons e os raios gama 
sao ondas eletromagnéticas. 


5. Forga nuclear 


A forga nuclear é: 


(a) Cerca de 100 vezes mais intensa que a forga eletrostática 

(b) De curto alcance (~ 0 para r > 3 fm) 

(c) Independente da carga elétrica 

(d) Saturada 

(e) Dependente da orientagáo do spin 


A forga nuclear é considerada urna forga de cambio na qual a 
atragáo entre um par de núcleons se deve á troca de píons virtuais. 
O alcance R da forga, de acordo com o principio de indeterminagáo, 
é dado por 


R — c&t = cñ/AE = h/me 11-50 

r 1 


em que m é a massa do pión virtual. 


6. Modelo de camadas Um modelo semelhante ao usado para classificar os elétrons atómicos, mas 

que leva em conta o forte acoplamento spin-órbita dos núcleons, é capaz de 
explicar a distribuigáo dos prótons e néutrons em camadas. De acordo com 
o modelo, os números mágicos 2, 8, 20, 28, 50, 82 e 126 estáo associados a 
camadas completas. O modelo de camadas permite prever com relativo 
sucesso os spins e os momentos magnéticos dos núcleons, particularmente 
ñas vizinhangas de camadas completas. 


7. Reagóes nucleares 


Segáo de choque 


O sinal do valor de Q de urna reagáo X( x,y)Y determina se a reagáo é 
endotérmica ou exotérmica. O valor de Q é dado por 

Q = (íw n + m x — m r — m Y )c 2 11-58 


A segáo de choque o é urna medida do tamanho efetivo de um núcleo para 
urna determinada reagáo nuclear. 



j 


em que R é o número de reagoes por unidade de tempo e por núcleo e / 

fluxo de partículas incidentes. 








8. Fissáo e fusáo Fissáo é o processo através do qual núcleos pesados como o 235 U e o 239 Pu 

capturara um neutrón e se dividem em dois núcleos de massa intermediária. 

Cada fissáo libera aproximadamente 1 MeV/núcleon. 

Fusáo é a reagáo na qual dois núcleos leves, como 2 H e 3 H, se 
fundem para produzir um núcleo mais pesado. Cada fusáo libera de 
1 a 4 MeV/núcleon. 


9. Api ¡capóes Entre as aplicagóes das reagóes nucleares na medicina estáo o uso da 

radiagáo nuclear para o diagnóstico e tratamento de doengas. A ressonáncia 
magnética nuclear é urna alternativa para as radiografías convencionais, 
com a vantagem de que os danos biológicos causados pela radiagáo de 
baixa energia utilizada nos exames de ressonáncia magnética sáo mínimos 
ou inexistentes. A tomografia por emissáo de pósitrons (PET) permite obter 
imagens tridimensionais do interior do corpo humano. Na datagáo 
radioativa, as concentragóes relativas de certos radioisótopos naturais sáo 
usadas para determinar a idade de rochas e artefatos. A espectrometría de 
massa com acelerador e a análise por ativagáo de néutrons sáo técnicas 
altamente sensíveis, que permitem medir concentragóes muito pequeñas da 
maioria dos elementos da tabela periódica. 


Bibliografía ||||||||||||||||||||||||||| 


As referencias que se seguem foram escritas em um nivel apropriado para os leitores deste livro. 

Beyer, R. (ed.), Foundations of Nuclear Physics, Dover, New York, 1949. Esta brochura contém 13 artigos origináis escritos por 
Anderson, Chadwick, Cockroft e Walton, Curie e Joliot, Fermi (dois artigos), Frisch e Stem, Gamow, Hahn e Strassmann, Lawrence e 
Livingston, Rutherford (dois artigos) e Yukawa. 

Biological Effects of Ionizing Radiation ( BEIRIII), National Academy of Sciences/National Research Council, Washington, DC, 1988. 

Das, A., e T. Ferbel, Introduction to Nuclear and Particle Physics , Wiley, New York, 1994. 

Fermi, E., Nuclear Physics, ed. rev., University of Chicago Press, Chicago, 1974. 

Frauenfelder, H., The Móssbauer Effect, W. A. Benjamín, New York, 1962. 

Frauenfelder, H. e E. M. Henley, Subatomic Physics, 2d ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1991. 

Lilley, J., Nuclear Physics: Principies and Applications, Wiley, Chichester, UK, 2001. 

Mayer, M. G., e J. H. D. Jensen, Elementary Theory of Nuclear Shell Structure, Wiley, New York, 1955. 

Ñero, A.V., Jr., A Guidebook to Nuclear Reactors, University of California Press, Berkeley, 1979. 

Priest, J., Energy: Principies, Problems, and Alternatives, 5th ed., Kendall/Hunt, Dubuque, Iowa, 2000. 

Segré, E., Nuclei and Particles, 2d ed., Benjamin/Cummings, Menlo Park, Calif., 1977. 

Walecka, J. D., Theoretical Nuclear and Subnuclear Physics, 2d ed., Imperial College Press/World Scientific, London, 2004. A Parte 1 é 
apropriada para este capítulo. 

Yang, F. e J. H. Hamilton, Modern Atomic and Nuclear Physics, ed. rev., World Scientific, London, 2010. Os Capítulos 9 a 13 sáo 
apropriados para este capítulo. 


Notas 1111111111111111111111111111111111 


1. Antoine Henri Becquerel (1852-1908), físico francés. Ocupou no Museu de Historia Natural de París o mesmo cargo de 
professor de física que o pai e o avó; sua pesquisa da fluorescencia do sulfato duplo de uranio e potássio foi urna continuagáo do 
trabalho que o pai havia comegado. Pela descoberta da radioatividade, que revolucionou as teorías existentes da estrutura 
atómica, recebeu o Premio Nobel de Física de 1903, juntamente com Marie e Pierre Curie. 

2. O nome “radioatividade” foi usado pela primeira vez por Marie Curie em 1898. 

3. Essas descobertas foram táo importantes para a física nuclear que os quatro pesquisadores receberam mais tarde o Premio 
Nobel: James Chadwick em 1935, Cari Anderson em 1936 (com Victor Hess, o descobridor dos raios cósmicos) e John 
Cockcroft e Emest Walton em 1951. 





4. Os Estados Unidos foram responsáveis por cerca de 31% da produgáo mundial de eletricidade nuclear em 2010. 

5. O termo tomografia vem do grego tomos , que significa “fatia”, e graphé , que significa “imagem”. Tomografia é a 
representagáo visual de um plano do objeto que está sendo examinado. 

6. Robert Hofstadter (1915-1990), físico americano. Seus experimentos de espalhamento de elétrons também revelaram que os 
prótons e néutrons possuem urna estrutura interna, abrindo caminho para urna melhor compreensáo da estrutura da matéria. Por 
este trabalho, recebeu o Premio Nobel de Física de 1961 juntamente com Rudolf Mossbauer. 

7. Veja, por exemplo, a Segáo 23-2 de P. A. Tipler e G. Mosca, Physics for Scientists and Engineers , 6th ed., W. H. Freeman, 
and Co. New York, 2008. 

8. Este número (257) pode mudar (diminuir) porque novas observagóes podem mostrar que certos nuclídeos, antes considerados 
estáveis, sao, na verdade, nuclídeos instáveis com urna meia-vida extremamente longa. Assim, por exemplo, foi descoberto em 
2003 que o 209 Bi, que era considerado o nuclídeo estável de maior massa, é um emissor alfa com urna meia-vida de 
aproximadamente 2,0 x 10 19 anos. 

9. Veja, por exemplo, a Segáo 26-2 de P. A. Tipler e G. Mosca, Physics for Scientists and Engineers , 6th ed., W. H. Freeman, 
and Co. New York, 2008. 

10. Veja P. A. Seeger, Nuclear Physics, 25, 1 (1961). 

11. Desdobramentos hiperfinos também podem ser causados pelo momento quadrupolar elétrico do núcleo (Equagáo 11-8) e 
por campos elétricos e magnéticos externos. O efeito da massa reduzida (efeito isotópico), discutido na Segáo 4-3, também é 
considerado um efeito hiperfino. 

12. Na verdade, o valor do momento magnético do elétron nao é exatamente igual ao previsto pela equagáo relativística de 
Dirac, um magnéton de Bohr. Cálculos mais precisos, realizados com base na eletrodinámica quántica, permitem reduzir a 
diferenga entre os resultados teóricos e experimentáis a menos de urna parte em 10 8 , no que é considerado como urna das 
concordáncias mais notáveis entre a teoría e os experimentos em toda a física. 

13. Existem algumas excegóes. Urna alternativa para o decaimento P + , discutido na Segáo 11-4, é a captura eletrónica, na qual 
um elétron orbital é capturado pelo núcleo. A probabilidade de que este processo ocorra depende da densidade de probabilidade 
dos elétrons, que é ligeiramente modificada quando o material é submetido a altas pressóes. 

14. Entre os léptons estáo o elétron e os neutrinos que sáo emitidos nos decaimentos P; veja o Capítulo 12. 

15. Rudolf Ludwig Mossbauer (1929-), físico alemáo. Sua descoberta da emissáo e absorgáo sem recuo dos raios gama, 
realizada quando era estudante de doutorado em Munique, permitiu a observagáo do desvio gravitacional para o vermelho 
previsto pela teoría da relatividade geral, realizada por R. V. Pound e G. A. Rebka em 1960. Mossbauer recebeu o Premio 
Nobel de Física de 1961 juntamente com Robert Hofstadter (veja a nota 6). 

16. Observe que este potencial eletrostático corresponde a urna forga de quase 60 N, ou seja, ao peso de urna massa de quase 6 
kg! Entretanto, esta forga náo está agindo sobre 6 kg, mas sobre apenas 1,67 x 1(T 27 kg. 

17. Hideki Yukawa (1907-1981), físico japonés. O artigo no qual apresentou a teoría da forga nuclear baseada na troca de 
mésons foi o primeiro trabalho de sua autoría a ser publicado em urna revista científica. Recebeu o Premio Nobel de Física de 
1949 pela descoberta. 

18. Veja, por exemplo, a Segáo 30-3 de P. A. Tipler e G. Mosca, Physics for Scientists and Engineers , 6th ed., W. H. Freeman, 
and Co. New York, 2008. 

19. Algumas partículas da massa intermediária entre a do elétron e a do próton tinham sido observadas nos raios cósmicos mais 
ou menos na mesma época em que Yukawa propós sua teoría da forga nuclear. Ele enviou um artigo á revista Nature em 1937 
sugerindo que as partículas podiam ser os mésons de sua teoría, mas a revista recusou o artigo. Mais tarde verificou-se que as 
partículas eram múons, um produto do decaimento dos píons, os verdadeiros mésons da teoría de Yukawa. 

20. María Goeppert-Mayer (1906-1972), física alemá naturalizada americana, e Johannes Hans Daniel Jensen (1907-1973), 
físico alemáo. Goeppert-Mayer descendia de urna longa linhagem de professores universitários, enquanto Jensen era filho de um 
jardineiro. Os dois escreveram um livro famoso (pelo menos entre os físicos) no qual descreveram o modelo de camadas. Por 
esse trabalho, receberam o Premio Nobel de Física de 1963 juntamente com Eugene Wigner. 

21. No acoplamento j-j, o spin e o momento angular orbital de cada partícula se combinam para formar o momento angular total 
j da partícula e os momentos angulares totais j das partículas se combinam para formar o spin total J; no acoplamento L-S, os 
spins de todas as partículas se combinam para formar o spin total S, os momentos angulares orbitais de todas as partículas se 
combinam para formar o momento angular total Leo spin total Seo momento angular total L se combinam para formar o 
momento total J. 

22. Essa variagáo, que está presente apenas ñas reagóes (n, y) com néutrons de energía relativamente baixa, foi observada pela 
primeira vez por Emilio Segré em 1935. 

23. A primeira dessas ressonáncias foi observada inesperadamente nos resultados de um experimento de irradiagáo de prata por 


néutrons executado por Edoardo Amaldi e outros na manhá de 22 de outubro de 1934. Ás 3 horas da tarde, Enrico Fermi já 
havia encontrado a explicagáo correta para o estranho fenómeno. Um artigo descreyendo a descoberta foi escrito na mesma 
noite e enviado á revista científica Ricerca Scientifica na manhá seguinte, menos de 24 horas após a descoberta! 

24. Otto Hahn (1879-1968), físico-químico alemáo, e Fritz Strassmann (1902-1980), químico alemáo. Os dois cientistas 
observaram que os núcleos de uranio bombardeados com néutrons se fragmentavam, mas evitaram falar em fissáo, já que o 
fenómeno nunca tinha sido observado anteriormente. Hahn recebeu o Premio Nobel de Química de 1944 pela descoberta. 

25. Na verdade, o reator de Fermi foi o primeiro reator nuclear de fissáo construido pelo homem. Há cerca de 2 bilhóes de anos, 
reagóes em cadeia ocorreram espontáneamente em vários depósitos naturais de uránio situados na África Ocidental, na regiáo de 
Oklo, que hoje pertence ao Gabáo. As reagóes prosseguiram por 150 milhóes de anos, com urna potencia média de 100 kW, 
antes de se extinguirem naturalmente. A historia dessa descoberta, um exemplo fascinante de investigagáo científica, está 
contada em G. A. Cowan, “A Natural Fission Reactor”, Scientific American, July 1976, p. 36. Os depósitos náo estáo sendo 
mais explorados comercialmente. 

26. Urna discussáo elementar de urna garrafa magnética pode ser encontrada na Segáo 26-2 de P. A. Tipler e G. Mosca, Physics 
for Scientists and Engineers, 6th ed., W. H. Freeman, and Co. New York, 2008. 

27. Godfrey Newbold Hounsfíeld (1919-2004), engenheiro inglés, e Alian McLeod Cormack (1924-1998), físico sul-africano 
naturalizado americano, receberam o Prémio Nobel de Medicina de 1979 por essa invengáo. 

28. A técnica da datagáo com 14 C foi desenvolvida por Willard Frank Libby (1908-1980), um químico americano que recebeu o 
Prémio Nobel de Química de 1960 por esse trabalho. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 11-1 A Composigáo do Núcleo 

11-1. Determine o número de prótons e o número de néutrons dos seguintes isótopos: 18 F, 25 Na, 51 V, 84 Kr, 120 Te, 148 Dy, 175 W e 
222 Rn. 

11-2. A energia dos elétrons emitidos nos decaimentos P é, no máximo, da ordem de 1 MeV. Use este fato e o principio de 
indeterminagáo para mostrar que náo podem existir elétrons no interior do núcleo. 

11-3. O spin do estado fundamental do 6 Li, que constituí 7,5% do litio natural, é zero. Mostré que este valor náo é compatível 
com um modelo segundo o qual o núcleo é formado por prótons e elétrons. 

11-4. O momento magnético do 14 N é 0,4035 p^. Mostré que este valor náo é compatível com um modelo segundo o qual o 
núcleo é formado por prótons e elétrons. 

11-5. Suponha que o déuteron é formado por dois prótons e um elétron (o que náo é verdade!). Com base nesta hipótese, 
determine o spin e o momento magnético do estado fundamental do déuteron e compare os resultados com os valores que 
aparecem na Tabela 11-1. 

Segáo 11-2 Propriedades dos Núcleos no Estado Fundamental 

11-6. Escreva os símbolos de pelo menos dois isótopos e dois isótonos dos seguintes nuclídeos: (a) 18 F; ( b ) 208 Pb; (c) 120 Sn. 

11-7. Escreva os símbolos de pelo menos dois isóbaros e um isótopo dos seguintes nuclídeos: {a) 14 0; ( b ) 63 Ni; (c) 236 Np. 

11-8. Use a Equagáo 11-3 para calcular a massa específica da matéria nuclear em unidades do SI, escrevendo a massa dos 
núcleos na forma aproximada A x u, em que A é o número de massa. 

11-9. Use as massas que aparecem na tabela do Apéndice A para determinar a energia de ligagáo total e a energia de ligagáo por 
núcleon para os seguintes nuclídeos: (a) 9 Be; ( b ) 13 C; (c) 57 Fe. 

11-10. Use a Equagáo 11-3 para determinar o raio dos seguintes núcleos: ( a ) 16 0; ( b ) 56 Fe; (c) 197 Au; (d) 238 U. 

11-11. Calcule a energia necessária para remover um néutron (a) do 4 He; (¿) do 7 Li; (c) do 14 N. 

11-12. Use a equagáo de Weizsácker para calcular a massa do 23 Na. Determine a diferenga percentual entre o resultado e o valor 
que aparece na tabela do Apéndice A. 

11-13. Determine o “raio da distribuigáo de carga” dado pela Equagáo 11-5 e o “raio da forga nuclear” dado pela Equagáo 11-7 
para os seguintes nuclídeos: (a) 16 0; ( b ) 63 Cu; (c) 208 Pb. 

11-14. O 39 Ca e o 39 K formam um par de nuclídeos especulares, no qual o 39 Ca decai para 39 K por emissáo p + . Calcule a 
diferenga de energia entre os dois nuclídeos e use as Equagóes 11-1 e 11-2 para calcular o raio do 40 Ca. 


Segáo 11-3 Radioatividade 

11-15. A taxa de contagem de urna fonte radioativa é 4000 contagens por segundo no instante / = 0. Depois de 10 s, a taxa de 
contagem diminuí para 1000 contagens por segundo, (a) Qual é a meia-vida da fonte? ( b ) Qual é a taxa de contagem depois de 
20 s? 

11-16. A taxa de contagem de urna certa fonte é 2000 contagens por segundo no instante t = 0. A meia-vida da fonte é 2 min. (a) 
Qual é a taxa de contagem após 4 min? ( b) Qual é a taxa após 6 min? (c) Qual é a taxa após 8 min? 

11-17. Urna amostra de um isótopo radioativo tem urna atividade de 115,0 Bq no instante em que é retirada do reator nuclear 
responsável por sua formagáo. Depois de 2 h 15 min, a atividade diminuí para 85,2 Bq. {a) Calcule a constante de decaimento e 
a meia-vida da amostra, {tí) Quantos núcleos radioativos havia inicialmente na amostra? 

11-18. A meia-vida do rádio é 1620 anos. (a ) Calcule o número de desintegragóes por segundo de 1 g de rádio e mostré que a 
taxa de desintegragáo é aproximadamente igual a 1 Ci. {tí) Calcule o valor aproximado da energía da partícula a no decaimento 
226 Ra —> 222 Rn + a, desprezando a energía associada ao recuo do núcleo de Rn. (Use a tabela de massas do Apéndice A.) 

11-19. A taxa de contagem de urna fonte radioativa é 8000 contagens por segundo no instante t = 0. Dez minutos depois, a taxa 
diminuí para 1000 contagens por segundo, {a) Qual é a meia-vida da fonte? {tí) Qual é a constante de decaimento? (c) Qual é a 
taxa de contagem depois de 1 minuto? 

11-20. A taxa de contagem de urna fonte radioativa é medida a cada minuto. Os resultados sao os seguintes, em contagens por 
segundo: 1000, 820, 673, 552, 453, 371, 305, 250, ... (a) Faga um gráfico da taxa de contagem em fungáo do tempo e {tí) use o 
gráfico para estimar a meia-vida da fonte. (c) Qual é o resultado aproximado da contagem que se segue a 250 contagens por 
segundo? 

11-21. O nuclídeo 62 Cu é produzido a urna taxa constante [a partir, por exemplo, de 63 Cu submetido a raios X de alta energía, 
através da reagáo (y, n )] e sofre decaimento P + com urna meia-vida de 10 min. Quanto tempo é necessário para produzir 90% do 
valor de equilibrio de 62 Cu? 

11-22. A constante de decaimento do 235 U é 9,8 x 10 -10 anos -1 , {a) Determine a meia-vida do 235 U. {tí) Quantos decaimentos 
ocorrem por segundo em urna amostra de 1,0 pg de 235 U? (c) Quantos átomos de 235 U permanecem em urna amostra de 1,0 pg 
após 10 6 anos? 

11-23. A constante de decaimento do 22 Na é 0,266 anos -1 , {a) Determine a meia-vida do 22 Na. {tí) Qual é a atividade de urna 
amostra de 1,0 g de 22 Na? (c) Qual é a atividade da amostra após 3,5 anos? {d) Quantos átomos de 22 Na restam na amostra após 
3,5 anos? 

Segáo 11-4 Decaimentos Alfa, Beta e Gama 

11-24. O único isótopo estável do sodio é o 23 Na. Qual o tipo mais provável de radioatividade {a) do 22 Na e {tí) do 24 Na? 

11-25. Use a Figura 11-16 para determinar os valores de A e B na Equagáo 11-30. 

11-26. Faga um diagrama semelhante ao da Figura 11-18 para a cadeia de decaimentos 4/2+1 que comega com o 237 Np, mas 
nao é observada na natureza. (Use os dados do Apéndice A.) 

11-27. Mostré que a partícula a emitida no decaimento do 232 Th tem urna energía de 4,01 MeV, que corresponde a 98% por 
cento da energía total do decaimento. 

11-28. O 7 Be decai quase exclusivamente por captura eletrónica para 7 Li, com urna meia-vida de 53,3 d. Como seria alterado o 
decaimento {á) se urna amostra de 7 Be fosse submetida a urna grande pressáo e {tí) se os quatro elétrons fossem removidos de 
todos os átomos de 7 Be da amostra? 

11-29. Determine a energía do neutrino emitido no processo de decaimento do 67 Ga para o estado fundamental do 67 Zn por 
captura eletrónica. 

11-30. Determine a energía máxima da partícula p - emitida no decaimento do 72 Zn. 

11-31. No Exemplo 11-13, vimos que o 233 Np pode decair emitindo urna partícula a. Mostré que o decaimento por emissáo de 
um único núcleon é proibido para este nuclídeo. 

11-32. Com a ajuda das Figuras 11-19 e 11-20, faga urna lista das energías de todos os raios y que podem ser emitidos pelo 
223 Ra produzido pelo decaimento a do 227 Th. 

11-33. O 8 Be apresenta um comportamento incomum para nuclídeos de baixo Z, pois decai por emissáo de duas partículas a. 
Por que o 8 Be é instável em relagáo ao decaimento a? 

11-34. O 80 Br pode sofrer os trés tipos de decaimento p. {a) Escreva as equagóes de decaimento para os trés casos, {tí) Calcule 
as energías de decaimento para os trés casos. 


Segáo 11-5 A Forga Nuclear 
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11 - 35 . Supondo que a distancia média entre dois prótons no C é igual ao raio do núcleo, calcule a forga de repulsáo 
eletrostática e a forga de atragáo gravitacional entre os prótons. Se o potencial nuclear a que estáo submetidos os prótons é de 50 
MeV para distancias de até 3 fm, compare a forga nuclear com as outras duas forgas. 

11 - 36 . Suponha que o alcance da forga nuclear é de 5 fm. Calcule a massa (em MeV/c 2 ) de urna partícula capaz de mediar urna 
forga desse tipo. 

11 - 37 . A forga repulsiva associada ao “carogo duro” que existe no centro do núcleo pode se dever, como a interagáo forte, á 
troca de urna partícula. Calcule a massa desta partícula hipotética, supondo que o alcance da forga repulsiva é igual a 0,25 fm, o 
raio do carogo. 


Segáo 11-60 Modelo de Camadas 

11 - 38 . Os núcleos da lista abaixo tém um núcleon a mais ou a menos que urna camada completa. (O 14 2 9 Si, por exemplo, tem a 
camada \d 5/2 completa tanto para néutrons como para prótons, mais um neutrón na camada 2si /2 .) Use o modelo de camadas 
para prever o momento angular orbital e o momento angular total desses núcleos. 


!4 


Si 




tCI 


31 


'Ga 


$Co 






Íi7 


Sr 


11 - 39 . Use o modelo de camadas para prever os momentos magnéticos nucleares dos isótopos do Problema 11-38. 

11 - 40 . As linhas do espectro atómico do 14 N apresentam urna estrutura hiperfina que mostra que o estado fundamental está 
desdobrado em tres níveis muito próximos. Qual deve ser o spin do nuclídeo 14 N no estado fundamental? 

11 - 41 . Quais, entre os núcleos a seguir, possuem todas as camadas de néutrons completas: 36 S, 50 V, 50 Ca, 53 Mn, 61 Ni, 82 Ge, 88 Sr, 
93 Ru, 94 Ru, 131 In, 145 Eu? 

11 - 42 . Faga diagramas como o da Figura 11-9 para os estados fundamentáis do 3 H, 3 He, 14 N, 14 C, 15 N, 15 0 e 16 0. 

11 - 43 . Quais, entre os núcleos a seguir, possuem todas as camadas de prótons completas: 3 He, 19 F, 12 C, 40 Ca, 50 Ti, 56 Fe, 60 Ni, 
60 Cu, 90 Zr, 124 Sn, 166 Yb, 204 Pb? 

11 - 44 . ( a ) Use a Figura 11-35 para desenhar um diagrama como o da Figura 11-9 para o 13 N. ( b ) Qual é o valor esperado de j 
nesse caso? (c) Qual é o valor esperado de j no primeiro estado excitado? ( d) Desenhe um diagrama como o da Figura 11-9 para 
o primeiro estado excitado. Existe apenas um diagrama possível? 

11 - 45 . Use a Figura 11-35 para prever os valores de j para os estados fundamentáis do 30 Si, 37 C1, 55 Co, 90 Zr e 107 In. 


Segáo 11-7 Reagóes Nucleares 

11 - 46 . Usando os dados do Apéndice A, determine o valor de Q para as seguintes reagóes: (a) 2 H + 2 H —> 3 H + l H + Q ; (6) 
3 He(¿/,£>) 4 He; (c) 6 Li + n -> 3 H + 4 He + Q. 

11 - 47 . (a) Determine o valor de Q para a reagáo 3 H + —> 3 He + n + Q. ( b ) Determine o valor mínimo da energía cinética dos 

núcleos incidentes para que esta reagáo ocorra em um acelerador de partículas se núcleos estacionários de 'H forem 
bombardeados com núcleos de 3 H. (c) Determine o valor mínimo da energia cinética dos núcleos incidentes se núcleos 
estacionários de 3 H forem bombardeados com núcleos de 1 H. 

11 - 48 . Qual é o núcleo composto produzido pela reagáo de déuterons com 14 N? Quais sáo os possíveis núcleos e partículas 
produzidos por esta reagáo? 

11 - 49 . Usando os dados do Apéndice A, determine o valor de Q para as seguintes reagóes: (a) 12 C(a,/?) 15 N; ( b ) l6 0(dp) ll 0. 

11 - 50 . A segáo de choque da reagáo 75 As(> 2 ,y) 76 As é 4,5 b para néutrons térmicos. Um cristal natural de As, de dimensóes 1 cm 
x 2 cm x 30 pm, é exposto a um fluxo de néutrons térmicos de 0,95 x 10 13 néutrons/cm 2 -s. Calcule a velocidade da reagáo. (O 
arsénico natural é constituido por 100% de 75 As. A massa específica do arsénio é 5,73 g/cm 3 .) 

11 - 51 . Escreva tres reagóes diferentes que levem aos seguintes produtos: (a) n + 23 Na; ( b)p + 14 C; (c) d + 31 P. 

11 - 52 . Escreva o símbolo correto para a partícula ou nuclídeo representado por um v ñas seguintes reagóes: (a) 14 N(^ 2 , p)x; ( b ) 
208 Pb(n, v) 208 Pb; (c) v(a, p) 6l Cu\ ( d) 9 Be(v, ft) 12 C; ( e ) 16 0(¿/, a)x; (f) 162 Dy(a, 6n)x; (g) x(d, n) 4 He; ( h ) 90 Zr (d, v) 91 Zr. 


Segáo 11-8 Fissáo e Fusáo 

11 - 53 . A primeira reagáo de fusáo do universo, que aconteceu alguns minutos após o Big Bang, pode ser descrita pela equagáo n 
+p —> d + y. Calcule o valor de Q para esta reagáo. 

11 - 54 . Calcule o número de fissóes por segundo para que um reator produza urna potencia de 500 MW, supondo urna energia 
média de 200 MeV por fissáo. 

11 - 55 . Se o fator de reprodugáo de um reator é k = 1,1, determine o número de geragóes necessário para que a potencia (a) seja 
multiplicada por 2; ( b ) seja multiplicada por 10; (c) seja multiplicada por 100. Determine o tempo necessário para que isso 


acontega, em cada caso, ( d) se nao houver néutrons retardados e, portanto, o tempo entre geragóes for 1 ms; ( e ) se houver 
néutrons retardados e o tempo entre geragóes for 100 ms. 

11-56. Escreva as várias reagóes possíveis quando o 235 U captura um neutrón térmico el n, 2 n, 3n ou 4 n sao produzidos. 

11-57. Calcule a taxa com a qual núcleos de 2 H devem ser fomecidos a um reator de fusáo de 500 MW, supondo urna energía 
média de 17,6 MeV/fusáo. 

11-58. De acordo com a Figura 11-52, a segáo de choque para captura de néutrons de 1,0 MeV pelo 238 U é 0,02 b. Urna amostra 
de 5 g de 238 U é exposta a um fluxo total de 5,0 x 10 11 néutrons/m 2 de néutrons de 1,0 MeV. Calcule o número de átomos de 
239 U produzidos. 

11-59. Calcule a energía total liberada no conjunto de reagóes de fusáo abaixo. Trata-se do ciclo próton-próton, que é a principal 
fonte de energia do Sol. 


'H + 'H^ 2 H + e + + v, 

2 II + '13 —^ 3 He + y 
s He + :i He —*■ 4 He + 2'H - y 

11-60. Um certo reator nuclear gera urna poténcia de 1000 MWe (megawatts de eletricidade) com urna eficiéncia global de 
conversáo de energia de físsáo em energia elétrica de 30%. Que massa de núcleos de 235 U deve ser físsionada para que o reator 
funcione (a) durante um dia; (tí) durante um ano? (c) Se a mesma energia fosse produzida através da queima de carváo, quais 
seriam as respostas dos itens (a) e ( tí)l (A combustáo do carváo produz aproximadamente 3,15 x 10 7 J/kg.) 

11-61. (a) Supondo que a abundáncia natural do deutério, dada no Apéndice A, se reflete na formagáo de moléculas de água, 
calcule a energia que seria liberada se todos os déuterons contidos em 1,0 m 3 de água sofressem fusáo através da reagáo 2 H + 'H 
—> 3 He + y. ( b ) Dado que os 5,9 x 10 9 habitantes da Terra consumiram 3,45 x 10 2 ° J em 1999, quanto tempo (em anos) a energia 
calculada no item (a) duraría para um habitante “típico”? 

11-62. Considere a possível reagáo de físsáo 


n + ^!u-> 1 JCd + 44 RU + 3 n 

(a) Determine a energia liberada pela reagáo. (b ) É provável que a reagáo ocorra? Justifique sua resposta. 

Segáo 11-9 Aplicagóes 

11-63. Um osso cuja idade presumida é de 10.000 anos contém 15 g de carbono. Qual deve ser a taxa de decaimento do 14 C para 
esse osso? 

11-64. Um pedago de osso encontrado em um sitio arqueológico contém 175 g de carbono; a taxa de decaimento do 14 C é 8,1 
Bq. Qual é a idade do osso? 

11-65. A razáo 87 Rb/ 87 Sr para urna certa rocha é 36,5. Qual é a idade da rocha? 

11-66. Em um experimento de PIXE, um elemento com A = 80 constituí 0,001% em peso de urna placa fina cuja massa 
específica é 0,35 mg/cm 3 . A placa é bombardeada com um feixe de prótons de 250 nA durante 15 minutos. A segáo de choque 
para excitar a camada L é 650 b. Se a probabilidade de que um átomo excitado na camada L emita um raio X é 60% e a 
eficiéncia do detector de raios X é 0,0035, quantas contagens o detector registrará durante os 15 minutos do bombardeio? 

11-67. A série natural de decaimentos A = 4n comega com o 232 Th e termina com o 208 Pb (veja a Figura 11-18). Urna rocha 
contém 4,11 g de 232 Th e 0,88 g de 208 Pb. Calcule a idade da rocha. 

11-68. Determine a frequéncia de ressonáncia de prótons livres em um campo magnético de ( a ) 0,5 x 10" 4 T (valor aproximado 
do campo magnético da Terra); ( b ) 0,25 T; (c) 0,5 T. 

11-69. Um pequeño pedago de papiro é datado por 14 C usando AMS. Durante os 10 minutos em que o sistema é ajustado para 
nuclídeos de 14 C, 1500 íons sáo contados. Com o sistema ajustado para íons de 12 C +3 , a corrente é 12 pA. (a) Calcule a razáo 
14 C/ 12 C, supondo que os dois isótopos sáo detectados com a mesma eficiéncia. (tí) se a amostra inteira é consumida em 75 
minutos, qual era a massa inicial de 12 C? (Suponha um consumo constante e urna eficiéncia de 0,015.) (c) Qual é a idade da 
amostra? 

11-70. O 14 C presente em urna langa de madeira encontrada ñas montanhas do sudeste da Espanha tem urna atividade de 2,05 
desintegragóes por minuto e por grama. Qual é a idade da langa? (A atividade do 14 C na madeira viva é de 15,6 desintegragóes 
por minuto e por grama.) 


NÍVEL II 


11 - 71 . Usando a Equagáo 11-14 e as constantes da Tabela 11-3, determine o valor de Z para o qual dM/dZ = 0, ou seja, o 
mínimo de curvas como a da Figura 11-22 a ( a ) para A = 27; ( b) para A = 65; (c) para A = 139. Esses cálculos permitem prever 
corretamente que os isóbaros estáveis sao o 27 A1, o 65 Cu e o 139 La? 

11 - 72 . Urna expressáo empírica para a distancia que as partículas a percorrem no ar, conhecida como alcance , é a seguinte: R = 
0,31 E y2 , onde R é o alcance em cm, E é a energía das partículas em MeV e 4 < E < 7 MeV. (a) Qual é o alcance no ar de urna 
partícula a de 5 MeV? ( b ) Expresse este alcance em g/cm 2 , supondo que a massa específica do ar é p = 1,29 x 10' 3 g/cm 3 . (c) 
Supondo que o alcance em g/cm 2 é o mesmo no aluminio (p = 2,70 g/cm 3 ), determine o alcance em cm de urna partícula a de 5 
MeV no aluminio. 

11 - 73 . Mostré que a energía eletrostática média de um par próton-próton é aproximadamente 6ke 2 /5R , considerando que R é a 
distancia entre os prótons ek = 1/4tts 0 . 

11 - 74 . Urna amostra de 144 Nd tem urna massa de 0,05394 kg e emite, em média, 2,36 partículas a por segundo. Determine a 
constante de decaimento e a meia-vida do 144 Nd. 

11 - 75 . Urna amostra de urna substancia radioativa tem urna atividade inicial de 115,0 decaimentos por minuto. Depois de 4 d 5 
h, a atividade diminui para 73,5 decaimentos por minuto, (a) Calcule a meia-vida da substancia. ( b) Quanto tempo (contado a 
partir do instante inicial) é necessário para que a atividade da amostra caía para 10,0 decaimentos por minuto? (c) Quanto tempo 
(contado a partir do instante determinado do item anterior) é necessário para que a atividade da amostra caia para 2,5 
decaimentos por minuto? 

11 - 76 . O 227 Th tem urna meia-vida de 18,72 dias e decai por emissáo a para 223 Ra, um emissor a com urna meia-vida de 11,43 
dias. Urna amostra contém 10 6 átomos de 227 Th e nao contém 223 Ra no instante t = 0. (a) Quantos átomos de cada tipo existem 
na amostra no instante / =15 dias? ( b ) Qual é o tempo necessário (contado a partir do instante t = 0) para que a amostra 
contenha um número igual de átomos dos dois tipos? 

11-77. O efeito Móssbauer foi descoberto durante um estudo do decaimento do segundo estado excitado do 191 Ir, 0,12939 MeV 
acima do estado fundamental. O tempo de vida deste estado metaestável é de 0,13 ns. (a) Calcule a largura T deste estado, (tí) 
Calcule a energía de recuo de um átomo livre de 191 Ir ao emitir um fóton de 0,12939 MeV. (c) O fenómeno de absorgáo 
ressonante (sem recuo) ocorre quando o átomo de 191 Ir pertence a urna rede cristalina. Se um desvio Doppler igual a Y destrói a 
absorgáo ressonante, mostré que a velocidade v necessária para que a absorgáo ressonante nao seja observada é dada por 

$ 

11 - 78 . O 3 He e o 3 H formam um par de nuclídeos especulares. Calcule a diferenga entre as energías de ligagáo totais dos dois 
nuclídeos e compare o resultado com a energía de repulsáo eletrostática dos prótons do 3 He. Suponha que a distancia entre os 
prótons é igual ao raio do núcleo de hélio. 

11 - 79 . Use as massas que aparecem no Apéndice A para calcular a energía necessária para remover um neutrón do 47 Ca e do 
48 Ca. A partir desses resultados, determine o valor de a 5 na equagáo de Weizsácker (Equagáo 11-14) e compare o resultado com 
o valor que aparece na Tabela 11-3. 

11 - 80 . A forga centrípeta de um núcleo com 0 o toma mais estável em relagáo ao decaimento a. Use a Figura 11-1 a e um 
argumento clássico para justificar esta afirmagáo. 

11 - 81 . (a) Calcule o raio do 141 56 Ba e o raio do 92 36 Kr usando a Equagáo 11-3. (tí) Suponha que, após a fissáo do 235 U em 141 Ba e 
92 Kr, os dois núcleos fiquem momentáneamente separados por urna distancia r igual á soma dos raios calculados em (a) e 
calcule a energia potencial eletrostática para os dois núcleos a esta distancia. Compare o resultado com o valor experimental da 
energía de fissáo, 175 MeV. 

11 - 82 . Um neutrón de massa m e velocidade v L sofre urna colisáo frontal com um núcleo de massa M em repouso no referencial 
do laboratorio, (a) Mostré que a velocidade do centro de massa no referencial do laboratorio é V = mv L /(m + M). (tí) Qual é a 
velocidade do núcleo no referencial do centro de massa antes da colisáo? (c) Qual é a velocidade do núcleo no referencial do 
centro de massa depois da colisáo? (d) Mostré que a energia do núcleo depois da colisáo é dada por 


\m(i vy- 


4mM 

(m + Aí) 



e use este resultado para obter a Equagáo 11-82. 

11 - 83 . Suponha que o quadro de Van Dyck que aparece na fotografía da Segáo 11-9 seja irradiado com um fluxo de néutrons 
térmicos de 10 12 néutrons/cm 2 -s durante 2 horas. Em termos do número de átomos de manganés e fósforo presentes 
inicialmente, determine a atividade (a) 2 horas; (tí) 2 dias após terminada a irradiagáo. A segáo de choque (n,j) para o 31 P é 
0,180 b e para o 55 Mn é 13,3 b. (Os dois isótopos tém urna abundáncia natural de 100%.) 





11-84. A energia total consumida nos Estados Unidos em 1 ano é 7,0 x 10 19 J. Quantos quilogramas de 235 U seriam necessários 
para produzir esta energia, supondo que 200 MeV de energia sao liberados em cada físsáo, que 3% dos átomos de uranio sofrem 
fissáo e que todos os mecanismos de conversáo de energia utilizados tém urna eficiencia de 25%? 

11-85. O isótopo do rubídio 87 Rb, usado para determinar a idade de rochas e fósseis, é um emissor p com urna meia-vida de 4,9 
x 10 10 anos que decai para 87 Sr. Ñas rochas que contém fósseis de animáis primitivos, a razáo 87 Sr/ 87 Rb é 0,010. Supondo que 
nao havia 87 Sr presente ñas rochas quando se formaram, determine a idade dos fósseis. 

11-86. Em 1989, dois cientistas anunciaram que haviam observado a fusáo nuclear em urna célula eletroquímica á temperatura 
ambiente. A fusáo de núcleos de deutério no eletrodo do paládio da célula supostamente gerou urna potencia de 4 W. (a) Se as 
duas reagóes mais prováveis sao 


'H + + n - 3,27 MtíV 


e 


*11 + 2 II^'lI + J H + 4,03 MeV 

e as duas reagóes ocorrem com a mesma frequéncia, quantos néutrons por segundo teriam que ser emitidos para gerar 4 W de 
potencia? ( b ) Se 10% desses néutrons sao absorvidos pelo corpo de um técnico de 80 kg que trabalha ñas proximidades do 
aparelho, e se cada neutrón absorvido possui urna energia média de 0,5 MeV com um RBE de 4, a que dose de radiagáo, em 
rems por hora, corresponde esta exposigáo? (c) Quanto tempo o técnico levaría para receber urna dose total de 500 rems? (Esta 
dose é letal para 50% das vítimas.) 

11-87. A análise por ativagáo de néutrons é usada para estudar urna pequeña amostra de tinta de automóvel encontrada no local 
de um atropelamento. A amostra foi exposta a um fluxo de néutrons térmicos de 3,5 x 10 12 néutrons/cm 2 -s durante 2,0 minutos. 
Colocada imediatamente em um detector de raios gama, apresentou urna atividade de 35 Bq associada ao 60 Co e urna atividade 
de 155 Bq associada ao 51 Ti. Calcule a quantidade total de cada metal na amostra. (A segáo de choque do 59 Co é 19 b, e a do 
50 Tié 0,51b.) 

11-88. Em um reator de fusáo que utiliza apenas deutério como combustível, as reagóes mais frequentes sáo 

3 H + 2 H-» -'He + n - 3,27 MeV 


e 


3 H + 2 H—+ J H + 4,03 MeV 

O 3 H produzido na segunda reagáo reage imediatamente com um núcleo de 2 H: 

*H + 2 H —* 4 He + tt+ 17,7 MeV 

A razáo entre o número de átomos de 2 H e o número de átomos de l H no hidrogénio natural é 1,5 x 10 4 . Qual seria a energia 
produzida por 4 litros de água, se todos os núcleos de 2 H sofressem fusáo? 

11-89. ( a ) Sabendo que no espalhamento de Compton a variagáo máxima do comprimento de onda é AX = Ihc/Mc 2 e A E ~ 
hcAX/X 2 , mostré que, para que um fóton perca urna energia E p para um próton, a energia do fóton deve ser pelo menos E = 
(Mc 2 E p /2) m . ( b ) Calcule a energia necessária para que o fóton produza um próton de 5,7 MeV por espalhamento Compton. (c) 
Calcule a energia fomecida a um núcleo de 14 N em urna colisáo frontal com um neutrón de 5,7 MeV. ( d) Calcule a energia 
necessária para que um fóton fomega essa energia a um núcleo de 14 N por espalhamento Compton. 

11-90. Um fóton de energia E incide em um déuteron em repouso. No referencial do centro de massa, o fóton e o déuteron tém 
um momento p. Pro ve que a aproximagáo p ~ Ele é válida mostrando que um déuteron com este momento tem urna energia 
muito menor que E. Se a energia de ligagáo do déuteron é 2,22 MeV, qual é a energia mínima do fóton no referencial do 
laboratorio para que o déuteron se desintegre? 

NÍVEL III 

11-91. (a) Calcule a diferenga entre as energías de ligagáo dos seguintes pares de nuclídeos especulares: 7 Li e 7 Be; n B e n C; 15 N 
e 15 0. ( b ) A partir dos resultados do ítem (a), determine o valor da constante a 3 da Equagáo 11-14. Compare os resultados 
individuáis e a média dos tres resultados com o valor que aparece na Tabela 11-3. 

11-92. (a ) Calcule a derivada da equagáo de Weizsácker em relagáo a Z, como no Problema 11-71, e mostré que os mínimos das 
curvas de A constante, isto é, os valores de Z para os isótopos mais estáveis, sáo dados por 


(;n„ - rn^c ' 2 ~ 

4o 4 

I + — A — 

4íi 4 _ 

( b ) Determine o número atómico dos nuclídeos mais estáveis para ,4 = 29, 59, 78, 119 e 140. (c) Compare os resultados do item 
(tí) com os dados do Apéndice A e discuta as diferengas encontradas. 

11-93. (a) Use a Figura 11-35 para fazer um diagrama como o da Figura 11-9 para o estado fundamental do n B. Qual é o valor 
mais provável de j para este estado? (tí) O primeiro estado excitado do n B envolve a excitagáo de um próton. Desenhe um 
diagrama para este estado e determine o valor de j. (c) O valor de j para o segundo estado excitado é 5/2. Escolha urna 
distribuigáo de núcleons em um diagrama como o da Figura 11-9 que seja compatível com este valor, (d) Repita os itens (a) e 
(tí) para o 17 0, sabendo que, neste caso, o primeiro estado excitado envolve a excitagáo de um neutrón, (e) O valor de j para o 
segundo estado excitado do 17 0 é 1/2. Desenhe um diagrama como o da Figura 11-9 que seja compatível com este valor. 

11-94. Aproximadamente 2000 nuclídeos ainda nao foram observados na regiáo entre as linhas de gotejamento de prótons e 
néutrons da Figura 11-15¿>. Considere os que pertencem á parábola de energia (Figura 11-22 a) com A =151, para a qual o único 
isótopo estável é o 151 Eu. (a) Usando os dados do Apéndice A, faga um gráfico detalhado da parábola correspondente a A = 151, 
mostrando tanto os nuclídeos conhecidos como os que ainda náo foram observados entre Z = 50 e Z = 71. (tí) Determine a 
localizagáo das linhas de gotejamento paraZ = 151, ou seja, os isótopos de menor massa para os quais a emissáo espontánea de 
um próton ou de um néutron é possível. 

11-95. Existem razóes teóricas para esperar que exista urna “ilha” de nuclídeos com tempos de vida relativamente longos no 
entorno de um nuclídeo duplamente mágico com Z = 126 e N= 184 (o primeiro número mágico depois de 126 no modelo de 
camadas), (a) Calcule a massa deste núcleo exótico usando a Equagáo 11-14. (tí) Depois de calcular as massas dos núcleos 
próximos, determine os modos de decaimento que estariam disponíveis para o núcleo duplamente mágico. 

11-96. Suponha que um néutron decaía em um próton e um elétron sem emissáo de um neutrino. Nesse caso, a energia 
compartilhada pelo próton e pelo elétron é 0,782 MeV. No referencial de repouso do néutron, o momento total é nulo e, 
portanto, o momento do próton deve ser igual e oposto ao do elétron. Isto determina as energías relativas das duas partículas, 
mas, como o elétron é relativístico, náo é fácil calcular essas energías, (a) Suponha que a energia cinética do elétron é 0,782 
MeV e calcule o momento p do elétron em unidades de MeV/c. (Sugestáo: Use a Equagáo 2-32.) (tí) A partir do resultado do 
item (< a ), calcule a energia cinética p 2 /2m p do próton. (c) Como a energia total do elétron e do próton é 0,782 MeV, o resultado 
do item (tí) constituí urna corregáo para a hipótese de que a energia do elétron é 0,782 MeV. Qual é o valor percentual da 
corregáo? 

11-97. Núcleos radioativos com urna constante de decaimento A sáo produzidos em laboratorio a urna taxa constante R p ; o 
número de núcleos radioativos N obedece, portanto, á equagáo dN/dt = R p - A N. (a) se V é zero no instante t = 0, faga um gráfico 
de N em fungáo de t para esta situagáo. (b) O isótopo 62 Cu é produzido á taxa de 100 núcleos por segundo através do 
bombardeio de cobre comum ( 63 Cu) com fótons de alta energia. A reagáo é a seguinte: 

7 - ^Cu —> ^Cu + n 

O 62 Cu decai por emissáo P com urna meia-vida de 10 minutos. Depois de um tempo suficientemente longo para que dN/dt ~ 0, 
quantos núcleos existem de 62 Cu? 

11-98. A cadeia de decaimentos 4n + 3 comega com o 235 U e termina com o 207 Pb. (a) Quantos decaimentos a existem na 
cadeia? (tí) Quantos decaimentos p existem? (c) Determine a energia total liberada quando um átomo de 235 U se transforma em 
207 Pb. (d) Desprezando todas as perdas de energia, determine o aumento de temperatura sofrido por 1 kg de 235 U após 1 ano. 

11-99. O Sol e outras estrelas geram energia por fusáo. Um dos ciclos de fusáo, o ciclo próton-próton, envolve as seguintes 
reagóes: 



l H + l H— 2 H + + Vr 

'H + 3 h *He + y 

seguidas por 

^Hc - ’He-^He H- H + H 


OU 







'H + 'He^ ’He + |V - v, 

(a) Mostré que estas reagoes podem ser escritas na forma compacta 

4 1 H —> 4 I le + 2p 1 - 2v, + y 

(tí) Mostré que urna energía de 24,7 MeV é liberada neste ciclo, sem contar os 2 x 0,511 MeV que sao liberados quando cada 
positrón encontra um elétron e é aniquilado na reagáo e + + e~ —> 2y. (c) O Sol irradia urna potencia de 4 x 10 26 W. Supondo que 
esta potencia seja gerada pela conversáo de quatro prótons em um núcleo de hélio, raios y, neutrinos e urna energía de 26,7 
MeV, quantos prótons sao consumidos anualmente no Sol? Quanto tempo o Sol continuaría a brilhar se a potencia das emissóes 
se mantivesse constante no futuro? (Suponha que os prótons constituem metade da massa total do Sol, que é 2 x 10 30 kg.) 

11-100. A reagáo de fusáo entre o 2 H e o 3 H é 

*H + ^II—> 4 Ile + n 4- 17,7 MeV 

Usando a lei de conservagáo do momento e o valor de Q dado, calcule a energía final do núcleo de 4 He e do neutrón, supondo 
que o momento inicial do sistema seja nulo. 

11-101. (a) Um reator de água leve cujo combustível é o 235 U tem um fator de reprodugáo de 1,005 e o tempo médio de vida dos 
néutrons é 0,08 s. Qual é o aumento percentual da taxa de produgáo de energía do reator em 5 s? (tí) Qual deve ser a redugáo 
relativa do fluxo de néutrons no reator para que o fator de reprodugáo diminua para 1,000? 

11-102. Determine o fator de reprodugáo do uranio enriquecido (a) a 5%; (tí) a 95% de 235 U. Calcule o tempo de duplicagáo da 
velocidade da reagáo para cada caso. Supondo que nao haja perda de néutrons e que cada fissáo resulte na liberagáo de urna 
energía de 200 MeV, qual é a taxa de produgáo de energía em cada caso 1,0 s após ocorrer a primeira fissáo? 


*Do inglés computer-nssisted fomography. (N.T.) 

**Do inglés /wsitron ^mission fomography. (N.T.) 

***Do inglés neutrón «ctivation nnalysis. (N.T.) 

* driplines , em inglés. (N.T.) 

*No Brasil, este valor corresponde á energía consumida por urna 
residéncia típica durante 114 meses. (N.T.) 

*Do inglés single /jhoton ^mission computed tomography. (N.T.) 

*Nos equipamentos mais recentes, o BGO foi substituido por 
oxiortossilicato de lutécio (LSO) dopado com cério. (N.T.) 

* Esses dados foram extraídos de P. Nelson, Biological Physics 
(New York, W. H. Freeman and Co., 2003), página 31. 

*Do inglés «ccelerator mass spectrometry. (N.T.) 

*Do inglés /;article induced x-ray ¿mission. (N.T.) 
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S e nao levarnos em conta as especulagóes do filósofo grego Demócrito (cerca de 460 a.C.-370 a.C) e a teoria atómica da matéria de Dalton 
(1808), 1 a historia da física de partículas comegou com a descoberta do elétron por Thomson, em 1897 (veja a Segáo 3-1). Em 1913, Rutherford 
descobriu o núcleo atómico e batizou o núcleo do elemento mais leve, o hidrogénio, com o nome de próton (veja a Segáo 4-2). Quando os cientistas 
comegaram a investigar elementos mais pesados, descobriram um fato curioso: a massa atómica aumentava mais depressa que a carga nuclear, 
embora ambas, aparentemente, fossem proporcionáis ao número de prótons no núcleo. O problema foi resolvido em 1932, quando Chadwick 
descobriu o neutrón (veja a Segáo 11-1). Alguns anos antes (em 1905), Einstein havia proposto que a quantizagáo da radiagáo do corpo negro, 
descoberta por Planck, era urna manifestagáo de um fenómeno mais geral, a quantizagáo do campo eletromagnético (veja as Segoes 3-2 e 3-3). A ideia 
de Einstein só foi aceita pela maioria da comunidade científica 20 anos depois, quando a investigagáo de Millikan do efeito fotelétrico e a descoberta 
e explicagáo do efeito Compton pelo cientista de mesmo nome provaram, sem sombra de dúvida, que havia urna partícula associada ao campo 
eletromagnético, que hoje é conhecida como fóton. Durante um curto período, acreditou-se que existiam apenas quatro partículas “elementares”: o 
elétron, o próton, o neutrón e o fóton. Entretanto, no final de 1932, Anderson descobriu o positrón, e, pouco depois, o múon, o pión e muitas outras 
partículas foram descobertos em buscas que foram intensificadas e continuam até hoje. 

A partir da década de 1950, vários países e consorcios intemacionais construíram aceleradores de partículas cada vez maiores e mais sofisticados, 
capazes de produzir colisóes de alta energía, com o objetivo de observar as novas partículas previstas por várias teorías. Urna consideragáo importante 
nesses experimentos complexos, que envolvem centenas de cientistas de muitas nacionalidades, é a questáo de como distinguir se urna partícula é 
realmente elementar ou é composta por partículas menores. Por exemplo: tanto o próton como o neutrón foram considerados durante algum tempo 
partículas elementares, mas, ao serem bombardeados com elétrons de alta energía, verificou-se que, como os átomos e núcleos, possuíam urna 
estrutura interna. Hoje sabemos que tanto o próton como o néutron sáo formados por partículas chamadas quarks. Centenas de partículas já foram 
consideradas elementares, mas urna série de brilhantes teorías desenvolvidas nos últimos 50 anos ajudou a colocar um pouco de ordem nesse 
“zoológico de partículas”. Dessas teorías surgiu o Modelo-padráo , que conseguiu a faganha de explicar e prever as propriedades e interagóes de todas 
as partículas a partir de urna descrigáo em termos de um pequeño número de partículas realmente (até o momento, pelo menos) elementares. A 
pesquisa ñas universidades e nos gigantescos aceleradores de partículas continua até hoje a acrescentar novos dados ao nosso entendimento da 
estrutura da matéria. As pesquisas revelaram que, além de propriedades familiares como massa, carga e spin, as partículas elementares possuíam 
novas propriedades para as quais náo existía urna analogía clássica, que receberam nomes exóticos como estranheza, charme e cor. Além dos 
aceleradores, foram desenvolvidos detectores de partículas mais sensíveis, alguns dos quais foram instalados em minas profundas, no fundo dos 
océanos e sob a calota polar. 

A construgáo de grandes aceleradores de partículas em vários países tem sido, através dos anos, um incentivo para a fabricagáo de eletroímás 
supercondutores maiores e mais eficientes. O Large Hadron Collider, que comegou a funcionar no CERN em 2009, utiliza 9300 eletroímás supercondutores, 
resfriados com hélio líquido, dos quais 1232 sáo eletroímás dipolares de grande porte, com 15 m de comprimento. Os eletroímás supercondutores, capazes 
de produzir campos magnéticos de alta intensidade, sáo usados em aplicagóes que váo da medicina, com a ressonáncia magnética nuclear, aos meios de 
transporte, com o trem levitado magnéticamente. 

Neste capítulo, vamos examinar primeiro alguns conceitos básicos usados para classificar e descrever partículas. Em seguida, discutiremos as 
interagóes fundamentáis e leis de conservagáo a que estáo sujeitas as partículas. Finalmente, vamos descrever o modelo atual das partículas 
elementares, conhecido como Modelo-padráo , segundo o qual toda a matéria que existe na natureza, desde as partículas exóticas produzidas nos 
gigantescos aceleradores até os humildes gráos de areia, é feita de apenas tres grupos de partículas elementares: léptons, quarks e as partículas 
responsáveis pelas interagóes. 



12-1 Conceitos Básicos 

Antipartículas 

O PÓsitron Em 1932, o mesmo ano da descoberta do neutrón, o positrón foi descoberto (e batizado) por Cari Anderson. 2 A partícula tem a mesma 
massa e o mesmo momento angular intrínseco que o elétron, mas, ao contrário do elétron, possui carga positiva; por isso, o momento magnético 
intrínseco é paralelo ao spin, e nao antiparalelo, como no caso do elétron. O positrón, que é a antipartícula do elétron, é representado pelo símbolo e + 
ou as vezes, ñas equagóes de decaimento radioativo, pelo símbolo p + . A existencia do positrón tinha sido prevista por Dirac a partir de urna equagáo 
de onda relativística, 3 embora nao fosse fácil interpretar essa previsáo (veja a Segáo 2-4). 

A energía de urna partícula relativística é dada pela Equagáo 2-31: 

E 2 = (pe) 2 + (me 1 ) 2 2-31 

que também pode ser escrita na forma 

E = ± [ (pe) 1 + (/MC 2 ) 2 ] 1 ' 0 12-1 

Embora seja natural escolher o sinal positivo e desprezar a solugáo de energía negativa por ser “físicamente impossível”, a matemática da equagáo de 
Dirac exige a existencia de fungoes de onda correspondentes aos estados de energía negativa. Dirac postulou que todos os estados de energía negativa 
estáo ocupados por elétrons e, por isso, nao podem ser observados. Dirac usou o principio de exclusáo para propor que apenas os buracos porventura 
existentes nesse “mar infinito” de estados de energía negativa poderiam ser observados. Esses buracos se comportarían! como cargas positivas com 
energía positiva. A descoberta de urna partícula com a mesma massa que o elétron e carga positiva parecía ser urna indicagáo de que essa 
interpretagáo esta va correta, aínda mais que, na formagáo de pares, o positrón é gerado juntamente com um elétron (Figura 12-1). 

Para Cada Partícula, uma Antipartícula A ideia de que estamos imersos em um mar infinito de elétrons de energía negativa, porém, nao 
é das mais confortáveis e foi tornada desnecessária com o desenvolvimento da eletrodinámica quántica (QED*) por Feynman 4 e outros no final da 
década de 1940. As solugóes de energía negativa da equagáo de Dirac passaram a ser encaradas como solugóes de energía positiva de uma nova 
partícula, que seria o positrón. Assim, a necessidade de um “mar” invisível de elétrons desapareceu. Por outro lado, a previsáo de Dirac de que 
existiría um antielétron se revelou excessivamente modesta. De acordo com a QED, cujas previsóes foram confirmadas com maior precisáo que 
qualquer outra teoría da física, para cada partícula existe uma antipartícula com a mesma massa e uma carga elétrica de sinal contrário. Assim, por 
exemplo, a teoría prevé que os prótons e néutrons, partículas de spin 1/2 cujas fungóes de onda sao solugóes da equagáo de Dirac, também possuem 
antipartículas. A energía mínima necessária para criar um par próton-antipróton é 2 m p c 2 = 1877 MeV. Energías dessa ordem nao estavam disponíveis, 
a nao ser nos raios cósmicos, até a construgáo de aceleradores de alta energía na década de 1950. O antipróton (representado pelo símbolo p) foi 
observado pela primeira vez em 1955, em Berkeley, por Segré 5 e Chamberlain, que usaram um feixe de prótons com uma energía cinética de 6,2 GeV 
produzido por um acelerador de partículas conhecido como Bevatron (veja a Figura 12-2). O antinéutron (^), uma partícula com a mesma massa que 
o neutrón e momento magnético positivo, foi observado dois anos depois. (A notagáo genérica para antipartículas consiste em escrever o símbolo da 
partícula correspondente e acrescentar uma barra superior; entretanto, em muitos casos, costuma-se indicar a carga elétrica, como fizemos no caso do 
positrón.) 

As partículas com spin inteiro, cujas fungóes de onda nao sao solugóes da equagáo de Dirac, também possuem antipartículas. Um exemplo sáo as 
partículas de spin nulo, cuja fungáo de onda obedece á equagáo relativística de Klein-Gordon (Equagáo 11-52), das quais a mais conhecida é o pión, 
considerado por algum tempo (entre as décadas de 1940 e 1970) como a partícula mediadora da interagáo forte. Toda antipartícula possui a mesma 
massa que a partícula correspondente, mas os sinais da carga elétrica, do número bariónico e do número de estranheza (veja a Segáo 12-4) sáo 
opostos na partícula e na antipartícula. 

Embora seja uma partícula estável, o positrón possui uma existencia efémera por causa da abundancia de elétrons. Quando um positrón e um 
elétron se encontram, as duas partículas se aniquilam mutuamente através de uma das seguintes reagóes: 

e + + e~ —* y + "y ou + e~—* y + y + y 12-2 



O Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) do Brookhaven National Laboratory comegou a produzir colisóes entre núcleos de ouro (átomos de ouro totalmente 
ionizados) no final de 2000. A velocidade dos íons é 99,99% da velocidade da luz. As imagens de (a) a (d) sáo simulagóes dos pacotes de íons em vários estágios 
da colisáo. (a) Os pacotes de íons, estreitados pela contragáo de Lorentz, aínda náo se encontraram. ( b ) A colisáo “derrete” os prótons e néutrons e (c) por um 
instante é formada uma “sopa” de quarks e glúons. (d) A enorme energía da colisáo faz com que sejam criados mais quarks e glúons, que se combinam para 
formar milhares de partículas. ( e ) Reconstrugáo em computador das trajetórias dos milhares de partículas criadas em uma só colisáo de dois íons de ouro. 
[Cortesía do Brookhaven National Laboratory, experimento STAR.] 
















Vista aérea do Centro Europeu de Pesquisa Nuclear (CERN) perto de Genebra, na Suíga. O círculo maior mostra a posigáo do túnel do acelerador de partículas 
conhecido como Large Hadron Collider (LHC), que tem 27 quilómetros de circunferencia. A linha pontilhada mostra a fronteira entre a Franga e a Suíga (a Suíga 
está em primeiro plano). O LHC, o maior acelerador de partículas de todos os tempos, entrou em operagáo em 2010. [CERN.] 




FIGURA 12-1 Rastros de pares elétron-pósitron produzidos por raios X de 300 MeV no sincrotrón do Lawrence Livermore Laboratory. O campo magnético 
existente na cámara aponía para fora do papel. [A fotografía é cortesía do Lawrence Radiation Laboratory, University of California, Berkeley.] 

Em geral, um elétron e um positrón se aniquilam mutuamente depois de formarem um estado S (de momento angular orbital zero). Se, nesse estado, 
os spins estáo antiparalelos, sao criados dois fótons, como na reagáo da esquerda; se os spins estáo paralelos, sao criados tres fótons, como na reagáo 
da direita. O fato de chamarmos os elétrons de partículas e os pósitrons de antipartículas nao significa que os pósitrons sejam menos fundamentáis 
que os elétrons, mas apenas que os elétrons sao maioria no universo, ou, pelo menos, na regiáo do universo onde vivemos. Se matéria fosse feita de 
prótons negativos, elétrons positivos e néutrons com momentos magnéticos positivos, partículas como prótons positivos, elétrons negativos e néutrons 
com momentos magnéticos negativos seriam rápidamente aniquiladas e provavelmente seriam chamadas de antipartículas. Átomos de anti-hidrogénio 
(formados por um positrón e um antipróton) primeiro foram produzidos “quentes” no feixe de antiprótons do CERN, em 1995. Em 2010, o projeto 
ALPHA do CERN produziu urna quantidade considerável de anti-hidrogénio “frió” (lento) usando o momento magnético do anti-hidrogénio para 
aprisionar os antiátomos em um campo magnético durante mais de 170 ms. Um ano depois, o projeto ALPHA produziu e aprisionou mais de 300 
átomos de anti-hidrogénio durante 1000 segundos (pouco mais de 16 minutos). Essas pesquisas em breve permitiráo comparar as propriedades físicas 
do anti-hidrogénio com as propriedades do hidrogénio comum, verificando, por exemplo, se a matéria e a antimatéria sao afetadas da mesma forma 
pela forga da gravidade. A assimetria entre matéria e antimatéria no universo, ou seja, a razáo pela qual nosso universo possui urna quantidade muito 
maior de matéria, apesar das previsóes da QED e da simetría da equagáo de onda relativística, será discutida no final deste capítulo e no Capítulo 13. 
Até hoje, o antinúcleo mais pesado que se conhece é o anti-hélio 4, produzido pelo projeto STAR no Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) do 
Brookhaven National Laboratory a partir de colisóes entre núcleos de ouro movendo-se a urna velocidade de 99,99% da velocidade da luz (veja a foto 
no inicio desta segáo). 
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FIGURA 12-2 Rastros em urna cámara de bolhas, mostrando a criagáo de um par próton-antipróton na colisáo de um próton de 25 GeV com um núcleo de 
hidrogénio líquido (próton estacionário) no Brookhaven Altemating Gradient Synchrotron. A reagáo ép+p^-p+p+p + p. A energía necessária para criar o 
par é 2 m p c 2 = 1,877 GeV no referencial do centro de massa. No caso de um alvo estacionário, os cálculos mostram que os prótons incidentes devem ter urna 
energía de pelo menos 6m p c 2 = 5,6 GeV para que a reagáo seja possível. [A fotografía é cortesía de R. Ehrlich.] 


EXEMPLO 12-1 


_| Aniquilagáo Próton-Antipróton Um próton e um antipróton em repouso se aniquilam mutuamente através da reagáo (ñas reagóes 

de física de partículas, o sinal + normalmente é omitido): 


PP^TY 

Determine a energía e o comprimento de onda dos fótons emitidos. 

SOLUQÁO 

Como o próton e o antipróton estáo em repouso, a conservagáo do momento exige que os dois fótons criados no processo de aniquilagáo tenham momentos 
iguais e opostos e, portanto, a mesma energía. Como a energía total do lado esquerdo da reagáo é 2 m p c 2 , a energía de cada fóton é 

E y = m p c 2 = 938 MeV 

O comprimento de onda é dado por 

_ c _ he _ he _ 1240eV*nm 
~~ 7 ” ~hf “ Ty - 93S X ÍO^CV _ 

= 1,32 x 10 l5 m = 1,32 fm 

Diagramas de Feynman 

Como parte da eletrodinámica quántica, Feynman criou urna técnica simples e extremamente versátil para descrever os fenómenos eletromagnéticos. 
Na verdade, a técnica dos diagramas de Feynman é táo boa que é usada em outras teorías quánticas (especialmente a cromodinámica quántica, ou 
QCD,* que será discutida na Segáo 12-4). As regras detalhadas para desenhar diagramas de Feynman estáo diretamente relacionadas ás equagóes da 
QED, e nao cabe discuti-las aqui; vamos apresentar apenas algumas regras básicas antes de usar esses diagramas para ilustrar alguns fenómenos de 
interesse. (Urna discussáo mais completa dos diagramas de Feynman pode ser encontrada em Griffiths, D. J., Introduction to Elementary Partióles , 
Prentice Hall, New York, 1987, Chapter 2.) 








O túnel do acelerador de prótons e antiprótons do CERN, mostrando o tubo onde circulam os feixes de partículas e alguns dos 9300 ímás 
supercondutores que foram instalados ao longo dos 27 km do anel. Os mesmos ímás podem ser usados para dirigir e focalizar as partículas positivas e 
negativas que se movem em sentidos opostos. Os técnicos se deslocam no longo túnel usando bicicletas e carros elétricos. [CERN.] 



Richard Feynman, que se considerava “um tipo curioso”, recebeu o Premio Nobel de Física de 1965 (com Shin’ichiro Tomonaga e Julián Schwinger) por suas 
contribuigoes para a eletrodinámica quántica. [American Institute ofPhysics, Emilio Segré Visual Archives, Physics Today Collection.] 

Os diagramas de Feynman sao diagramas no espago-tempo, ou seja, gráficos de ct em fungáo de x, semelhantes aos que foram usados nos 
Capítulos 1 e 2. Na física de partículas, os diagramas de Feynman sao usados para descrever interagdes entre quarks, léptons e as partículas 
mediadoras das interagdes e calcular tempos de vida e segdes de choque. Como foi observado com relagáo á Figura 11-28, na qual um diagrama de 
Feynman foi usado para ilustrar o papel dos píons na forga nuclear, os eixos ct q x normalmente nao sao desenhados. Neste capítulo, como nos 
Capítulos 1 e 2, o tempo {ct) é representado na vertical, de baixo para cima, e o espago (x) na horizontal, da esquerda para a direita. (Muitos físicos de 
partículas usam urna convengáo diferente, na qual o tempo é representado na horizontal e o espago é representado na vertical.) As partículas sao 
representadas por segmentos de reta com urna seta. As partículas cuja seta aponía no sentido negativo do eixo do tempo sao interpretadas como a 
antipartícula correspondente se movendo no sentido normal do tempo. As setas permitem omitir as barras superiores ao representar as antipartículas. 
Os segmentos de reta sao simbólicos e nao representam as trajetórias das partículas. As regras para analisar os diagramas, cujos detalhes nao seráo 
discutidos aqui, partem do principio de que as leis de conservagáo da energía e do momento sao respeitadas em todos os vértices. A ideia é descrever 
apenas as interagdes. Partículas que sao suas próprias antipartículas, como o fóton, sao representadas por linhas onduladas ou tracejadas, sem setas. 
Todos os fenómenos eletromagnéticos podem ser representados por combinagóes do processo ilustrado na Figura 12-3, denominado vértice primitivo. 
As interagóes acontecem nos vértices. O diagrama é interpretado da seguinte forma: urna carga em movimento entra, emite (ou absorve) um fóton e 
sai. O vértice primitivo nao é um diagrama de Feynman completo, mas a unidade básica a partir da qual diagramas completos sao construidos. 

Vamos analisar os diagramas de Feynman de alguns eventos familiares. Na Figura 12-4a, dois elétrons entram, trocam um fóton e saem. O 
diagrama representa a repulsáo eletrostática de cargas de mesmo sinal. 6 A atragáo eletrostática entre um elétron e um positrón está representada na 
Figura 12-4 b. Estes exemplos servem para ilustrar mais urna regra: linhas que comegam e terminam no interior do diagrama sao partículas virtuais. 
Como o pión de Yukawa da Segáo 11-5, os fótons da Figura 12-4 sao fótons virtuais e nao podem ser observados. Note que urna partícula virtual nao 
precisa ter a mesma massa que a partícula real correspondente; as grandezas da partícula que devem ser conservadas nos vértices sao a energía e o 
momento, nao a massa. Apenas as linhas que entram ou saem do diagrama representam partículas observáveis. Os diagramas deixam claro por que 
afirmamos que as forgas eletromagnéticas sao mediadas por fótons. A Figura 12 -5a ilustra o efeito Compton. A Figura 12-5Z? é outra forma de 
descrever a interagáo entre um elétron e um positrón, que envolve a aniquilagáo de um par (parte inferior) e a criagáo de um par (parte superior). A 
equivalencia entre as partículas observáveis dos diagramas das Figuras 12-4 b e 12-5 b é um exemplo do fato de que urna reagáo pode ser representada 
por mais de um diagrama. 7 A Figura 12-5c ilustra o processo de aniquilagáo de um par elétron-pósitron. Neste capítulo, vamos usar diagramas de 
Feynman para visualizar reagóes que de outra forma seriam difíceis de entender. 




e 



FIGURA 12-3 Vértice primitivo de um diagrama de Feynman. A partícula, que no caso é um elétron, poderia ser um próton ou qualquer outra partícula sujeita á 
interagáo eletromagnética. Observe que nao existe urna seta na linha que representa o fóton. O vértice primitivo pode ser considerado um “tijolo” para a 
construido de diagramas de Feynman. 




FIGURA 12-4 Diagramas de Feynman usados para descrever (a) a repulsao eletrostática de partículas com cargas de mesmo sinal e (b) a atragáo eletrostática de 
partículas com cargas de sinais opostos. 



FIGURA 12-5 {á) O efeito Compton. Um fóton é absorvido por um elétron, que, em seguida, emite um outro fóton. Note que, neste diagrama, o tempo está 
representado na horizontal, da esquerda para a direita. ( b ) No vértice inferior, um elétron e um positrón se aniquilam mutuamente, criando um fóton virtual; no 
vértice superior, o fóton virtual cria um par elétron-pósitron. O resultado final é semelhante ao da Figura 12-4 b. (c) Um elétron e um próton se aniquilam de 
forma irreversível, criando dois fótons reais. 


EXEMPLO 12-2 


Diagrama de Feynman para a Criagáo de um Par Partícula-Antipartícula Na Segáo 2-4, descrevemos a criagáo de um par 
elétron-pósitron. Desenhe um diagrama de Feynman que ilustre este processo. 


SOLUQÁO 

O vértice primitivo da esquerda representa urna interagáo elétron-fóton, cujos produtos sao um elétron real e um positrón virtual. Lembrando que o positrón 
virtual existe por um tempo curto demais para ser medido, desenhamos a linha do mundo dessa partícula como um segmento de reta horizontal [ou seja, com 
A {ct) = 0]. O vértice primitivo no centro do desenho representa urna interagáo fóton-pósitron, cujos produtos sao um positrón real e um positrón virtual. 
Unindo os dois desenhos, obtemos o diagrama da direita, que representa a criagáo de um par elétron-pósitron. 
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A criagáo de um par elétron-pósitron também pode ser representada por diagramas com um número maior de vértices, conhecidos como diagramas de 
ordem superior. O leitor é capaz de desenhar um desses diagramas? 


Exercícios 

1. Que problema surge quando tentamos usar o modelo de Dirac de um mar infinito de estados de energia negativa, quase todos ocupados, para 
explicar a existencia de pares partícula-antipartícula de píons, partículas cujo spin é igual a zero? 

2. Por que, em geral, um elétron e um positrón só se aniquilam mutuamente depois de formarem um estado 5? 

Léptons e Quarks 

Desde que Thomson descobriu o elétron, as pesquisas teóricas e experimentáis de física de partículas revelaram a existencia de 61 partículas e 
antipartículas (12 léptons, 36 quarks e antiquarks, 12 partículas mediadoras e o bóson de Higgs) que sao consideradas fundamentáis no sentido de que 
nao possuem urna estatura interna observável com a tecnología atual. Isso nao quer dizer que novas partículas fundamentáis nao possam vir a ser 
descobertas. Na verdade, urna das próximas missóes do acelerador de partículas LHC (Large Hadron Collider), que foi responsável pela descoberta do 
bóson de Higgs em 2012, será testar as previsóes teóricas da teoría da supersimetria, segundo a qual cada partícula fundamental possui urna 
“superparceira” (veja a Segáo 12-5). 

Muitas partículas com carga elétrica foram “observadas” com o auxilio de detectores de partículas. A existencia de muitas partículas eletricamente 
neutras foi deduzida indiretamente a partir da aplicagáo de leis de conservando a interagóes que envolviam partículas carregadas. Existe, porém, urna 
classe de partículas que nunca foram observadas nem direta nem indiretamente: sao os quarks e suas partículas mediadoras, os glúons. Mesmo assim, 
acreditamos na existencia dos quarks e dos glúons, já que todas as suas propriedades e interagóes sao descritas corretamente pelo Modelo-padráo da 
física de partículas, que, em matéria de precisáo, perde apenas para a eletrodinámica quántica. O restante deste capítulo será destinado á discussáo do 
Modelo-padráo e sua relagáo com as interagóes fundamentáis e as leis de conservando. Nesta segáo, vamos apresentar as classificagóes de léptons e 
quarks em geraqoes e sabores e mencionar algumas propriedades dessas partículas. 

Léptons Existem tres geragóes de léptons, 8 cada urna formada por urna partícula carregada e um neutrino correspondente (veja a Tabela 12-1). O 
elétron é o lépton mais conhecido e o único estável entre os que possuem carga elétrica. A cada lépton é atribuido um isospin fraco T z , urna 
propriedade análoga á componente z do spin (veja a Segáo 12-3). A cada lépton corresponde urna antipartícula, mas, no caso dos neutrinos, aínda nao 
se sabe se as duas partículas sao diferentes, ou seja, é possível que cada neutrino seja sua própria antipartícula, da mesma forma como o fóton é sua 
própria antipartícula (os físicos chamam as partículas com essa propriedade de partículas de Majorana). Ao contrário do que acontece com os quarks, 
nao existem estados ligados lépton-lépton. Os cientistas dizem que existem léptons com tres sabores: elétron, múon e táuon. Usaremos esta 
terminología na Segáo 12-5, quando discutimos a massa dos neutrinos. Todos os léptons possuem spin 1/2 e, portanto, sáo férmions. 


Tabela 12-1 Os léptons 


Lépton (/) 

Símbolo 

Carga (e) 

Isospin 
fraco, Tz 

Massa 

(MeV/c 2 ) 

Tempo de 
vida (s) 

Spin (fí) 

I a geragáo 

elétron 

e 

-1 

! 

2 

0,5110 

estável 

1 

2 


neutrino do 

elétron 

Ve 

0 

1 

2 

<2,2 eV/c 2 

estável 

1 

2 

2 a geragáo 

múon 

p 

-1 

1 

2 

105,659 

2,197 x 10 “ 6 

1 

2 


neutrino do 

múon 

Vm 

0 

1 

2 

<3,5 eV/c 2 

estável 

1 

2 

3 a geragáo 

áuon 

T 

-1 

- 

1784 

3,3 x 10 “ 13 







neutrino do 
táuon 


Vr 


0 


<8,4 eV/c 2 


estável 


1 

2 


Tabela 12-2 Os quarks 


Quark (q) 

Símbolo 

Carga (e) 

Isospin 

Massa 

Spin (ti) 

Número 





fraco, T z 

(MeV/c 2 ) 


bariónico 

I a geragáo 

up 

u 

2 

3 

1 

2 

336 

1 

2 

l 

3 


down 

d 

1 

i 

338 

1 

l 




J 

2 


2 

3 

2 a geragáo 

charme 

c 

2 

3 

1 

2 

1.500 

1 

2 

1 

3 


estranho 

s 

1 

\ 

540 

1 

1 




J 

2 


2 

3 

3 a geragáo 

top 

t 

2 

3 

1 

2 

174.000 

1 

2 

1 

$ 


bottom 

b 

1 

! 

5.000 

\ 

] 




J 

2 


2 

3 


Quarks Existem tres geragoes de quarks, cada urna com seis partículas carregadas (veja a Tabela 12-2 e a explicagáo a seguir). Como vamos ver 
mais adiante, os quarks e suas antipartículas, os antiquarks, podem se unir para formar mais de 200 partículas e sao responsáveis pela maior parte da 
massa visível do universo. Os estados ligados dos quarks e antiquarks recebem o nome de hádrons (do grego hadros , que significa “robusto”). 
Existem dois subgrupos de hádrons. As combinagóes de tres quarks sao chamadas de bárions (do grego barys, que significa “pesado”); o próton e o 
neutrón sao os dois exemplos mais conhecidos. As combinagóes de um quark com um antiquark recebem o nome de mésons (do grego mesos , que 
significa “meio”). O nome foi escolhido porque os primeiros mésons a serem descobertos, os píons, tinham massa maior que a do elétron e menor que 
a do próton; mais tarde, porém, foram descobertos mésons com massa muito maior que a do próton, de modo que o nome nao é mais um indicador da 
massa dos mésons. Por questóes que seráo discutidas na Segáo 12-4, nunca foi observado um quark isolado. A Tabela 12-2 mostra as propriedades 
básicas dos quarks. 

Cada quark da Tabela 12-2 possui urna propriedade adicional, análoga á carga elétrica, denominada cor , que pode assumir tres valores: vermelho, 
azul e verde , representados, respectivamente, pelas letras r, b e g.* No caso das antipartículas, a propriedade análoga é chamada de anticor e pode 
assumir tres valores: e ÍJ* Assim, por exemplo, existem tres quarks u ( u r , u b e u g ), e tres antiquarks ü (Ü-p, W& e M f ). Naturalmente, os nomes 

nada tém a ver com o significado usual das palavras cor , vermelho , azul e verde ; sao apenas nomes usados para descrever urna certa propriedade dos 
quarks, urna escolha que se revelou, talvez por acaso, muito conveniente. Como a carga elétrica, a cor é conservada. Os quarks com urna carga 
elétrica igual a 2e/3 (up, charm e top) sao chamados de quarks tipo up e os quarks com urna carga elétrica igual a ~e/3 (down, strange e bottom) sao 
chamados de quarks tipo down. Como os léptons, os quarks também possuem um isospin fraco T z . O isospin fraco dos quarks tipo up é 1/2 e dos 
quarks tipo down é -1/2. Note na Tabela 12-2 que cada geragáo dos quarks é um dubleto de isospin. Os cientistas dizem que existem quarks com seis 
sabores: up, down, charme, estranho, top e bottom. Os quarks e antiquarks perfazem ao todo 36 partículas diferentes. Como os léptons, todos os 
quarks possuem spin 1/2 e, portanto, sao férmions. 


12-2 Interagoes Fundamentáis e Partículas Mediadoras 

Todas as forgas observadas na natureza, do simples atrito ás forgas descomunais associadas ás explosóes das supernovas, podem ser descritas em 
termos de quatro interagoes básicas a que estáo sujeitas as partículas elementares. Em ordem decrescente de intensidade, temos: 

1. A interagáo forte 

2. A interagáo eletromagnética 

3. A interagáo fraca 

4. A interagáo gravitacional 

As forgas moleculares e quase todas as forgas que observamos entre objetos macroscópicos (como, por exemplo, o atrito, as forgas de contato e as 
forgas exercidas por molas e cordas) sáo manifestagóes complexas da interagáo eletromagnética, que acontece entre partículas que possuem carga 
elétrica. Embora a gravidade, a interagáo de partículas que possuem massa, desempenhe um papel importante em nossa vida diária, é táo fraca em 
comparagáo com as outras forgas que seu papel ñas interagoes de partículas elementares pode ser ignorado. A interagáo fraca descreve, entre outras, a 
interagáo entre elétrons ou pósitrons e núcleons que resulta no decaimento beta, discutido no Capítulo 11. A interagáo forte descreve, por exemplo, a 
forga entre núcleons responsável pela formagáo dos núcleos atómicos. Algumas partículas participam das quatro interagóes, enquanto outras 
participam apenas de algumas. 






Em 1979, S. L. Glashow, A. Salam e S. Weinberg receberam o Premio Nobel de Física pela criagáo da teoría eletrofraca , que unificou as teorías 
da interagáo eletromagnética e da interagáo fraca. Este evento, que aconteceu exatamente 100 anos após Maxwell haver unificado as teorías da 
eletricidade e do magnetismo, representou um passo importante no sentido da unificagáo das descrigóes teóricas das quatro interagóes básicas. Há 
muito tempo que os físicos tentam desenvolver urna teoría unificada para as interagóes conhecidas; Einstein foi um dos que procuraram, sem sucesso, 
formular urna teoría desse tipo. Como vamos ver na Segáo 12-4, a unificagáo eletrofraca ocorre apenas em altas energías. As tentativas recentes de 
unificar as interagóes eletrofraca, forte e gravitacional seráo discutidas na Segáo 12-5. 

Quando os físicos mencionam a “forga” das interagóes, estáo se referindo aos valores relativos das constantes de acoplamento adimensionais 9 que 
multiplicam a parte variável da fungáo energía potencial cujo gradiente é usado para calcular a forga considerada. As intensidades relativas das forgas 
mencionadas a seguir sao apenas aproximadas, já que nao existe urna forma direta de comparar as forgas, especialmente do caso da interagáo fraca. 
Assim, por exemplo, a energía potencial elétrica para duas cargas é dada por U(r) = -e 2 /Alizar. Para tornar adimensional o fator que multiplica a parte 
variável 1 Ir da fungáo, dividimos U{r ) por he , obtendo a seguinte equagáo: 


V(r) = U(r)/hc = - 


g 2 1 

4ir r 
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na qual V(r) é a energía potencial expressa em m A grandeza {e 2 IAnz 0 hc) é igual á constante de estrutura fina a ~ 1/137, que encontramos em nossa 
discussáo do modelo de Bohr do átomo de hidrogénio (veja a Segáo 4-3). A constante de estrutura fina á, portanto, a constante de acoplamento da 
interagáo eletromagnética. Como vimos no Capítulo 4, as energías que resultam dessa interagáo sáo proporcionáis a a 2 e as dimensóes características 
(como, por exemplo, o raio de Bohr, a 0 ) sáo proporcionáis a 1/a (veja as Equagóes 4-32 e 4-33). Além disso, as densidades de probabilidade dos 
fenómenos atómicos discutidos no Capítulo 7 dependem do valor de a, já que sáo fungóes do raio de Bohr (veja a Equagáo 7-32). 

Assim como Yukawa propós que o pión funcionava como mediador da forga entre núcleons (veja a Segáo 11-5), o Modelo-padráo da teoría de 
partículas, que será discutido na Segáo 12-4, propóe que cada interagáo fundamental é mediada por um determinado tipo de partícula. Essas 
partículas, que, de acordo com a teoría, devem ser bósons, sáo descritas nos parágrafos seguintes, nos quais discutimos separadamente as quatro 
interagóes fundamentáis. 


Interagáo Forte 

Todos os hádrons estáo sujeitos á interagáo forte. Dos dois subgrupos de hádrons, os bárions (formados por combinagóes de tres quarks) tém spin 
fracionário (1/2, 3/2, 5/2, etc.), enquanto os mésons (formados por combinagóes de um quark com um antiquark) tém spin zero ou inteiro. O alcance 
da interagáo forte é da ordem de 10“ 15 m = 1 fm (veja o Capítulo 11). A constante de acoplamento a s da interagáo forte é aproximadamente 1, ou seja, 
mais de 100 vezes maior que a constante de acoplamento a ~ 1/137 da interagáo eletromagnética. De acordo com o Modelo-padráo, a interagáo forte 
está associada á cor, da mesma forma como a interagáo eletromagnética está associada á carga elétrica. A partícula mediadora da interagáo forte é o 
glúon. Como os quarks, os glúons possuem cor, com urna diferenga: enquanto um quark possui urna unidade de urna das trés cores possíveis, os 
glúons possuem combinagóes de urna unidade de cor e urna unidade de anticor. Como sáo possíveis nove combinagóes diferentes de r, b e g com 
h e g, seria de se supor que houvesse nove tipos diferentes de glúons; entretanto, é possível demonstrar que, por urna razáo técnica, só existem 
oito tipos. Urna das consequéncias do fato de os glúons possuírem cor é que a emissáo de um glúon por um quark pode mudar a cor do quark; outra é 
que os glúons interagem entre si (veja a Segáo 12-3). Como os léptons náo possuem cor, náo estáo sujeitos á interagáo forte. 



Um káon negativo (ÁC) entra em urna cámara de bolhas, vindo de baixo, e decaí em um pión negativo ( 71 ), que se desvia para a direita, e em um pión neutro (ti 0 ), 
que imediatamente decaí em dois fótons, cujas trajetórias estáo indicadas por linhas tracejadas no desenho da esquerda. Os dois fótons interagem com átomos da 
placa de chumbo, produzindo pares elétron-pósitron. A espiral á direita é a trajetória de um elétron que foi arrancado de um átomo presente na cámara. (Outros 
rastros espúrios foram removidos da fotografía.) 








O tempo de interagáo característico da interagáo forte é extremamente pequeño, da ordem de 10“ 23 s, o que significa que um evento causado pela 
interagáo forte “acontece” durante esse período de tempo. Assim, para que a probabilidade de que duas partículas interajam através da interagáo forte 
trocando urna partícula virtual seja elevada, é preciso que as duas partículas permanegam dentro do raio de alcance da interagáo forte durante pelo 
menos 10~ 23 s. Da mesma forma, as partículas instáveis que decaem através da interagáo forte tém um tempo de vida da ordem de 10" 23 s. Este é 
aproximadamente o tempo que a luz leva para percorrer urna distancia igual ao diámetro de um núcleo atómico. 

A Tabela 12-3 mostra as propriedades de alguns hádrons que náo sofrem decaimentos mediados pela interagáo forte, ou seja, cujos tempos de vida 
sáo muito maiores que 10“ 23 s. Esses hádrons, que decaem através da interagáo eletromagnética e da interagáo fraca, possuem tempos de vida muito 
maiores, da ordem de 10“ 18 s a 10“ 10 s, respectivamente. Observe que todos os bárions acabam se transformando em prótons. Note também que os 
bárions podem ser agrupados em “multipletos de carga” com aproximadamente a mesma massa: os núcleons (n e p) com urna massa de 
aproximadamente 939 MeV, as partículas E, com urna massa de aproximadamente 1190 MeV, e as partículas S, com urna massa de aproximadamente 
1315 MeV. As diferengas de massa dentro de cada multipleto (como a diferenga entre a massa do próton e a massa do neutrón) se devem 
principalmente a diferengas entre as massas dos quarks pertencentes á mesma geragáo (veja a Segáo 12-4). A energía do campo eletromagnético 
também contribuí para as diferengas de massa. Existem seis mésons na Tabela 12-3: tres píons, dois káons e urna partícula eta. Os mésons também 
podem ser agrupados em multipletos de carga. Note, porém, que a massa do pión positivo (7i + ) é exatamente igual á do pión negativo (ti), já que urna 
das partículas é a antipartícula da outra. 

Como sáo partículas complexas, compostas por partículas mais fundamentáis (quarks), os hádrons possuem um estado fundamental e um conjunto 
de estados excitados, exatamente como acontece com os átomos e núcleos, que, é claro, também sáo partículas complexas, compostas por partículas 
mais fundamentáis. Esses estados hadrónicos excitados quase sempre decaem através da interagáo forte e, portanto, apresentam urna largura 
considerável, como exige o principio de indeterminagáo (A E ~ h/At), ao contrário do que acontece com os estados excitados dos elétrons atómicos e 
dos núcleos, cujo tempo de vida é muito maior. Os estados hadrónicos excitados sáo normalmente observados como ressonáncias na segáo de choque 
para espalhamento de um hádron por outro e, por essa razáo, também sáo chamados de ressonáncias. As ressonáncias sáo discutidas com mais 
detalhes na Leitura Suplementar Ressonáncias e Estados Excitados. 


Tabela 12-3Alguns hádrons que náo sofrem decaimentos mediados pela interagáo forte 

Nome 

Símbolo 

Massa 

(MeV/c 2 ) 

Spin (/?) 

Carga (e) 

Antipartícula 

Tempo 
médio de 
vida (s) 

Produtos 
típicos do 
decaimento* 

Bárions 








Núcleon 

p (próton) 
ou N + 

938,3 

1/2 

+1 

p 

>10 32 anos 



n (neutrón) 
ou N° 

939,6 

1/2 

0 

ñ 

930 

p + e~ + v~ e 

Lambda 

A° 

1116 

1/2 

0 

A° 

2,5 x 10 - 10 

P + 71“ 

Sigma 

X + 

1189 

1/2 

+1 

2 

0,8 x 10 ~ 10 

n + tl + 


I o 

1192 

1/2 

0 

MI 

o 

l 0 -2° 

A°+y 


2“ 

1197 

1/2 

-1 

2 + 

1,7 x 10 ~ 10 

n + ic 

xfi 

-0 

1315 

1/2 

0 

mi 

o 

3,0 x 10 ~ 10 

A° + 7C° 


s “ 

1321 

1/2 

-1 


1,7 x 10 " 10 

> 

O 

1 

a 

Ómega 

£T 

1672 

3/2 

-1 

D + 

1,3 x 10 ~ 10 

H° + tT 

Lambda 

com 

charme 

a: 

2285 

1/2 

+1 

a: 

1,8 x 10 ~ 13 

P+KT + A + 

Mésons 








Pión 

7T + 

139,6 

0 

+1 

Tí~ 

2,6 x 10 “ 8 

l l+ + v v 


71° 

135 

0 

0 

A própria 

0,8 x 10 " 16 

Y + 7 






Tí 

139,6 

0 

-1 

7T + 

2,6 x 10 ~ 8 

ú + V M 

Káon 

K + 

493,7 

0 

+1 

K~ 

1,24 x 10 ~ 8 

Tí + + 71° 


K° 

497,7 

0 

0 

K° 

0,88 x 10 ~ 10 

n + + n~ 







e 








5,2 x icr 8 * 

n + + 6 + Ve 

Eta 

q° 

549 

0 

0 

A própria 

2 x 10 - 19 

Y + Y 


*Na maioria dos casos, existe mais de um modo de decaimento. 
f A partícula E também é conhecida como cascata. 

{O méson K° tem dois tempos de vida, conhecido como e Todas as outras partículas tém um único tempo de vida. 
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FIGURA 12-6 Um neutrón emite um pión virtual (n ). Durante o intervalo de tempo A t durante o qual o próton e o pión existem, podem interagir com outras 
partículas carregadas. Depois do intervalo de tempo Ai, o pión é reabsorbido pelo próton. 

Interagáo Eletromagnética 

Esta é a interagáo dominante em escalas maiores que a subatómica, reino da interagáo forte, e menores que a astronómica, na qual a interagáo 
gravitacional domina. Todas as partículas que possuem carga elétrica ou momento magnético participam da interagáo eletromagnética. Além disso, 
partículas eletricamente neutras podem interagir eletricamente com partículas carregadas se a emissao de urna partícula virtual resultar em partículas 
carregadas. Um neutrón que emite e reabsorve urna partícula n~ virtual (Figura 12-6) é um exemplo de partícula neutra que pode interagir 
eletricamente com urna partícula carregada. O alcance da forga eletromagnética é infinito e a forga é, como vimos, aproximadamente 137 vezes menor 
que a da interagáo forte. O tempo característico de interagáo é da ordem de 10“ 18 s. De acordo com a QED, a partícula mediadora da interagáo 
eletromagnética é o fóton. Ao contrário dos glúons que possuem cor, os fótons nao possuem carga elétrica. Em geral, os decaimentos através da 
interagáo eletromagnética resultam na emissao de um ou mais fótons, mas existem excegóes, como, por exemplo, a reagáo ti 0 —> e + e~. Observe na 
Tabela 12-3 que as partículas E°, n° e q° sao as únicas que sofrem decaimentos mediados pela interagáo eletromagnética; o decaimento de todas as 
outras partículas é mediado pela interagáo fraca. 






FIGURA 12-7 O) O espalhamento de um neutrino do múon por um elétron envolve a troca de um bóson Z°. Urna troca desse tipo é chamada de corrente neutra. 
A interagáo nao converte o elétron em um múon do neutrino. (b) O espalhamento de um neutrino do elétron por um múon pode ser mediado por urna corrente 
neutra, como em ( a ), mas outro possível mecanismo é urna corrente carregada, na qual um bóson W* é trocado entre as duas partículas. Nesse caso, a interagáo 
converte o neutrino do elétron em múon e o múon em neutrino do elétron. Como todos os mecanismos permitidos contribuem para a segáo de choque, a medida 
da segáo de choque é urna forma de testar a validade do Modelo-padráo. (c) O decaimento beta inverso também envolve urna corrente carregada. 


Interagáo Fraca 

A necessidade de distribuir rápidamente para milhares de dentistas grandes volumes de dados colhidos por detectores nos laboratorios de 
física de partículas levou o CERN a criar urna rede que mais tarde se transformou na Internet. 

Todos os quarks e léptons estáo sujeitos á interagáo fraca, cujo alcance é da ordem de 10“ 18 m (10“ 3 fm), bem menor que o da interagáo forte. O 
Exemplo 12-3 mostra de que forma é determinado o alcance da interagáo fraca. O tempo de interagáo característico varia de 10“ 16 s a 10“ 10 s. Nao 
existe um nome especial para a propriedade associada á interagáo fraca, embora as vezes seja chamada de carga fraca ou carga de sabor , em analogía 
com a carga elétrica. A interagáo fraca, cuja intensidade é aproximadamente 10 5 vezes menor que a da interagáo forte, é mediada por tres partículas: 
W + , W~ e Z° (o W vem de “weak”, que significa “fraco”, e o Z vem de “zero”). As tres partículas tém spin 1 e sao, portanto, bósons, como todas as 
partículas mediadoras. Um aspecto muito importante da interagáo fraca é que as interagóes mediadas pelas partículas W + e W~ mudam o sabor (tipo) 
dos quarks, mas nao mudam o sabor dos léptons. A Figura 12-7 mostra tres reagoes mediadas pela interagáo fraca: o espalhamento de um neutrino do 
múon por um elétron, o espalhamento do neutrino do elétron por um múon e o decaimento beta inverso de um próton. 

As partículas mediadoras da interagáo fraca foram descobertas em 1983, depois de urna longa busca, por C. Rubbia 10 e urna grande equipe 
internacional de colaboradores, usando o colisor SppS de prótons e antiprótons do CERN, projetado especialmente para a tarefa (veja as Figuras 12-8 
e 12-9). Depois do quark top, que, de acordo com a Tabela 12-2, possui urna massa de 174 GeV/c 2 , e do bóson de Higgs, com urna massa estimada de 
125 GeV/c 2 , Z° é a partícula de maior massa conhecida: 91 GeV/c 2 , quase 100 vezes maior que a massa do próton. Logo em seguida vém as partículas 
W + e W , com urna massa de 80 GeV/c 2 . 


EXEMPLO 12-3 


_| Alcance da Interagáo Fraca A massa da partícula Z° foi medida com grande precisáo; o valor aceito atualmente é 91,16 GeV/c 2 . O 

que isso significa em termos do alcance das interagóes fracas mediadas pela partícula Z°? 


SOLUQÁO 

1. O alcance, que corresponde á distancia R percorrida no intervalo de tempo t = h/AE por urna partícula que esteja se movendo com urna velocidade próxima 
da velocidade da luz, é dado pela Equagáo 11-50: 


me me 1 

2. Substituindo a massa da partícula Z° por seu valor na equagáo de R , obtemos: 

_ ( í ,055 X 1 Q- j4 1• S)(3.00 X Ufm/s) 
R - (9], 16 GeV/c 2 ) (1 ,60 x I O -10 J /Ge V) 
= 2,17 X l(r'*m = 2,17 x 10” :, fm 


3. Outra forma de calcular R: 






(197,3 eV-nm) 

(9l,16GeV) (l0 7 eV/CeV) (lO^nm/m) 
= 2.17 x 10 _3 fm 



FIGURA 12-8 ( a ) A produgáo e subsequente decaimento de um dos primeiros bósons W a serem observados foram registrados pelo detector UA1 do colisor Sp 
pS de prótons e antiprótons do CERN. Urna colisao pp acontece no centro. Um bóson W* é produzido e decaí através da reando W* —» x + + v x . O decaimento de 
um táuon em partículas carregadas é visto claramente como um jato grosso para baixo, quase vertical, no centro da fotografía. Aplicando as leis de conservando 
da energía e do momento, veriñca-se que o decaimento do bóson W* também produz um neutrino do táuon [CERN]. ( b ) Os detectores montados em volta do 
acelerador registraram o táuon positivo e permitiram determinar as coordenadas angulares da trajetória. O eixo vertical representa energía. 



FIGURA 12-9 (a) Esta reconstruido em computador de um evento registrado pelo detector UA1 do CERN mostra os produtos do decaimento do primeiro bóson 
Z°, detectados pelo grupo de Rubbia em 1983. Milhoes de eventos semelhantes foram observados desde entao. [CERN Courier, 33, 4 (1993).] (b) Gráfico de 
energía do par elétron-pósitron criado a partir da reando de decaimento do bóson Z°, Z° —> e + + e~. A energía, representada no eixo vertical, é medida por 
detectores que cercam a regido central do UA1. As coordenadas angulares das trajetórias do elétron e do positrón sao medidas em relando a posindo do bóson Z°. 
Gráficos como este sao apelidados de “gráficos Lego”. 


Interagáo Gravitacional 

Todas as partículas estao sujeitas á interando gravitacional, mas essa interando é tao fraca que nao precisa ser levada em conta no estudo das partículas 
elementares. Como vimos anteriormente, a interando gravitacional é 10“ 38 mais fraca que a interando forte. Como a interando eletrostática, a interando 
gravitacional tem alcance infinito e a intensidade é inversamente proporcional ao quadrado da distancia. A interando gravitacional é mediada por urna 
partícula conhecida como gráviton , urna partícula que, de acordo com a teoría, deve ter carga nula, massa nula e spin 2. A partícula aínda nao foi 
observada experimentalmente, apesar de algumas tentativas neste sentido (veja a Sendo 2-5). A interando gravitacional é produzida pela massa, que é 
a “carga gravitacional” correspondente á cor, á carga elétrica e á carga fraca associadas, respectivamente, á interando forte, á interando 
eletromagnética e á interando fraca. A Tabela 12-4 mostra as características mais importantes das quatro interanoes fundamentáis. 

Tabela 12-4 Características das interagóes fundamentáis 


Massa 


Tempo 

de 


Constante 






























Interagáo 


Bóson Spin Partículas Alcance interagáo de 

mediador (GeV/c 2 ) (fi) Carga carregadas (m) (s) acoplamento 


Forte 

glúon (g) 

0 

1 

carga de 

cor 

<i,g 

10- 15 

1(T 23 

a s ~ 1 

Eletromagnética 

fóton (y) 

0 

1 

carga 

elétrica 

q, e, /J 

T, W 1 

GO 

io- 18 

a = 1/137 

Fraca 

W ± , Z° 

80,91 

1, 1 

carga 

fraca 

q, e, (X, x, 

W±, Z° 

KT 18 

l(T 16 a 

10 10 

a w ~ 10“ 5 

Gravitacional 

gráviton 

(G) 

0 

2 

massa 

q , e, p, t, v, 

w z° 

00 

? 

CLg ~ 10" 38 


SEQÁO EXPLORATORIA 

Comentários Adicionáis a Respeito da Intensidade das Interagóes 


No inicio desta segáo, definimos a intensidade das interagóes em termos de constantes de acoplamento, relacionando os valores aproximados 
ao da mais conhecida, que é a constante de estrutura fina a = e 2 /4nsohc. Na QED, a carga elétrica 



é — Oí Vot 


é a amplitude do acoplamento entre o fóton (a partícula mediadora) e o elétron (a partícula). Assim, a probabilidade de eventos que envolvem esse 
acoplamento, como o efeito fotelétrico, ilustrado na Figura 9-31, é proporcional a e 2 ex a. 

A solugáo independente do tempo da equagao de Klein-Gordon (Equagao 11 -52) também pode ser interpretada como o potencial estático U(r) do campo 
de urna carga pontual representada pelas partículas mediadoras. Temos, portanto, 

A e R 

U(r) =- 12-4 

r 

em que A é urna constante de integragáo e R = h/mc é ao mesmo tempo o alcance da forga e o comprimento de onda de Compton X c /2n da partícula 
mediadora. 

No caso da interagáo eletromagnética, o alcance R é infinito e U(r) se toma 

U(r) = - 12-5 

r 


Como no eletromagnetismo clássico o potencial eletrostático de urna carga pontual q é dado por U(r) = qlAns^r, vemos que a constante A da Equagao 12-5 
desempenha o mesmo papel que a carga. Procedendo da mesma forma, é possível obter urna constante de acoplamento proporcional a A 2 para as outras 
interagóes, embora nem sempre isso seja fácil. No caso da interagáo forte e da interagáo fraca, os cálculos sáo táo complexos que náo é possível reproduzi-los 
aquí. Como vemos ver na Segáo 12-4, o uso da QED como modelo facilitou bastante o estudo das interagóes forte e fraca. As constantes de acoplamento e 
outras características das quatro interagóes aparecem na Tabela 12-4. 

Um último comentário antes de mudarmos de assunto: As constantes de acoplamento náo sáo, na verdade, constantes. Também neste caso, vamos usar 
como exemplo a interagáo eletromagnética. Considere urna carga pontual positiva q no interior de um dielétrico, como na Figura 12-10 a. A carga q polariza 
as moléculas vizinhas do dielétrico. Em consequéncia, a carga q é parcialmente compensada pelas extremidades negativas das moléculas polarizadas e o 
campo elétrico q a urna distancia r é menor do que se o dielétrico náo estivesse presente. O valor medido de q é a carga efetiva q e f, que depende da distáncia 
entre q e o local onde é realizada a medida. A carga efetiva é dada por 
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em que sé a permissividade elétrica relativa (ou constante dielétrica) do material, que, como vimos anteriormente, é urna medida da facilidade com a qual o 
material se polariza. Apenas realizando a medida muito perto de q, a urna distáncia r menor que a distáncia de equilibrio r 0 das moléculas do dielétrico (ou 
seja, mais perto que as moléculas mais próximas), é que o valor real de q pode ser medido. Este fato está ilustrado na Figura 12-lOú. Note também que (1) as 
medidas realizadas a grandes distancias fornecem um valor para a carga igual a q/s , e náo g; (2) o valor de q Q f é maior para pequeños valores da distáncia r. 

De acordo com a QED, a existencia de partículas virtuais faz com que o vácuo se comporte como um dielétrico. A carga positiva q (ou qualquer outra 
carga) está constantemente emitindo e absorvendo fótons virtuais. Alguns desses fótons criam pares elétron-pósitron de existencia efémera, como mostra o 
diagrama de Feynman da Figura 12-10c. O elétron é atraído pela carga q , enquanto o positrón é repelido; a polarizando do vácuo resultante compensa 
parcialmente a carga q , como se a carga estivesse no interior de um dielétrico. Como no caso do dielétrico, o valor real da carga q só é medido a urna 
distáncia menor que a dos dipolos elétricos mais próximos. Na polarizagáo do vácuo, o papel da distáncia de equilibrio r 0 é desempenhado pelo comprimento 
de onda de Compton do elétron, = h/mc = 2,43 ü 10“ 12 m. Assim, mesmo no vácuo, o “verdadeiro” valor de q só pode ser medido a distancias menores que 
2,43 x 10“ 12 m. O valor que medimos experimentalmente e chamamos de “carga do elétron” é, na verdade, o limite da carga efetiva quando a distáncia tende 
a infinito. Assim, a constante de estrutura fina a, que é proporcional ao quadrado da carga elétrica, aumenta quando nos aproximamos muito de urna carga q. 
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FIGURA 12-10 (a) Urna carga positiva q colocada no interior de um dielétrico polariza o material, orientando as moléculas mais próximas de tal forma que as 
extremidades negativas ficam mais próximas da carga q que as extremidades positivas. Para um observador situado a urna distancia r de q, a blindagem de cargas 
negativas faz com que o campo elétrico seja menor do que se o dielétrico nao estivesse presente. ( b ) O valor da carga efetiva q e f depende da distancia. A pequeñas 
distancias, menores que a distancia de equilibrio fq das moléculas do dielétrico, o valor de q e f se aproxima do valor de q. (c) O vácuo se polariza como um dielétrico por 
causa da produgáo de pares virtuais elétron-pósitron por fótons virtuais. O resultado é um aumento do valor da constante de estrutura fina para distancias muito pequeñas. 


O mesmo argumento pode ser usado no caso das interagoes forte e fraca, com urna diferenga importante. O fóton, a partícula mediadora da interagáo 
eletromagnética, nao possui carga elétrica. Por outro lado, as partículas W~ e Z°, que sao as partículas mediadoras da interagáo fraca, possuem carga fraca, e 
os glúons, que sao as partículas mediadoras da interagáo forte, possuem cor. Esta última diferenga resulta em urna importante característica da interagáo forte, 
conhecida como confinamento, que será discutida na Segáo 12-4. 


Exercícios 

3. Quais sao as semelhangas entre os bárions e os mésons? Quais sao as diferengas? 

4. Quais sao as propriedades comuns a todos os léptons? 

5. A massa do múon é quase igual á do pión. Qual é a principal diferenga entre as duas partículas? 

6. Todos os bárions sao hádrons. Por que nem todos os hádrons sao bárions? 

7. A ligagáo entre os elétrons e os núcleos para formar átomos é um exemplo de interagáo eletromagnética. Use as propriedades dessa interagáo para 
explicar por que as dimensóes dos átomos sao da ordem de 10“ 10 m. 

8. Cite urna das mudangas que ocorreriam em nosso universo se os elétrons estivessem sujeitos á interagáo forte. 

9. Qual é a “razáo técnica” pela qual existem oito glúons em vez de nove? 


EXEMPLO 12-4 


seguinte: 


Decaimento dos Néutrons Os néutrons livres decaem através da interagáo fraca, com urna meia-vida de 10,4 minutos. A reagáo é a 


n—*p -h e~ + v e 

Use um diagrama de Feynman para ilustrar este decaimento. 

SOLUQÁO 

Como o decaimento envolve urna variagáo da carga do hádron, o bóson mediador é a partícula W~, que, em seguida, decaí em duas partículas estáveis. O 
diagrama de Feynman da figura abaixo foi tragado supondo que a partícula mediadora é a partícula W ~; o leitor deve se lembrar de que as partículas que se 
movem para trás no tempo sáo interpretadas como a antipartícula correspondente se movendo no sentido normal do tempo. Note que, como já foi dito, a 
interagáo fraca com urna partícula W muda o sabor do quark. 


pjótoíi: u d u 
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néutron: u d d 













O diagrama pode ser descrito da seguinte forma: Um neutrón emite urna partícula W~, transformando-se em um próton; pouco depois, a partícula W se 
transforma em um elétron e um antineutrino. 

Observagáo: A partícula mediadora também pode ser a partícula W+. Qual é o diagrama de Feynman nesse caso? 


EXEMPLO 12-5 


| Estimativa da Segáo de Choque para a Interagáo Forte Obtenha urna estimativa da segáo de choque de urna interagáo forte 
típica, como o espalhamento de dois hádrons (espalhamento de píons por prótons, espalhamento de prótons por prótons, etc.). 


SOLUQÁO 

1. A segáo de choque a para urna interagáo ou reagáo é dada aproximadamente pela área de um círculo cujo raio é igual ao alcance da interagáo (veja a Segáo 
11-7). No caso da interagáo forte, podemos escrever: 

<j ; = TíR\ 

2. De acordo com o resultado do Exemplo 11-15, o alcance da interagáo forte é da ordem de 10“ 15 m; assim, a segáo de choque o s é dada por: 


<r s = tt( 10 ls m) 2 

= 3,1 X 10 _iü m 2 = 31 mb 

Observagáo: Na verdade, como vimos na Segáo 11-7, a segáo de choque depende da energía da colisáo, mas os valores típicos para a interagáo forte sáo 
da ordem de dezenas de milibarns, o que está de acordo com nossa estimativa. 


12-3 Leis de Conservagáo e Simetrías 

Urna das máximas da natureza, as vezes chamada de principio da totalidade , é a de que “tudo que pode acontecer, acontece”. Se um possível 
decaimento ou reagáo náo acontece, existe urna razáo para isso, que normalmente é expressa em termos de urna lei de conservagáo. O leitor já foi 
apresentado a muitas dessas leis. A lei de conservagáo da energía , por exemplo, proíbe qualquer decaimento no qual a massa total dos produtos é 
maior do que a massa da partícula original. De acordo com a lei de conservagáo do momento linear , quando um elétron e um positrón em repouso se 
aniquilam mutuamente, devem ser emitidos pelo menos dois fótons. As reagdes de decaimento também obedecem á lei de conservagáo do momento 
angular. Urna quarta lei de conservagáo que restringe o número de decaimentos e reagdes é a lei de conservagáo da carga elétrica: a carga elétrica 
total Q deve ser a mesma antes e depois de qualquer decaimento ou reagáo. 

Toda lei de conservagáo expressa urna simetría ñas leis da física que governam o universo. Esta afirmativa é urna generalizagáo de um teorema 
demonstrado em 1918 por Emmy Noether 11 para variáveis conjugadas da mecánica clássica. Por exemplo: as leis da física sáo simétricas (ou seja, 
invariantes) em relagáo a translagoes no tempo. Isso significa que sáo as mesmas que no passado. O teorema de Noether relaciona esta invariáncia, em 
particular, á lei de conservagáo da energía. O fato de que as leis da física sáo simétricas em relagáo a translagdes no espago leva á lei de conservagáo 
do momento linear. Se um sistema é simétrico em relagáo a rotagdes em tomo de um ponto, o momento angular é conservado. A conservagáo da 
carga elétrica é consequéncia da invariáncia das leis da eletrodinámica em relagáo a urna transformagáo de calibre (ou seja, de escala). 

Existe um principio análogo ao teorema de Noether na mecánica quántica; todavía, tanto na física clássica como na física quántica, muitas leis de 
conservagáo foram descobertas empíricamente antes que a simetría correspondente fosse conhecida. Assim, por exemplo, Hermán von Helmholz 
formulou a lei de conservagáo da energía com base, principalmente, nos experimentos de James Joules, muito antes que Emmy Noether demonstrasse 
seu teorema. Na física de partículas está ocorrendo algo parecido. Muitas leis de conservagáo discutidas nesta segáo foram descobertas 
empíricamente, e aínda náo foi encontrada urna simetría que justifique sua existencia. Vamos chamar a atengáo para alguns desses casos no momento 
oportuno. 


Número Bariónico 

Na Segáo 11-4, mencionamos duas outras leis de conservagáo, a do número de núcleons e a do número de léptons. Vamos agora definir de forma mais 
rigorosa essas duas leis. A primeira é um caso especial da seguinte lei: 

O número bariónico é conservado. 

O número bariónico B é igual a +1 para os bárions, -1 para os antibárions e 0 para as outras partículas. De acordo com a lei de conservagáo do 
número bariónico, o valor total de B deve ser o mesmo antes e depois de qualquer decaimento ou reagáo. Considere, por exemplo, a reagáo de 
produgáo do antipróton (Figura 12-2). A reagáo é a seguinte: 

PP^PPPP 12-7 

O número bariónico total antes da reagáo é5 = +l + l= + 2;o número depois da reagáo é o mesmo: i? = +l + l + l — l = + 2. Note que, além do 
antipróton, foi produzido um próton para que a lei de conservagáo do número bariónico fosse respeitada. Essa é urna regra geral: a produgáo de um 
antibárion é sempre acompanhada pela produgáo de um bárion. Tomada juntamente com a lei de conservagáo da energía, a lei de conservagáo do 
número bariónico exige que o bárion de menor massa, o próton, seja estável. Atualmente, os físicos estáo discutindo se isso é realmente verdade. De 
fato, náo se conhece nenhuma simetría que justifique a lei de conservagáo do número bariónico. Existem vários modos possíveis de decaimento do 
próton, todos envolvendo a transformagáo do próton em um lépton e um méson, partículas com B = 0. Até o momento, a violagáo da lei de 
conservagáo do número bariónico jamais foi observada; de acordo com os resultados experimentáis mais recentes, o limite mínimo para o tempo de 
vida do próton é 10 32 anos. Daqui a pouco voltaremos ao assunto. 




Número Leptónico 

Na versáo original do Modelo-padráo, os neutrinos nao possuem massa de repouso. Além disso, de acordo com certos experimentos, os neutrinos sao 
levógiros (o spin está orientado antiparalelamente ao momento), enquanto os antineutrinos sao dextrogiros (o spin está orientado paralelamente ao 
momento), como mostra a Figura 12-1 la. No Modelo-padráo, a massa de repouso de urna partícula é resultado da interagáo da partícula com o bóson 
de Higgs. Como essa interagáo transforma partículas levógiras em dextrogiras, e vice-versa, o fato de que todos os neutrinos aparentemente sao 
levógiros foi interpretado como urna indicagáo de que, como o fóton, os neutrinos nao interagem com o bóson de Higgs e, portanto, nao possuem 
massa de repouso. Isso, por sua vez, significaria que o número leptónico é conservado em interagoes fracas e que a lei de conservagáo dos léptons 
pode ser aplicada separadamente aos tres sabores. 

De acordo com o Modelo-padráo, o número leptónico é conservado separadamente para cada sabor. 

O número leptónico do elétron e do neutrino do elétron é L e = +1 e o do positrón e do antineutrino do elétron é L e = - 1. Para todas 
partículas, incluindo os léptons de outros sabores, L e = 0. Análogamente, o número leptónico do múon e do neutrino do múon é = +1 e 
leptónico do táuon e do neutrino do táuon é L x = +1. Para compreender melhor como é aplicada a lei de conservagáo do número leptónico, 
os seguintes decaimentos: 
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O decaimento mostrado na Equagáo 12-8 (um dos possíveis modos de decaimento do próton) conserva a energía, a carga, o momento angular e o 
momento linear, mas jamais foi observado. Nesse decaimento, o número bariónico Be o número leptónico L e nao sao conservados. O decaimento do 
p + dado pela Equagáo 12-9 a, que é observado na prática, resulta na produgáo de um elétron, um neutrino do elétron e um antineutrino do múon. O p + 
tem L [l = - 1 qL s = 0. O valor total desses números leptónicos para os produtos do decaimento também é L [l = - 1 (por causa do vy) e L e = 0 (por causa 
do e + e do v e , cujos números quánticos sao, respectivamente, -1 e 1). O decaimento do múon p + dado pela Equagáo 12-9 b foi buscado por muitos 
grupos, sem sucesso, por muitos anos. Nesse caso, o número leptónico total é conservado, já que L il = -1 e L e = 0 do lado esquerdo e L e = -1 e = 0 
do lado direito. A ausencia desse tipo de decaimento foi considerada urna indicagáo de que L e e L ^ sao conservados de forma independente. Na reagáo 
da Equagáo 12-10, que é observada na prática (é a equagáo do decaimento do neutrón), tanto B como L e sao conservados. De acordo com a lei de 
conservagáo do número leptónico, o neutrino emitido no decaimento beta de um neutrón livre é o antineutrino do elétron. 

Recentemente, experimentos realizados no Sudbury Neutrino Observatory, no Canadá, e no Super-Kamiokande, no Japáo, mostraram que os 
neutrinos possuem urna massa de repouso e que o sabor dos neutrinos pode mudar com o tempo. A descoberta parece indicar que o Modelo-padráo é 
apenas urna aproximagáo de urna teoría mais completa, aínda desconhecida. Vamos especular brevemente na Segáo 12-5 a respeito de como seria essa 
teoría, mas, no momento, discutiremos apenas as implicagoes dessa descoberta para as leis de conservagáo que estamos discutindo. Se a massa de 
repouso dos neutrinos é diferente de zero, os neutrinos se movem com urna velocidade menor que a velocidade da luz. Isso significa que um neutrino 
que é visto como levógiro para um observador pode ser visto como dextrogiro por outro observador, e vice-versa. Como, aparentemente, a única coisa 
que distingue um neutrino de um antineutrino é o fato de que os neutrinos sáo levógiros e os antineutrinos sáo dextrogiros, o neutrino e o antineutrino 
seriam, na realidade, a mesma partícula, como foi antecipado na Segáo 12-1. Além disso, o fato de que o sabor dos neutrinos pode mudar com o 
tempo significa que o número leptónico, na verdade, náo é conservado independentemente para cada sabor. Seja como for, no restante desta segáo 
vamos considerar válidas as leis de conservagáo do número bariónico e do número leptónico da forma como foram enunciadas e deixar a discussáo de 
urna possível violagáo dessas leis para a Segáo 12-5. 
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EXEMPLO 12-6 


Leis de Conservagáo Que leis de conservagáo sáo violadas ñas reagoes abaixo? 


(ít)n—*pir ( b ) A° —* />ir + (c) tt —• p. íy 


SOLUQÁO 

0 a ) Como náo existem léptons neste decaimento, o número leptónico é conservado. A carga total é zero antes e depois do decaimento e, portanto, a carga é 
conservada. O número bariónico também é o mesmo (+1) antes e depois do decaimento. Entretanto, a soma da energía de repouso do próton (938,3 MeV) 
com a energía de repouso do pión (139,6 MeV) é maior que a energía de repouso do neutrón (939,6 MeV); assim, este decaimento viola a lei de conservagáo 
da energía. 

{b) Neste caso também náo existem léptons, e a carga total é zero antes e depois do decaimento. Além disso, como a energía de repouso da partícula A° (1116 
MeV) é maior que a soma das energías de repouso do antipróton (938,3 MeV) e do pión (139,6 MeV), a lei de conservagáo da energía náo é violada. 
Entretanto, este decaimento náo conserva o número bariónico, que é +1 para a partícula A°, -1 para o antipróton e 0 para o pión. 

(c) Como neste decaimento náo existem bárions, a lei de conservagáo do número bariónico é automáticamente respeitada. A lei de conservagáo da carga 
também é respeitada, já que a carga total é -1 antes e depois do decaimento. A energía do pión (139,6 MeV) é maior que a soma das energías de repouso do 
múon (105,7 MeV) e do antineutrino (< 0,3 MeV) e, portanto, a lei de conservagáo da energía náo é violada. Finalmente, o número leptónico também é 
conservado, já que = 0 para o pión, +1 para o múon e -1 para o antineutrino. Na verdade, este é o principal modo de decaimento do n~. 


Le itura Suplementar 







Toda lei de conservando expressa urna simetría ñas leis da física. Qual é, porém, a grandeza física cuja conservando está 
associada a urna dada simetría? A questao é discutida na Leitura Suplementar Em Que Circunstancias urna Grandeza Física é 
Conservada ?, disponível no site da LTC Editora para este livro na Internet, onde também se encontram as Equanoes 12-11 a 
12-22 e o Exemplo 12-7. 


Outras Leis de Conservando 

As leis de conservando para hádrons podem ser expressas em termos dos chamados números quánticos internos dos quarks, que aparecem na Tabela 
12-5: a carga elétrica Q, o número bariónico B, o up U, o down D, o charme C, a estranheza S, o bottom B' e o top T. 

Estranheza Algumas leis de conservando nao sao universais, mas se aplicam apenas a certos tipos de interando. Em particular, existem grandezas 
físicas que sao conservadas em reanoes e decaimentos mediados pela interando forte, mas nao sao conservadas em reanoes e decaimentos mediados 
pela interando fraca. Existe urna certa semelhanna entre esta situando e o que acontece com as regras de selenao para as transinoes eletrónicas. Assim, 
por exemplo, a regra de selenao A£ = ±1 se aplica apenas a transinoes do tipo dipolo elétrico: um átomo em um estado com 1 = 2 nao pode decair para 
um nivel de energia com i = 0 emitindo urna radiando do tipo dipolo elétrico por causa desta regra de selenao, mas pode decair através de urna 
transindo do tipo quadrupolo elétrico, que, em geral, é muito menos provável que as transinoes do tipo dipolo elétrico. Urna das grandezas 
conservadas ñas interanoes fortes é a estranheza* Esta grandeza foi introduzida por M. Gell-Mann 13 em 1953 e por K. Nishijima em 1955 para 
explicar o comportamento aparentemente estranho de alguns bárions e mésons pesados. Considere a seguinte reando, que pode acontecer quando urna 
partícula n~ de alta energia interage com um próton (Figura 12-11 tí): 


Tabela 12-5 Números quánticos internos dos quarks 
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A sendo de choque para a reando é relativamente grande, o que era de se esperar, pois é mediada pela interando forte (veja o Exemplo 12-5). 
Entretanto, o tempo de vida das partículas A° e K° é da ordem de 10“ 10 s, muito maior que o tempo de vida normal das partículas cujo decaimento é 
mediado pela interando forte, que é da ordem de 10“ 23 s (veja a Tabela 12-4). Por apresentarem esse comportamento inesperado, as partículas A°, K® e 
outras partículas semelhantes passaram a ser chamadas de partículas estranhas. 

Para explicar o comportamento das partículas estranhas, Gell-Mann e Nishijima propuseram a existéncia de um novo número quántico, que 
chamaram de estranho (strange , em inglés), cujo valor seria diferente para as partículas estranhas e para os hádrons comuns (prótons, néutrons e 
píons). Se esse número fosse conservado ñas reanoes e decaimentos mediados pela interando forte e pela interando eletromagnética, as partículas 
estranhas só poderiam sofrer decaimentos mediados pela interando fraca, o que explicaría o longo tempo de vida. A estranheza dos hádrons comuns 
foi definida arbitrariamente como 0. A estranheza da partícula K® foi definida arbitrariamente como sendo +1 e a estranheza da partícula A° como -1, 
para que a estranheza fosse conservada na reando da Equanao 12-23. A estranheza de outras partículas foi estabelecida estudando as várias reanoes e 
decaimentos e verificando se ocorriam com o tempo característico das interanoes fortes ou das interanoes iracas e eletromagnéticas. Um dos primeiros 
sucessos da teoría dos quarks foi associar a estranheza a um novo tipo de quark, que, por motivos obvios, recebeu o nome de quark estranho. 
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FIGURA 12-11 (a) O spin dos antineutrinos é paralelo ao momento; o spin dos neutrinos é antiparalelo ao momento, (b) Rastros em urna cámara de bolhas do 
Lawrence Berkeley Laboratory mostrando a produgáo, através da reagáo da Equagáo 12-23, e subsequente decaimento de duas partículas estranhas, K° e A°. 
Essas partículas neutras sao identificadas pelos rastros deixados pelos produtos de decaimento. A partícula lambda recebeu esse nome por causa da semelhanga 
dos rastros das partículas do decaimento com a letra grega A. O méson n~ incidente tinha urna energía de 1 GeV. [(¿>) Lawrence Berkeley Laboratory/Photo 
Researchers.] 


ISOSpin Como foi dito na Segáo 12-2, os hádrons podem ser agrupados em multipletos de carga , familias de partículas de cargas diferentes e 
massas muito próximas, como o próton e o neutrón. Além disso, vimos na Segáo 11-5 que a interagáo forte nao depende da carga elétrica. Assim, é 
razoável imaginar que os membros de um multipleto sao diferentes estados de carga da mesma partícula. O “desdobramento” das massas produzido 
pela interagáo eletromagnética é análogo ao desdobramento dos estados atómicos produzido pela interagáo spin-órbita (veja a Segáo 7-5). Por causa 
da analogía com os isótopos (átomos com o mesmo número atómico e massas ligeiramente diferentes) e com o desdobramento sofrido pelos 
diferentes estados de spin, o termo isospin é usado para descrever esta multiplicidade. O isospin I é tratado como um vetor em um “espago de carga” 
tridimensional, em analogía com os vetores S (spin) e L (momento angular orbital) no espago real. A componente de I na “diregáo z” é chamada de / 3 
e é quantizada, da mesma forma como as componentes z do spin e do momento angular orbital dos elétrons atómicos sao quantizadas. A relagáo entre 
a carga q de urna partícula e o valor de / 3 é dada por 


( r B + C + S + B' + T\ 

—i—) 


12-24 


na qual g, B , C, S, B' e T sao os números quánticos da Tabela 12-5. O valor de / para os núcleons é 1/2, com dois valores possíveis para / 3 : 1/2 
(próton) e -1/2 (neutrón). No caso de partículas com maior massa, / = 1/2 para o dubleto S, 0 para os singletos A e Q e 1 para o tripleto £ (com / 3 = 
+1 para a partícula £ + , 0 para a partícula £° e -1 para a partícula £“). No caso dos mésons, 1=1 para o tripleto n, 1/2 para o dubleto K e 0 para o 
singleto r\. As regras para somar isospins sao as mesmas que para somar momentos angulares. Quando apenas a interagáo forte está presente, 7 op e H op 
comutam e I é conservado. As reagóes e decaimentos nos quais o isospin total do sistema nao é conservado nao sao mediados pela interagáo forte. 


Hipercarga Outro parámetro que foi muito usado na análise de reagóes e decaimentos de partículas é a hipercarga , definida a partir da relagáo 
entre a carga, o isospin e outros números quánticos da Tabela 12-5. A hipercarga Y é definida através da equagáo 

Y = B±C+S + B' + 7 12-25 

De acordo com a Equagáo 12-24, podemos escrever: 

Q = í 3 +k(B + C + S + B' + T) 12-26 

Combinando as Equagóes (12-25) e (12-26), obtemos urna relagáo simples entre Y, a carga e o isospin: 

Y=2(Q-I lf ) 12-27 

Outra forma de definir a hipercarga é dizer que é igual a duas vezes a carga média do multipleto considerado. Assim, por exemplo, a carga média do 
multipleto dos núcleons é (le + 0e)/2 = e/2. Portanto, para os núcleons, Y= 1, o que está de acordo com os resultados obtidos para o próton e para o 
neutrón usando a Equagáo 12-27. Como o número bariónico é conservado em todos os casos e os outros números quánticos envolvidos na definigáo 
de Y sáo conservados apenas ñas interagóes fortes e eletromagnéticas, a hipercarga também é conservada apenas ñas interagóes fortes e 
eletromagnéticas. Ñas interagóes fracas, A Y = ±1 ou 0. A Tabela 12-6 mostra os valores de /, / 3 , B, S e Y para alguns hádrons que sáo estáveis em 
relagáo a decaimentos mediados pela interagáo forte. Observe que, se náo fosse pela conservagáo da hipercarga na interagáo forte, todos os bárions, 
exceto os núcleons, decairiam através da interagáo forte e, portanto, teriam tempos de vida da ordem de 10“ 23 s. 


Tabela 12-6Alguns números quánticos de hádrons estáveis em relagáo a decaimentos mediados pela interagáo forte 
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0 
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s ° 
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1 
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n~ 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

K + 

0 

1/2 

+ 1/2 

0 

+1 

+1 

K ° 

0 

1/2 

- 1/2 

0 

+1 

+1 

n° 

0 

0 

0 

0 

0 
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Os multipletos de carga sao claramente visíveis em gráficos de Y em fungáo de / 3 . Foi o estudo das regularidades existentes em gráficos desse tipo 
(veja a Figura 12-12) que levou á formulagáo do modelo dos quarks, que será discutido na Segáo 12-4. Essas regularidades sao análogas ás 
observadas nos multipletos dos estados de energia dos elétrons, gragas ás quais foi possível compreender a estatura interna dos átomos. 
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FIGURA 12-12 Gráficos da hipercarga Y em fungáo da componente I 3 do isospin. (a) Bárions com spin 1/2. ( b ) Mésons com spin 0. (c) Bárions com spin 3/2. 
Com excegáo da partícula D“, todas essas partículas sao ressonáncias (veja a Segáo 12-3 e a Leitura Suplementar Ressonáncias e Estados Excitados). As massas 
(indicadas entre parénteses) estáo em MeV/c 2 . Observe que, nos tres diagramas, as partículas de mesma carga estáo em retas inclinadas para baixo e as partículas 
de mesma hipercarga (e estranheza) estáo em retas horizontais. 

As leis de conservando e as propriedades dos números quánticos permiten! tirar algumas conclusdes a respeito da relaqáo entre partículas e 
antipartículas. Como os números quánticos de urna partícula e da antipartícula correspondente tém sinais opostos, se pelo menos um dos números 
quánticos é diferente de zero, a partícula e a antipartícula sao partículas distintas. No caso do fóton, do gráviton e da partícula n°, todos os números 
quánticos sao nulos e, portanto, a partícula e a antipartícula se confundem. As partículas n + e n~ constituem um caso especial, já que apenas a carga é 
diferente de zero. Isso faz com que urna seja a antipartícula da outra, mas, como todos os outros números quánticos sao nulos, nao é possível dizer 
qual é a partícula e qual é a antipartícula. 


EXEMPLO 12-8 


| Aplicagáo das Leis de Conservado Determine se cada um dos decaimentos a seguir é mediado pela interagáo forte, pela 
interagáo eletromagnética, pela interagáo fraca ou simplesmente nao acontece. 


(a) Z + ->pTT° 


(*) 


YO . 


A°7 


(c) B 


SO. 


■ nrr 


SOLUQÁO 

Em primeiro lugar, observamos que, nos tres casos, a massa da partícula original é maior que a massa dos produtos do decaimento, de modo que a lei de 
conservando da energía é respeitada. Além disso, nao há léptons envolvidos e a carga e o número bariónico sao conservados nos tres decaimentos. 


(a) De acordo com a Figura 12-12, a hipercarga da partícula X + é 0, a do próton é +1 e do pión é 0. A variando de hipercarga é, portanto, igual a 1. Este 
decaimento pode ser mediado pela interando fraca, mas nao pela interando forte. Trata-se, na verdade, de um dos modos de decaimento da partícula X + , com 
um tempo de vida da ordem de 10 “ 10 s. 

( b ) Como a hipercarga das partículas E° e A° e do fóton é 0, a variando de hipercarga é 0 e este decaimento pode ser mediado pela interagáo eletromagnética. 
Trata-se, na verdade, do principal modo de decaimento da partícula Z°, com um tempo de vida da ordem de 10“ 20 s. 

(c) A hipercarga da partícula S° é -1, a do neutrón é +1 e a do pión é 0. A variagáo de hipercarga é, portanto, igual a 2. Como a variagáo da hipercarga em 
urna reagáo ou decaimento nao pode ser maior que 1 , este decaimento nao acontece. 












Exercícios 


10. Como é possível saber se um decaimento é mediado pela interagáo forte, pela interagáo eletromagnética ou pela interagáo fraca? 

11. A estranheza ou a hipercarga de urna nova partícula pode ser determinada, mesmo que o número de partículas do multipleto seja desconhecido? 
Justifique sua resposta. 


Paridade A paridade de um núcleo ou partícula é definida da mesma forma que a paridade de um átomo (veja a Segáo 6-5). Se a fungáo de onda 
muda de sinal quando é mudado o sinal das coordenadas espaciáis, dizemos que a paridade é impar, ou -1; se a fungáo de onda nao muda de sinal, 
dizemos que a paridade é par, ou +1. Ao contrário dos outros números quánticos discutidos até agora, o número quántico de paridade, P, pode ter 
apenas dois valores: +1 e -1. Se a paridade de um sistema muda, o valor da paridade é multiplicado por -1. A paridade é, portanto, urna propriedade 
multiplicativa e nao aditiva como o número bariónico, a estranheza e a hipercarga. A paridade de urna fungáo de onda atómica depende do número 
quántico de momento angular orbital: P = (-l)f Em outras palavras, a paridade é impar para i impar e par para i par. Quando discutimos as 
transigóes atómicas, vimos que o momento angular e, portanto, a paridade de um átomo podem mudar quando o átomo emite um fóton. No caso das 
transigóes do tipo dipolo elétrico, Ai = ±1. Isso significa que o momento angular e a paridade do átomo sempre mudam em transigóes desse tipo. 
Entretanto, quando consideramos o sistema completo, ou seja, o átomo mais o fóton, verificamos que o momento angular total e a paridade total 
permanecem inalterados. Em outras palavras, a paridade é conservada ñas interagóes eletromagnéticas. A paridade também é conservada na interagáo 
forte. 

Até 1956, os físicos supunham que a paridade era conservada em todas as reagóes e decaimentos. Nesse ano, porém, T. D. Lee e C. N. Yang 
levantaram a hipótese de que a paridade nao era conservada ñas interagoes fracas. Essa seria urna forma de explicar o comportamento peculiar de 
partículas que na época eram conhecidas como mésons x e 0. As duas partículas eram iguais, exceto pelo fato de que o méson x decaía em dois píons, 
um sistema de paridade positiva, enquanto o méson x decaía em tres píons, um sistema de paridade negativa. (Todas as partículas elementares 
possuem urna paridade intrínseca; a dos píons é negativa.) A dúvida com relagáo ás partículas x e 0 era a seguinte: Existiam na natureza duas 
partículas iguais em tudo, exceto na paridade, ou a paridade nao era conservada em algumas reagóes? Lee e Yang chamaram atengáo para o fato de 
que todas as provas experimentáis da conservagáo da paridade tinham sido colhidas no estudo de reagóes mediadas pela interagáo forte ou pela 
interagáo eletromagnética; estava, portanto, em aberto a possibilidade de que a paridade náo fosse conservada ñas interagoes fracas. Os dois físicos 
sugeriram que a conservagáo da paridade ñas interagóes fracas fosse investigada experimentalmente medindo a distribuigáo angular dos elétrons 
emitidos no decaimento P de núcleos com spins alinhados. Quando um experimento desse tipo foi executado, em dezembro de 1956, por um grupo 
liderado por C. S. Wu e E. Ambler, os resultados confirmaran! as previsóes de Lee e Yang, que receberam o Premio Nobel de Física de 1957. Hoje se 
sabe que os mésons x e 0 sáo na verdade urna única partícula, conhecida como méson K °, com dois modos diferentes de decaimento. O decaimento do 
méson K ° será discutido com mais detalhes quando traíannos da invariáncia TCP. 

A conservagáo da paridade significa que um processo descrito pelas coordenadas x,y ez náo muda quando é descrito pelas coordenadas x' = -x, y' 
=-y e z' = —z. O sistema x,y,zé chamado de sistema de coordenadas dextrogiro porque o produto vetorial x x y é um vetor que aponía no sentido 
positivo do eixo z. O sistema x\ y’, z’ é chamado de sistema de coordenadas levógiro porque o produto vetorial x' x y'é um vetor que aponta no 
sentido negativo do eixo z'. Náo existe nenhuma rotagáo capaz de transformar um sistema de coordenadas dextrogiro em um sistema levógiro, mas 
isso pode ser conseguido por reflexáo, como mostra a Figura 12-13a. Por essa razáo, podemos enunciar a leí de conservagáo da paridade da seguinte 
forma: Nos processos em que a paridade é conservada, a imagem especular do processo é igual ao processo. A Figura 12-13Z? mostra um núcleo com 
spin diferente de zero emitindo um elétron na diregáo do spin. Na imagem especular, o núcleo emite o elétron na diregáo oposta á diregáo do spin. 
Para que a paridade seja conservada nos decaimentos P, é preciso que a probabilidade de emissáo na diregáo do spin seja igual á probabilidade de 
emissáo na diregáo oposta, ou seja, náo pode haver um sentido preferencial para a emissáo. Normalmente, náo é possível verificar se existe um 
sentido preferencial para a emissáo porque os spins nucleares estáo orientados aleatoriamente. O que Wu e Ambler fizeram foi orientar núcleos de 
60 Co, submetendo a amostra a um campo magnético em urna temperatura extremamente baixa, da ordem de 0,01 K, e observar em que diregáo os 
elétrons eram emitidos na reagáo de decaimento 60 Co —> 60 Ni + P“ + v-e. O experimento revelou que o número de elétrons emitidos na diregáo oposta 
á do spin é maior, o que equivale a dizer que a paridade náo é conservada ñas interagóes fracas. 

A Tabela 12-7 mostra um resumo das leis de conservagáo discutidas nesta segáo. 




(a) 







FIGURA 12-13 (a) A imagem no espelho de um sistema de coordenadas dextrogiro (x x y aponía no sentido positivo do eixo z) é um sistema de coordenadas 
levógiro (x x y aponta no sentido negativo do eixo z). Nenhuma combinagáo de translagoes e rotagoes pode transformar um sistema de coordenadas dextrogiro 
em um sistema levógiro. ( b ) Um núcleo emite um elétron na diregáo do spin. Como o espelho inverte o sentido de rotagáo do núcleo e, portanto, a diregáo do 
spin, mas nao muda a diregáo em que o elétron é emitido, na imagem do núcleo no espelho o elétron é emitido na diregáo oposta á diregáo do spin. 


Tabela 12-7 Grandezas conservadas ñas interagoes de partículas fundamentáis 



Interagáo 


Grandeza conservada 

Forte 

Eletromagnética 

Fraca 

Energía > 

Momento 

Carga (Q) 

Número bariónico (. B) 

Número leptónico (L) 

> Sim 

Sim 

Sim 

Isospin (/) 

Sim 

Nao 

Nao 

Hipercarga (Y) 

Sim 

Sim 

Nao 

Estranheza (S) 

Sim 

Sim 

Nao 

Paridade ( P) 

Sim 

Sim 

Nao 


Invariáncia TCP É possível demonstrar que, em qualquer teoría quántica relativística na qual a velocidade dos sinais nao pode exceder a 
velocidade da luz no vácuo, as operagdes combinadas de inversáo do Tempo ( t —► ~t), conjugagáo de Carga (partícula — > antipartícula) e Paridade (r 
—> -r) deixam as fungdes de onda inalteradas: 

TCP y (r, í J = + (r!) ou TCP = +1 12-28 

A ordem na qual as operagdes sao executadas é irrelevante. 

Durante muito tempo se pensou que a invariáncia se aplicava separadamente as tres operagdes, ou seja, que P=+l, C = +l e P = +1. Entretanto, 
como vimos, a paridade nao é conservada ñas interagóes fracas. Isso significa que, para que TCP = +1 ñas interagoes fracas, urna das outras operagóes 
também nao deve ser conservada. Inicialmente, pensou-se que, embora a paridade pudesse ser violada, a operagáo combinada CP era invariante, ou 
seja, CP = +1, mesmo para a interagáo fraca. A ideia era compatível com a existencia de dois mésons K° (káons) com massas parecidas e tempos de 
vida e modos de decaimento muito diferentes, o ou káon curto (o S é a inicial de “short”, curto, em inglés), que decaí em dois píons com um 
tempo de vida de 0,88 x 10“ 10 s, e o ou káon longo (oléa inicial de “long”, longo, em inglés), que decaí em trés píons com um tempo de vida de 





















5,2 x lO“ 8 s (veja a Tabela 12-3). Nesse caso, teríamos C = +1 e P = +1 para o^'eC = -l eP = -l para o e, portanto, CP = +1 nos dois casos. 

Em 1964, porém, J. H. Christenson e colaboradores observaram que, em cerca de 1 em cada 1000 decaimentos, o K° L decaía em apenas dois píons. 
O resultado mostrava que, em alguns decaimentos, CP = -1 para o decaimento do e, portanto, para que a invariáncia TCP fosse preservada, seria 
preciso que a invariáncia T fosse violada. 

As consequéncias deste resultado revolucionário mal comegaram a ser exploradas; entre as mais importantes estáo as assimetrias entre matéria e 
antimatéria e entre passado e futuro. 

Exercícios 

12. Suponha que um novo méson eletricamente neutro seja descoberto. Qual é a condigáo necessária para que seja diferente de sua antipartícula? 

13. Como seria modificada a Tabela 12-7 se a estranheza nao fosse conservada ñas interagoes hadrónicas? 


LS 




Le itura Suplementar 

As partículas que decaem através da interagáo forte tém um tempo de vida da ordem de apenas 10 23 s, insuficiente para que a 
trajetória seja registrada por um detector. Essas partículas foram descobertas através do estudo de anomalías em gráficos da 
segáo de choque em firngáo da energía, de maneira análoga á forma como J. Franck e G. Hertz descobriram o primeiro estado 
excitado do átomo de mercúrio analisando a curva de espalhamento de elétrons por átomos de Hg em firngáo da energía. Este 
é o tema da Leitura Suplementar Ressonáncias e Estados Excitados , disponível no site da LTC Editora para este livro na 
Internet, onde também se encontram as Figuras 12-14 a 12-16, a Tabela 12-8, as Equagoes 12-29 a 12-31 e os Exemplos 12-9 
e 12-10. 








12-4 O Modelo-padráo 

O Modelo padráo é atualmente (desde 1978) a teoría oficial da física das partículas elementares. Trata-se na verdade de urna 
combinagáo de tres teorías: a teoría dos quarks , que se propóe a explicar a estrutura das partículas; a teoría eletrofraca , que é a 
teoría unificada de duas interagóes, a interagáo eletromagnética e a interagáo fraca; e a cromodinámica quántica , que é a teoría 
da interagáo forte. Embora deixe sem resposta algumas questóes importantes, o Modelo padráo é capaz de explicar muitas das 
propriedades das partículas fundamentáis e de suas interagóes. Ñas segóes anteriores deste capítulo, tivemos oportunidade de 
aludir a vários aspectos particulares do Modelo-padráo. Nesta segáo, vamos estudar com mais detalhes as tres teorías que o 
compóem. Como a descrigáo matemática do modelo é extremamente complexa, limitar-nos-emos a urna discussáo qualitativa e 
conceitual. 

A busca de resultados experimentáis que comprovassem a validade do Modelo-padráo levou os cientistas a criar 

vários tipos novos de detectores de partículas. Alguns desses detectores estáo sendo usados em outras aplicagóes. 

Um exemplo é o detector de germanato de bismuto (BGO), atualmente usado nos equipamentos de tomografia por 

emissáo de pósitrons (veja a Figura 11-65). 

O Modelo dos Quarks 

O Caminho Octuplo Com a entrada em operagáo dos aceleradores de partículas de alta energía, na década de 1950, 
muitos novos hádrons foram descobertos. 14 Entre as várias tentativas de compreender e classificar essas partículas, a mais bem- 
sucedida foi o caminho óctuplo , 15 proposto independentemente por M. 

Gell-Mann e Y. Ne’eman em 1961 e justificado posteriormente pelo Modelo-padráo. Nesse esquema, os hádrons que 
compóem os multipletos de carga sáo dispostos em grupos, conhecidos como supermultipletos , nos quais todos os membros tém 
o mesmo spin e o mesmo valor de J p , em que Jé o spin efé a paridade. A Figura 12-12 mostra tres dos supermultipletos de 
Gell-Mann: (a) o grupo dos oito bárions mais leves, conhecido como octeto dos bárions ; ( b) o grupo dos mésons mais leves, 
conhecido como octeto dos mésons (que, na verdade, é um noneto ); (c) o grupo dos dez bárions mais leves que náo pertencem 
ao octeto dos bárions, conhecido como decupleto dos bárions. A Figura 12-17 mostra a energía das partículas pertencentes ao 
octeto dos bárions em um diagrama análogo ao usado para representar o desdobramento fino dos estados atómicos. Os 
desdobramentos dos multipletos de isospin sáo bem maiores que os desdobramentos dentro de cada multipleto. Até o momento, 
os únicos supermultipletos de bárions cujas partículas foram todas observadas experimentalmente sáo o octeto e o decupleto, 
mas existem vários supermultipletos parcialmente levantados. Os mésons conhecidos compreendem seis nonetos. Convém notar 
que também existem supermultipletos de antibárions (um octeto, um decupleto etc.), enquanto, no caso dos mésons, as 
antipartículas pertencem ao mesmo noneto. A classificagáo proposta por Gell-Mann pode ser considerada o equivalente, para as 
partículas fundamentáis, da tabela periódica dos elementos químicos, que foi proposta por Medeleev em 1869, quase cem anos 
antes, e teve que esperar muito tempo por urna explicagáo em termos da teoría atómica. 

O caminho óctuplo se baseia em urna teoría matemática conhecida como teoría dos grupos continuos , 16 formulada, entre 
outros, pelo matemático noruegués S. Lie. A maioria dos grupos que interessam aos físicos pode ser expressa na forma de 
matrizes. Assim, por exemplo, os quadrivetores que foram discutidos no Capítulo 2 podem ser escritos na forma de um grupo de 
matrizes 4x4 conhecido como grupo de Lorentz. O grupo de Lie mais simples, conhecido como SU(2), é o grupo especial 
unitário de matrizes 2x2. Urna condigáo especial imposta ás matrizes 2x2 reduz o número de componentes de 4 para 3. As 
tres componentes independentes dessas matrizes corresponden! ás tres componentes do momento angular (ou do isospin). Como 
vimos anteriormente, aos diferentes valores possíveis de momento angular J correspondem estados com multiplicidades 1, 2, 3, 
4, ..., (2 J + 1), cujo momento angular é 0, 1/2, 1, 3/2, ... / unidades de h. O grupo de Lie seguinte é SU(3), o grupo especial 
unitário de matrizes 3x3. Mais urna vez, urna condigáo especial reduz o número de componentes de 9 para 8 (daí o nome 
caminho óctuplo). As oito grandezas envolvidas na aplicagáo do grupo SU(3) á classificagáo dos hádrons sáo as tres 
componentes do isospin, a hipercarga e quatro outras a serem definidas. Sem entrar em detalhes da teoría de grupos, vamos 
apenas observar que o grupo SU(3) leva a multipletos constituidos por 1, 3, 8, 10, . . . elementos. Em vez de atribuir um número 
a cada um desses multipletos, como é feito com o número quántico de momento angular no caso do grupo SU(2), é mais 
interessante construir diagramas bidimensionais conhecidos como diagramas de peso , como os que aparecem na Figura 12-18, 
nos quais os elementos de cada multipleto sáo representados por pontos. Quando o grupo SU(3) é aplicado á classificagáo das 
partículas fundamentáis, os eixos do diagrama de peso sáo Y e / 3 , como na Figura 12-12. 
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FIGURA 12-17 Diagrama de níveis de energía do octeto de bárions, o supermultipleto dos bárions hadronicamente estáveis com J p = 
(l/2) + . Na ausencia de interagoes, todas as partículas teriam a mesma massa. O número diferente de quarks s desdobra os estados de 
energía em quatro estados, que corresponden! ao núcleon (TV), á partícula lambda (A), á partícula sigma (E) e á partícula xi (E). As massas 
diferentes dos quarks ue de a interagáo eletromagnética desdobram novamente tres desses estados, produzindo o dubleto TV, o tripleto E e 
o dubleto E. 
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FIGURA 12-18 Diagramas de peso do grupo SU(3). O círculo que envolve o ponto na origem do hexágono da terceira figura indica que 
existem duas partículas na origem, o que faz da figura um octeto. 

No gráfico de Y em funqáo de I 3 para os bárions com J p = (3/2) + (o decupleto da Figura 12-12c), nem as partículas E nem a 
partícula Q” tinham sido observadas quando o caminho óctuplo foi proposto em 1961. Observe que a diferenqa entre as energías 
de repouso das partículas do decupleto que ocupam linhas horizontais vizinhas é aproximadamente 140 MeV. A teoría baseada 
no grupo SU(3) prevé urna diferenqa constante entre os vários multipletos. A previsáo da partícula Q” por Gell-Mann em 1961 e 
sua descoberta em 1964, com a massa e o spin previstos por Gell-Mann, foi um dos sucessos mais espetaculares do caminho 
óctuplo. Note que Q” é a única partícula do decupleto que nao decai através da interaqáo forte. Isso acontece porque a massa da 
partícula Q“ nao é suficiente para que decaía através de urna reaqáo que conserve a estranheza, como Q“ —> E° + K~. 

Outros supermultipletos podem ser formados por bárions e mésons de maior energía, mas nao existem grupos de trés 
partículas que correspondam ao tripleto do grupo SU(3) que aparece no segundo diagrama a partir da esquerda na Figura 12-18. 
Este fato e a auséncia de um motivo para a existéncia dos multipletos do caminho óctuplo levaram Gell-Mann e G. Zweig em 
1964 a propor independentemente que todos os hádrons sao compostos de partículas ainda mais fundamentáis, que receberam o 
nome de quarks} 1 Esta proposta constituiu o ponto de partida para o modelo dos quarks, hoje aceito umversalmente como o 
modelo que melhor explica as propriedades das partículas elementares. 

No modelo original, os quarks existiam em trés tipos, conhecidos como sabores : u, d e s (as iniciáis de up , down e strange). 
Mais tarde, como vimos, foram descobertos outros trés quarks, que foram chamados de c, b e t (as iniciáis de charm , bottom e 
top). Ao contrário das partículas conhecidas até entáo, esses quarks tinham valores fracionários de carga elétrica: a carga do 
quark u é 2e/3 e a dos quarks de s é ~e/3. Os trés quarks tém número bariónico B = 1/3 e spin S = 1/2. A estranheza dos quarks 
we<ié0eado quark sé- 1. Para cada quark existe um antiquark com valores simétricos de carga elétrica, número bariónico e 
estranheza. Os trés tipos de quark formam o triángulo representado em um dos diagramas de peso da Figura 12-18 e que 
aparece, de forma mais detalhada, na Figura 12-19. A Tabela 12-2 mostra as propriedades dos quarks.* De acordo com o 
modelo dos quarks, todos os bárions sao formados por trés quarks (ou trés antiquarks, no caso das antipartículas) e todos os 
mésons sao formados por um quark e um antiquark. O próton é formado pela combinaqáo uud e o néutron pela combinaqáo udd. 

















Os bárions de estranheza S = -1 contém um quark s. Todas as partículas da Tabela 12-3 podem ser construidas a partir dos 
quarks u, d e s e respectivos antiquarks. 18 

Um importante argumento a favor do modelo dos quarks é o fato de que todas as combinagóes permitidas de tres quarks e de 
pares quark-antiquark resultam em hádrons conhecidos. Fortes indicios da existencia de quarks no interior dos núcleons foram 
obtidos em experimentos de espalhamento inelástico profundo , nos quais um núcleon é bombardeado por elétrons ou múons 
com energía entre 15 e 200 GeV. A análise das partículas que sofreram grandes ángulos de espalhamento sugere a presenga, no 
interior do núcleon, de partículas de spin 1/2 e dimensóes muito menores que as do núcleon. Esses experimentos sao análogos 
aqueles em que Rutherford bombardeou átomos com partículas a e concluiu que os átomos possuíam um pequeño núcleo. 



Murray Gell-Mann, que propós o conceito de estranheza, desenvolveu um sistema de classificagáo para os hádrons baseado no grupo 
SU(3) e postulou a existencia de partículas de carga fracionária, que chamou de quarks. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1969 pelo 
conjunto do seu trabalho. [American Institute ofPhysics, Niels Bohr Library.] 

Como as leis de conservagáo que envolvem os vários números quánticos da Tabela 12-5 sao aditivas, é fácil determinar as 
propriedades de um hádron a partir dos quarks que o compdem. Assim, por exemplo, urna partícula formada pela combinagáo 
uds tem carga 0 (2/3 -1/3 -1/3), número bariónico 1 (1/3 + 1/3 + 1/3) e pode ter spin 1/2 (se o spin de um dos quarks estiver 
antiparalelo aos dos outros dois) ou 3/2 (se os tres spins estiverem paralelos). A Tabela 12-9 mostra as combinagóes possíveis 
de tres quarks (bárions) e a Tabela 12-10 as combinagóes possíveis de um quark com um antiquark (mésons). 

Os oito bárions de spin 1/2 formam o octeto que aparece na Figura 12-12 a; a Figura 12-20a mostra as combinagóes de 
quarks correspondentes.* Observe que, de acordo com a Tabela 12-10, existem nove combinagdes quark-antiquark e nao oito, 
como estabelecia o caminho óctuplo. O nono méson, rf, considerado no modelo dos quarks como parte deste grupo, já havia 
sido observado experimentalmente, mas era considerado um singleto no modelo do caminho óctuplo. A Figura 12-20Ú mostra 
as combinagóes quark-antiquark para os componentes do primeiro dos vários nonetos de mésons, o que aparece na Figura 12- 
12 b. 
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FIGURA 12-19 Diagramas de peso do grupo SU(3) (7 em fungáo de / 3 ) para os tres quarks mais leves e respectivos antiquarks. Como 




nos diagramas de supermultipletos do caminho óctuplo, as retas inclinadas para baixo sao lugares geométricos de carga constante e as 
retas horizontais sao lugares geométricos de estranheza constante. 


Tabela 12-9 Propriedades das combinagóes dos quarks u, d e s 

Combinagáo 

Spin (Ti) 

Carga (e) 

Número 

bariónico 

Estranheza 

Hipercarga 

h 

uuu 

3/2 

+2 

1 

0 

+1 

+3/2 

uud 

1/2, 3/2 

+1 

1 

0 

+1 

+1/2 

udd 

1/2, 3/2 

0 

1 

0 

+1 

-1/2 

uus 

1/2, 3/2 

+1 

1 

-1 

0 

+1 

uss 

1/2, 3/2 

0 

1 

-2 

-1 

+1/2 

uds 

1/2, 3/2 

0 

1 

-1 

0 

0 

ddd 

3/2 

-1 

1 

0 

+1 

-3/2 

dds 

1/2, 3/2 

-1 

1 

-1 

0 

-1 

dss 

1/2, 3/2 

-1 

1 

-2 

-1 

-1/2 

sss 

3/2 

-1 

1 

-3 

-2 

0 


Tabela 12-10Propriedades das combinagóes quark-antiquark dos quarks u, d e s 

Combinagáo 

Spin (fi) 

Carga (e) 

Número 

bariónico 

Estranheza 

Hipercarga 

/ 3 

UÜ 

0,1 

0 

0 

0 

0 

0 

u d 

0 , 1 

+1 

0 

0 

0 

+1 

US 

0 , 1 

+1 

0 

+1 

+1 

+1/2 

dü 

0,1 

-1 

0 

0 

0 

-1 

d d 

0,1 

0 

0 

0 

0 

0 

ds 

0 , 1 

0 

0 

+1 

+1 

-1/2 

sii 

0 , 1 

-1 

0 

-1 

-1 

-1/2 

s d 

0,1 

0 

0 

-1 

-1 

+1/2 
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FIGURA 12-20 ( a ) Gráfico de 7em fungáo de / 3 para as combinagoes de tres quarks de spin 1/2 que constituem o octeto dos bárions. ( b ) 
Gráfico de Y em funí^áo de / 3 para as combinares quark-antiquark que constituem o noneto dos mésons de menor massa. 



SEQÁO EXPLORATÓRIA 
De Onde Vem o Spin do Próton? 


No modelo dos quarks, o próton é formado por dois quarks up e um quark down ( uud ). A carga elétrica e outros 
números quánticos do próton, como os do neutrón e de outras partículas compostas, sao dados corretamente pela soma dos números 
quánticos dos quarks que formam a partícula. Assim, por exemplo, a carga do próton é 2e/3 + 2e/3 - e/3 = e e o spin é 1/2 + 1/2 - 1/2 
= 1/2 (no caso do spin, é preciso supor que o spin de um dos quarks está orientado antiparalelamente aos outros dois). Entretanto, urna 
série de experimentos de espalhamento elástico profundo de elétrons e múons por prótons fomeceu resultados surpreendentes. Esses 
experimentos, que comegaram no CERN em 1987 e continuam até hoje no CERN, no Brookhaven National Laboratory, no Jefferson 
Laboratory, no Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) e no Deutsches Elektronen-Synchrotron (DESY), consistem em usar 
múons, elétrons e prótons de energía extremamente elevada (ou seja, de comprimento de onda muito pequeño), cujos spins estáo 
polarizados, para bombardear prótons e núcleos de 3 He cujos spins também estáo polarizados. A medida do ángulo de espalhamento e 
energía das partículas espalhadas fomece importantes informa 9 oes a respeito da distribuigáo de spins no interior do próton. 
Surpreendentemente, os resultados experimentáis indicaram que os spins dos tres quarks sao responsáveis por apenas 20 a 30% do 
spin do próton! Os experimentos mostram que o spin de um dos quarks u é paralelo ao spin do próton e o spin do outro quark u é 
antiparalelo ao spin do próton, como se esperava. Entretanto, o spin do quark d nao é antiparalelo ao spin do próton, como deveria ser, 
se nao houvesse outras contribuigoes para o spin, para que o spin do próton fosse 1/2. Isso parece indicar que o momento angular 
orbital dos quarks e o spin dos glúons e do “mar” de pares virtuais quark-antiquark contribuem significativamente para o spin do 
próton. Apelidados de “crise do spin do próton”, esses resultados mostraram que nossos conhecimentos a respeito da estrutura dos 
núcleons e das intera 9 oes entre os quarks aínda sao imperfeitos. 


EXEMPLO 12-11 


Propriedades das Partículas Determine as propriedades das partículas constituidas pelos seguintes 
quarks: (a) uj ; (b) üd\ ( c ) dds\ (d) uss. 


SOLUQÁO 

(i a ) Como uj é urna combinagáo quark-antiquark, o número bariónico é 0 e, portanto, trata-se de um méson. A partícula nao contém 
nenhum quark s; logo, a estranheza é zero. A carga do quark u é +2e/3 e do antiquark d é +e/3; assim, a carga do méson é +e. 
Essas sao as propriedades do méson n + . 

(b) A partícula üd também é um méson de estranheza zero. A carga elétrica é -2e/3 + ( ~e/3 ) = ~e. Essas sao as propriedades do méson 

71 . 

(i c ) A partícula dds é um bárion de estranheza -1, já que contém um quark s. A carga elétrica é ~e/3 ~e/3 ~e/3 = -le. Essas sao as 
propriedades da partícula 1Y. 


o 















(d) A partícula uss é um bárion de estranheza -2. A carga elétrica é +2e/3 -e/3 -e/3 = 0. Essas sao as propriedades da partícula E . 


Cor Ñas Segóes 12-1 e 12-2, apresentamos rápidamente o conceito de cor dos quarks e glúons. Nesta segáo, vamos aprofundar 
um pouco mais o conceito e discutir a relagáo entre a cor e outras propriedades dos quarks e dos hádrons. O modelo descrito até 
agora, quase todo desenvolvido na década que se seguiu á introdugáo da hipótese dos quarks por Gell-Mann, apresentava dois 
problemas importantes: em primeiro lugar, a despeito de muitas investigagdes experimentáis, nenhum quark livre tinha sido 
observado; em segundo lugar, a estrutura proposta para os bárions era incompatível com o principio de exclusao de Pauli. A 
partícula A ++ (1232), por exemplo, tem spin 3/2, que significa que contém tres quarks u (férmions) com os mesmos números 
quánticos. 

A solugáo para o problema do principio de exclusao proposta por O. W. Greenberg foi imaginar que todo quark possui urna 
propriedade adicional, a cor. Os tres valores possíveis da cor de um quark sao vermelho (r), azul ( b ) e verde (g). Assim, um 
quark azul tem os números quánticos de cor r = 0 , b = +1 eg = 0;o antiquark correspondente tem os números quánticos r = 0 , b 
= -1 e g = 0. O nome cor , é claro, foi escolhido arbitrariamente para designar a nova propriedade e nao tem nenhuma relagáo 
com o significado habitual da palavra “cor”; mesmo assim, o uso dos nomes das tres cores primárias leva a urna regra muito 
simples para assegurar que o principio de exclusao está sendo respeitado: 

Todas as partículas que existem na natureza sao incolores. 

O termo incolor pode significar duas coisas: 

1. A quantidade total de cor é nula (ou seja, a soma dos números quánticos de cor é zero) 
ou 

2. As tres cores estáo presentes em proporgóes iguais (em analogía com a combinagáo das tres cores primárias para produzir o 
branco). 

Assim, por exemplo, os tres quarks u que formam a partícula A ++ (1232) sao o u n o u b e o u g . 

O Enigma da Partícula J/ qj Muitos físicos consideraran! a hipótese da cor um tanto artificial e também encararam com 
reservas a explicagáo apresentada para a inexistencia de quarks livres, que será discutida daqui a pouco. Em 1974, porém, o 
modelo dos quarks foi apoiado por urna descoberta inesperada: um novo méson, observado independentemente por dois grupos 
de cientistas. O primeiro, constituido por S. Ting e colaboradores de Brookhaven, chamou de J a partícula, enquanto o segundo, 
formado por B. Richter e colaboradores do SLAC, 19 chamou de \\r a partícula. Hoje conhecido como o novo méson tem 
urna massa tres vezes maior que a massa do próton e um tempo de vida de 10“ 2 °s, extremamente longo para urna partícula cujo 
decaimento é mediado pela interagáo forte. A existencia de um tempo de decaimento táo longo era indicagáo de que novos 
fenómenos físicos estavam sendo observados. 20 Alguns meses depois da descoberta, os físicos chegaram á conclusáo de que a 
partícula J/\\i era composta por um quarto quark e seu antiquark. O quarto quark, que tinha sido proposto por S. Glashow e 
outros, alguns anos antes, para tomar o número de quark igual ao número de léptons (isso aconteceu antes que os léptons xev^ 
fossem descobertos), recebeu o nome de charme e é representado pela letra c. Assim, a composigáo da partícula J/\|/ é cc- 21 A 
descoberta do primeiro bárion contendo um quark c, o A + c , está ilustrada na Figura 12-21. A Figura 12-22 mostra alguns 
supermultipletos formados por quatro quarks. Com a descoberta, passaram a ser conhecidos dois conjuntos simétricos de quatro 
léptons (e, p e , p, v^) e quatro quarks (w, d , s 9 c), além, naturalmente, das respectivas antipartículas, urna situagáo que os físicos 
teóricos consideravam particularmente satisfatória. Em 1975, porém, um novo lépton foi observado, o que quebrou novamente a 
simetría numérica das geragóes de partículas. Ao novo lépton, o táuon (x), estaría presumivelmente associado um neutrino 
específico, v x . Menos de dois anos mais tarde, um novo méson pesado, o méson hipsilo (T), foi descoberto e logo reconhecido 
como composto por um par quark-antiquark de um novo tipo de quark. Este quinto quark é chamado de bottom e representado 
pela letra b. Assim, T = (bj¡). Para manter a simetría entre as geragóes de quarks e as geragóes de léptons, deveria haver um 
sexto tipo de quark. Este quark, o quark top (/), foi descoberto em 1995 por dois grupos do Fermilab, o que restaurou a simetría 
proposta por Glashow e completou a nova tabela periódica dos componentes das partículas fundamentáis (veja a Figura 12-23). 
Com urna massa de 176 MeV/c 2 , o quark té a partícula de maior massa descoberta até hoje. Existem fortes razóes teóricas e 
experimentáis para acreditar que nao restam quarks e léptons para serem descobertos (veja a Figura 12-24). A Tabela 12-5 
mostra os números quánticos up, down, charme, estranho, top e bottom para os seis sabores de quarks e antiquarks. 



FIGURA 12-21 (a) Descoberta do primeiro bárion com charme, o A + c . A reagáo é + p —> A + c + n~ + n + + n~. O bárion com charme 
decaí, através da reagáo A + c —> A° + 7i + , depressa demais para deixar um rastro, mas o decaimento subsequente da partícula A° é 
fácilmente observado. [Brookhaven National Laboratory .] ( b ) Parte dos dados experimentáis obtidos por B. Richter e colaboradores do 
SLAC, mostrando a ressonáncia J/\\f. 
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FIGURA 12-22 Supermultipletos formados pelos quarks u, d, s e c. Os círculos mostram que existem duas partículas com a mesma 
composigáo de quarks e energías diferentes. 
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FIGURA 12-23 Tabela periódica das partículas elementares. 
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FIGURA 12-24 Tanto a forma como a altura da ressonáncia associada ao bóson Z° estáo relacionadas teóricamente ao número de 
geragoes de léptons e quarks. Á medida que o número de geragoes aumenta, a máxima segáo de choque diminui e a largura da ressonáncia 
(na metade da altura máxima) aumenta. As medidas mais recentes, indicadas por pontos, sao compatíveis com a existencia de tres 
geragoes, mas nao com a existencia de duas ou quatro. 
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FIGURA 12-25 As nove combinacoes possíveis de cor e anticor dos glúons. De acordo com as propriedades de simetría do grupo SU(3), 
podem ser formadas oito combina 9 oes lineares independentes com os nove elementos das primeiras duas linhas, que constituem o octeto 
dos glúons. Urna combinado linear dos componentes da terceira linha constituí um singleto. 


Cromodinámica Quántica 




































































































































A cromodinámica quántica (QCD) é a teoría moderna que descreve a interagáo forte. É análoga á eletrodinámica quántica 
(QED), que descreve com tanto sucesso a interagáo eletromagnética. Na verdade, a QCD foi formulada usando como modelo a 
QED. Como dissemos anteriormente, a interagáo forte é urna interagáo entre quarks mediada por urna partícula chamada glúon. 
Os glúons desempenham na QCD o mesmo papel que os fótons desempenham na QED. Como os fótons, os glúons tém massa 
de repouso zero e spin 1. Existe, porém, urna diferenga importante entre as duas partículas: ao contrário dos fótons, que sáo 
eletricamente neutros, a cor dos glúons náo é zero. Na verdade, os glúons sáo bicolores, já que possuem urna unidade de urna 
cor e urna unidade de urna anticor. Assim, no processo q —> q + g, o quark pode mudar de cor (mas náo de sabor), como mostra 
a Figura 12-26a. Como possuem cor, os glúons podem interagir uns com os outros através da interagáo forte; as interagóes de 
dois glúons formam um octeto semelhante ao dos mésons na representagáo SU(3) da teoría dos grupos 22 (veja a Figura 12-25). 
As Figuras 12-2 6a e 12-26Ú sáo os diagramas de Feynman de vértices análogos ao vértice primitivo de Feynman da QED, 
mostrado na Figura 12-3. O fato de existir urna interagáo glúon-glúon significa que além de efeitos análogos á polarizagáo do 
vácuo na QED, discutida na Segáo 12-2 e representada na Figura 12-10, existem também maíllas formadas por glúons, como a 
que aparece na Figura 12-27. O efeito das maíllas de glúons é diminuir o valor da constante de acoplamento da interagáo forte 
para distáncias extremamente pequeñas (menores que 10“ 18 m). Assim, quando dois quarks se aproximam muito, a atragáo 
diminuí , um fenómeno conhecido como liberdade assintótica. O resultado é que, no interior de um núcleon, os quarks se 
movem quase como se fossem partículas livres, um fenómeno que foi confirmado em experimentos de espalhamento profundo 
de elétrons. Na verdade, a propriedade da liberdade assintótica foi confirmada em centenas de experimentos. 
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FIGURA 12-26 Exemplos de vértices fundamentáis da QCD. (a) Emissáo de um glúon verde-antivermelho, que faz um quark down 
mudar de verde para vermelho. (b) Emissáo de um glúon azul-antiverde por um glúon azul-antivermelho, que faz o glúon azul- 
antivermelho mudar para verde-antivermelho. 
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FIGURA 12-27 Diagrama de Feynman de um quark emitindo um glúon, que em seguida cria dois glúons. Os dois glúons se recombinam 
para formar um único glúon, que é absorvido por outro quark. 

Urna das fungóes propostas para o potencial da interagáo forte tem a seguinte forma aproximada: 

W r ) = —12-32 

em que k é urna constante ajustável. A Equagáo 12-32 já foi testada experimentalmente, com sucesso, para pequeñas distáncias. 
Observe que V QC d aumenta indefinidamente com r (veja a Figura 12-28). Isso significa que, ao contrário do que acontece com a 
forga elétrica e a forga gravitacional, a forga associada á interagáo forte, Fq cd = - Fq C d ? tende para um valor constante 
diferente de zero para grandes valores de r. Em consequéncia, os quarks náo podem se afastar muito uns dos outros, um 
fenómeno que recebeu o nome de confinamento dos quarks. Esta é a explicagáo que a QCD oferece para o fato de que quarks 
livres nunca foram observados. Quando urna grande quantidade de energía é fomecida a um sistema de quarks (um núcleon, por 
exemplo), um par quark-antiquark é criado e os quarks origináis permanecem confinados ao sistema inicial. Esta é a origem dos 
píons virtuais que aparecem no modelo de Yukawa como mediadores da forga nuclear (veja a Figura 12-29). 

Ñas reagóes e decaimentos mediados pela interagáo fraca, os quarks podem mudar de sabor. Por exemplo: como foi 
mostrado no Exemplo 12-4, o decaimento p do neutrón, dado pela Equagáo 11-38, corresponde á transformagáo de um quark d 
em um quark u. O produto final do decaimento de qualquer bárion é o membro mais leve (de menor energia) da familia, o 
próton. O decaimento do próton é impedido pelas leis de conservagáo da energia e do número bariónico, mas, mesmo assim, o 
possível decaimento do próton é investigado até hoje pelos físicos. O decaimento de outro bárion, a partícula A°, é discutido no 
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FIGURA 12-28 Potencial a que estáo submetidos os quarks, de acordo com a QCD. Neste diagrama, a s , a constante de acoplamento da 
intcragáo forte, é igual a 0,3 e k = 1 GeV/fm na Equa?ao 12-32. 


Exercícios 

14. Como podemos verificar se urna partícula é um méson ou um bárion a partir dos quarks que contém? 

15. Existe alguma combinagáo quark-antiquark que resulte em urna carga elétrica fracionária? 

16. Quais sao as pro vas experimentáis de que todas as partículas que existem na natureza sao incolores? 
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FIGURA 12-29 Exemplo do confinamento dos quarks. Quando tentamos remover um quark d de um neutrón fomecendo energía á 
partícula, um par (¿7, u) é criado. O ü e um dos quarks d se combinam para formar um méson enquanto o u, do par, se combina com o 
outro quark de o quark u original para formar um próton; nenhum quark livre é criado. 


Tabela 12-11 Composigáo de quarks de alguns bárions e mésons 
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EXEMPLO 12-12 


Decaimento da Partícula A° Desenhe um diagrama de Feynman que mostré os quarks envolvidos no 
decaimento da partícula A°, que acontece através da reagáo 


SOLUQÁO 

De acordo com a Tabela 12-11, a partícula A° é formada por um quark up ( u ), um quark down ( d) e um quark estranho (, s ). O próton é 
formado por dois quarks u e um quark d. O decaimento é mediado pela intera^áo fraca, com o quark s decaindo em um quark u e um 
bóson W. Note que a estranheza nao é conservada na interagáo fraca que transforma o quark s em um quark u. 

p U d a 
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w~ 


A° m d s 


A Teoría Eletrofraca 




Na teoría eletrofraca , a interagáo eletromagnética e a interagáo fraca sao consideradas manifestagóes diferentes da mesma 
interagáo, conhecida como interagáo eletrofraca. Em energías elevadas (» 100 GeV), a interagáo eletrofraca é mediada por 
quatro bósons. Consideragóes de simetría exigem que esses bósons sejam um tripleto formado por partículas W + , W° e W, todas 
com a mesma massa, e um singleto formado pela partícula 5 o , com urna massa diferente. As partículas W° e B° náo podem ser 
observadas diretamente, mas urna combinagáo linear d e W° e B° constituí a partícula Z° e outra constituí o fóton. Para energías 
normáis, a simetría é quebrada espontáneamente. 

A expressáo “simetría quebrada espontáneamente” significa que o hamiltoniano H op conserva a simetría original, mas o 
estado fundamental calculado a partir de H op apresenta urna simetría menor. Para dar um exemplo, o magnetismo nos sólidos 
resulta de interagóes entre os spins dos átomos que formam a rede cristalina. No caso das substáncias ferromagnéticas, como o 
ferro, o H op que descreve a interagáo é invariante em relagáo a rotagóes, mas, no estado fundamental, dominios magnéticos se 
formam espontáneamente na amostra. A diregáo de alinhamento dos spins varia de dominio para dominio; dentro de um 
dominio, porém, todos os spins estáo alinhados na mesma diregáo. Um dominio certamente náo é invariante em relagáo á 
rotagáo dos spins. Assim, a simetría é quebrada espontáneamente no estado fundamental. (Para visualizar melhor o que significa 
urna “quebra espontánea de simetría”, imagine o que acontece quando alguém aperta urna pequeña régua de plástico entre o 
polegar e o indicador; a régua se encurva para a direita ou para a esquerda, quebrando a simetría original entre direita e 
esquerda. Veja a Figura 12-30.) 



(C) 


FIGURA 12-30 A régua de plástico mostrada em ( a ) apresenta simetría entre esquerda e direita. Forgas verdeáis aplicadas ás 
extremidades da régua quebram a simetría, forgando a régua a assumir a forma mostrada em ( b ) ou a forma mostrada em (c), que náo 
apresentam simetría entre esquerda e direita. [Eric Llewellyn Photography.\ 

A quebra da simetría da interagáo eletrofraca leva a urna separagáo entre a interagáo eletromagnética, mediada pelo fóton, e 

+ - o 





a interagáo fraca, mediada pelas partículas W , W e Z . O fato de que a massa de repouso do fóton é zero e a massa de repouso 
das partículas W e Z é da ordem de 100 GeV/c 2 mostra que a simetría associada á interagáo eletrofraca nao existe em baixas 
energías. O agente responsável pela quebra da simetría recebeu o nome de campo de Higgs e está associado a um bóson, o 
bóson de Higgs , que foi observado pela primeira vez em 2012 e cuja energía de repouso é 125 GeV. De acordo com o Modelo- 
padráo, é através da interagáo com o campo de Higgs que as partículas adquirem massa. 

O Modelo-padráo - Um Resumo 

A combinagáo do modelo dos quarks, da teoría eletrofraca e da cromodinámica quántica é conhecida como Modelo-padráo. 
Nesse modelo, as partículas fundamentáis sao os léptons e os quarks, cada um dos quais existe em seis sabores diferentes 
divididos em tres geragóes, como mostram as Tabelas 12-1 e 12-2 e a Figura 12-23. Os mediadores das forgas sao o fóton, as 
partículas W 1 ', W~ e Z° e oito tipos de glúons. Os léptons e quarks sao férmions de spin 1/2, que obedecem ao principio de 
exclusáo de Pauli. Os mediadores das forjas sao bósons de spin 1, que nao obedecem ao principio de exclusáo de Pauli. Todas 
as forjas que existem na natureza se devem a urna das quatro interagóes básicas: forte, eletromagnética, fraca e gravitacional. 
Urna partícula experimenta urna das interagóes básicas se possuir urna carga associada a essa interagáo. A carga elétrica é a 
carga associada á interagáo eletromagnética; todos os quarks e alguns léptons possuem esse tipo de carga. Todos os léptons e 
quarks possuem a carga associada á interagáo fraca, conhecida como carga fraca ou carga de sabor. A carga associada á 
interagáo forte é a cor; todos os quarks e glúons, mas náo os léptons, possuem este tipo de carga. A carga associada á interagáo 
gravitacional é a massa. É importante notar que o fóton, que é o mediador da interagáo eletromagnética, náo possui carga 
elétrica, enquanto as partículas W 1 ', W~ e Z°, que sáo as mediadoras da interagáo fraca, possuem carga fraca, e os glúons, que sáo 
os mediadores da interagáo forte, possuem cor. Este último fato ajuda a explicar a liberdade assintótica dos quarks. 

Toda a matéria é feita de léptons e quarks. Nunca foi observada urna partícula formada por mais de um lépton; os léptons 
existem apenas como partículas isoladas. Os hádrons (bárions e mésons) sáo partículas formadas por quarks. De acordo com a 
cromodinámica quántica (QCD), as únicas combinagóes permitidas de quarks sáo as que tomam incolor a partícula resultante. 
Tres quarks de cores diferentes podem se combinar para formar bárions “brancos”, como o neutrón e o próton. Como os mésons 
contém um quark e um antiquark da mesma cor, também sáo incolores. Estados excitados dos hádrons sáo considerados 
partículas diferentes. Assim, por exemplo, a partícula A + é um estado excitado do próton. As duas partículas sáo feitas de quarks 
uud, mas o próton se encontra no estado fundamental, com spin 1/2 e urna energía de repouso de 938 MeV, enquanto a partícula 
A + está no primeiro estado excitado, com spin 3/2 e urna energía de repouso de 1232 MeV. Os dois quarks u podem estar no 
mesmo estado de spin na partícula A + sem violar o principio de exclusáo porque sáo de cores diferentes. 

A interagáo forte pode se manifestar de duas formas: através da interagáo forte fundamental, que é a interagáo de cor, e 
através da interagáo forte residual ou interagáo nuclear. A interagáo forte fundamental é responsável pela forga entre os quarks 
e é mediada por glúons; a interagáo forte residual é responsável pela forga entre os núcleons, como a que existe entre néutrons e 
prótons. Essa forga se deve á interagáo entre os quarks dos dois núcleons e pode ser imaginada como sendo mediada por 
mésons; é análoga á interagáo eletromagnética residual entre átomos neutros, que é responsável, por exemplo, pela liquefagáo e 
solidifícagáo dos gases nobres em baixas temperaturas. 

Para cada partícula existe urna antipartícula. Urna partícula e a antipartícula correspondente possuem a mesma massa, o 
mesmo spin e cargas elétricas opostas. No caso dos léptons, os números leptónicos L e , L ^ e L ^ das antipartículas sáo o negativo 
dos números quánticos das partículas correspondentes. Assim, por exemplo, o número leptónico do elétron é L e = + 1 e o 
número leptónico do positrón é L e = - 1. No caso dos hádrons, os números quánticos sáo a soma dos números quánticos dos 
quarks que formam o hádron, e os números quánticos das antipartículas sáo o negativo dos números quánticos das partículas 
correspondentes. Assim, por exemplo, a partícula A°, que é formada pelos quarks uds , tem B = 1 e S = -1, enquanto a 
antipartícula ^o, que é formada pelos quarks , tem B = — 1 eS = +l. Urna partícula como o fóton ou o Z°, para a qual todos 
os números quánticos sáo nulos, é igual a sua antipartícula. No caso do méson K !° (d$~), todos os números quánticos sáo nulos, 
exceto a estranheza, que é +1. A antipartícula correspondente, o méson ^oQA), tem estranheza -1, o que a toma diferente do 
méson K°. Os mésons n + (uj) e n~ (üd) possuem carga elétrica diferente de zero e formam um par partículaanti-partícula, mas, 
como todos os outros números quánticos sáo nulos, é impossível dizer qual é a partícula e qual é a antipartícula. As partículas 
W" e W~ formam um par partícula-antipartícula do mesmo tipo. A Tabela 12-11 mostra a composigáo de quarks de alguns 
bárions e mésons. 


EXEMPLO 12-13 


Decaimento da Partícula Q A partícula Q decaí através da reagáo 


+ K~ 


e as partículas A° e K~, resultantes, em geral decaem através das reagóes 




A° —* * p + ir e K —*■ jx + 

Escreva as tres rea^oes em termos de quarks. 

SOLUQÁO 

De acordo com a Tabela 12-11, o decaimento da partícula Q - é dado pela reagáo 

ííí —' ud$ -I- 

na qual um quark s se transforma em um quark d e um par mi é criado. O decaimento da partícula Q° é dado pela reafao 

tíd$ —•* uíííl + ifd 

na qual, novamente, um quark s se transforma em um d e um par uü é criado. 

Finalmente, o decaimento do méson K~ é dado pela reagáo 

JÜ —»■ jx" + 

na qual um quark s se transforma em um quark Meo quark Meo quark ü se aniquilam mutuamente, produzindo um bóson W~, que 
decaí em dois léptons. 


12-5 Para Além do Modelo-padráo 

A Teoría da Grande Unificagáo 

No inicio da Seqao 12-4, comentamos que, embora explicasse muitas observaqóes, o Modelo-padráo da física de partículas 
deixava sem resposta algumas questóes importantes. Por que existem quatro interaqóes na natureza em vez de apenas urna? Por 
que essas interaqóes sao táo diferentes? A unificaqáo das interaqóes eletromagnética e fraca na teoría eletrofraca, discutida na 
Segáo 12-4, deixou muitos físicos esperanqosos de que fosse possível incluir a interaqáo forte e, a prazo mais longo, a interaqáo 
gravitacional em urna única teoría, a chamada teoría da grande unificagáo 23 ou GUT.* Como no caso da teoría eletrofraca, a 
diferenqa entre as forqas das interaqóes para energías muito menores que as energías de repouso dos bósons mediadores seria 
causada por urna quebra espontánea de simetría. A GUT também explicaría por que as cargas elétricas do elétron e do próton 
sáo iguais. 

Um aspecto importante da GUT é que as constantes de acoplamento das quatro interaqóes devem tender para o mesmo 
valor, aproximadamente igual ao da constante de estrutura fina a, para valores muito grandes de energía. As observaqóes 
experimentáis parecem realmente indicar que os valores das constantes de acoplamento tendem para o mesmo valor. 
Infelizmente, o ponto de convergencia (10 16 GeV, aproximadamente) ainda está muito distante dos valores máximos de energía 
(da ordem de 10 4 GeV) que podem ser conseguidos no maior acelerador da atualidade, o Large Hadron Collider (veja a Figura 
12-31). Supor que a natureza náo nos reserva surpresas e que nenhum novo fenómeno físico será observado nessa imensa faixa 
de energías seria ignorar as liqóes da historia. 

Supersimetria 

Várias teorías da grande unificaqáo incluem, além das simetrías já discutidas, urna nova simetría, a supersimetria (também 
conhecida pelo acrónimo SUSY**), que atribuí a cada partícula elementar um superparceiro. As partículas e superparceiros 
correspondentes sáo iguais em tudo, exceto no spin. Os léptons e quarks, cujo spin é 1/2, tém superparceiros de spin 0; os 
bósons, cujo spin é 1, tém superparceiros de spin 1/2. Os superparceiros dos férmions tém o mesmo nome com o prefixo s. 
Assim, por exemplo, o superparceiro do elétron é o selétron. Os superparceiros dos bósons tém o mesmo nome com o sufixo 
ino. O superparceiro do glúon, por exemplo, é o gluíno. A Tabela 12-12 mostra urna lista das partículas elementares e 
superparceiros correspondentes. 

Se a supersimetria fosse exata, cada superparceiro teria a mesma massa que a partícula correspondente. Se isso fosse 
verdade, porém, os superparceiros já teriam sido observados há muito tempo. Para levar em conta o fato de que os 
superparceiros nunca foram detectados, os proponentes da SUSY postularam que as massas dos superparceiros sáo muito 
elevadas, maiores que as das partículas W e Z. Com essa hipótese adicional, a teoría da supersimetria leva a urna energía de 
unifícaqáo compatível com o valor obtido por extrapolaqáo (Figura 12-31), a um tempo de vida do próton compatível com os 
limites obtidos experimentalmente e a um valor unificado da constante de acoplamento compatível com as extrapolares atuais. 
Como já foi dito, urna das missóes do Large Hadron Collider será testar as previsóes da supersimetria. 

A SUSY também faz parte de urna teoría, da qual existem algumas variantes, conhecida como teoría das cordas. Na teoría 



das cordas, as partículas elementares sao consideradas pequeñas cordas que vibram em 10 ou mais dimensóes. As dimensóes 
adicionáis sao necessárias para eliminar os problemas teóricos envolvidos na quantizagáo da interagáo gravitacional. No 
momento, os físicos de partículas estáo divididos quanto á importancia da teoría das cordas; enquanto alguns as consideram o 
ponto de partida para urna “teoría de tudo”, outros afirmam que “nem mesmo está errada”. Até o momento, nao existe nenhuma 
compro vagáo experimental de que a teoría das cordas esteja correta. 

Decaimento do Próton 

Na GUT, os quarks e léptons sao diferentes estados de urna única partícula, o leptoquark , e ocorrem simétricamente no mesmo 
multipleto. Isso explicaría por que o número de geragóes de quarks é igual ao número de geragóes de léptons; também levaría á 
previsáo de que os quarks podem se transformar em léptons, e vice-versa, da mesma forma como néutrons e prótons podem 
trocar de identidade. Sendo esse o caso, o número bariónico deixaria de ser urna grandeza conservada e o próton nao seria 
estável. As versóes atuais da GUT atribuem ao próton um tempo de vida de 10 30 a 10 33 anos; este longo tempo de vida é 
compatível com o fato de que a unificagáo das interagóes ocorre apenas para energías extremamente elevadas. 



FIGURA 12-31 As constantes de acoplamento das quatro interagóes parecem estar tendendo para um valor único para valores de energía 
da ordem del0 15 al0 17 GeV. Como a energía máxima produzida no maior acelerador da atualidade, o Large Hadron Collider, é apenas 
14 TeV, a extrapolagáo para a energía de unificagáo E x está sujeita a grandes incertezas. 


Tabela 12-12 Partículas elementares e superparceiros correspondentes 

Partícula 

Símbolo 

Spin 

Superparceiro 

Símbolo 

Spin 

Quark 

9 

1 

2 

Squark 

9 

0 

Elétron 

e 

1 

2 

Selétron 

e 

0 

Múon 

M 

1 

2 

Smúon 

M 

0 

Táuon 

T 

1 

2 

Stáuon 

T 

0 

W 

w 

1 

Wino 

w 

1 

2 

Z 

z 

1 

Zino 

z 

1 

2 

Fóton 

Y 

1 

Fotino 

Y 

1 

2 










Glúon 

9 

1 

Gluíno 

9 

1 

2 

Higgs 

H 

0 

Higgsino 

H 

1 

2 



O Sudbury Neutrino Observatory (SNO), no Canadá, e o Super-Kamiokande (Super-K), no Japáo, colheram dados que confirmaram as 
oscilares dos neutrinos. (« a ) O detector de neutrinos do SNO é um recipiente de acrílico de forma esférica com 12 m de diámetro, que 
contém 1000 toneladas de água pesada (D 2 0) de alta pureza e está situado 2000 m abaixo da superficie. A luz Cherenkov produzida pelas 
reagoes dos neutrinos na água é detectada por 9456 fotomultiplicadoras com 20 cm de diámetro, (b) O detector de neutrinos Super-K é 
um recipiente de a^o inoxidável com 41,4 m de altura e 39,3 m de diámetro, que contém 50.000 toneladas de água pura (H 2 0) e está 
situado 1000 m abaixo da superficie. A luz Chereankov é monitorada por 11.283 fotomultiplicadoras. [( a ) Cortesía do Sudbury Neutrino 
Observatory ; (¡b ) cortesía do Kamioka Observatory , University ofTokyo .] 

Experimentos recentes estabeleceram um limite inferior para o tempo de vida do próton de aproximadamente 10 32 anos; o 
decaimento do próton nunca foi observado. As investigagóes do possível decaimento do próton, conduzidas em instalaqóes 
como o Super-Kamiokande, envolvem em geral a observaqáo de grandes volumes de água pura, á espera de urna das possíveis 
“assinaturas” do decaimento do próton, como, por exemplo, a reaqáo p —> 7r°e + ou a reaqáo p —> n + y e . A violaqáo da lei de 
conservaqáo do número bariónico logo após do big bang, quando as energías eram extremamente elevadas, ajudaria a resolver 
um importante problema da cosmología, o fato de que atualmente existem muito mais bárions que antibárions no universo. 

Na energía de unificaqáo, o número leptónico também nao seria conservado e reaqóes atualmente proibidas, como p~ —» e~ + 
ye(i + ^C + C + é~ 9 poderiam ocorrer. Embora várias investigares experimentáis tenham sido realizadas, até o momento nao 
foi observada nenhuma reaqáo que violasse a lei de conservaqáo do número de léptons. 

Neutrinos com Massa 

Quando Pauli, em 1930, propós a existencia dos neutrinos, imaginou urna partícula com massa de repouso zero. No final da 
década de 1960, Ray Davis e John N. Bahcall 24 mediram o fluxo de neutrinos provenientes do Sol e encontraram um valor que 
correspondía a apenas 30% do valor esperado, resultado que passou a ser conhecido como o problema dos neutrinos solares 
(veja a Seqáo 11-8). A recente soluqáo do problema, com a detecqáo de oscilaqóes entre os tipos de neutrinos no Sudbury 
Neutrino Observatory e no Super-Kamiokande, envolve o fato de que os neutrinos possuem urna pequeña massa de repouso 
(veja, na Seqáo Exploratoria, Oscilagoes e a Massa dos Neutrinos ), como é previsto na maioria das teorías da grande unificaqáo. 
Nessas teorías, a massa dos neutrinos é dada, aproximadamente, por 
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em que M eW é urna massa característica da interagáo eletrofraca, da ordem de 10 2 GeV/c 2 , e M x é a massa da unificagáo Eje 2 ~ 
10 16 GeV/c 2 (veja a Figura 12-31). Isso significa que a massa prevista para os neutrinos é muito menor que 1 eV. Além de 
resolver a questáo dos neutrinos solares, o fato de que os neutrinos possuem urna massa diferente de zero pode ajudar a 
esclarecer o problema da “massa que falta” no universo, que será discutido no Capítulo 13. 


Monopolos Magnéticos 

A maioria das GUTs também prevé a existencia de monopolos magnéticos, propostos pela primeira vez por Dirac em 1929. 
Dirac mostrou que a mecánica quántica relativística leva á quantizagáo tanto da carga elétrica e quanto da carga magnética q m . 
A carga magnética de um monopolo seria dada por 

q m = para n = 1.2,3,.. - 12-34 

É importante observar que q 2 Jhc ~ hc/e 2 ex 1/a. Ñas teorías unificadas, a quantizagáo da carga elétrica ocorre naturalmente em 
unidades de e e sao previstos monopolos magnéticos de carga q m e massa M m . O valor teórico de M m é muito grande, da ordem 
de 10 16 GeV/c 2 ; nao existe (e nem existirá, no futuro previsível) nenhum acelerador capaz de produzir energías táo elevadas. 
Observagóes de raios cósmicos estabelecem um limite superior para o fluxo de monopolos magnéticos de 10 _15 cm“ 2 -s _1 por 
unidade de ángulo sólido. Este valor corresponde também ao máximo fluxo que poderia existir na Via Láctea sem destruir o 
campo magnético galáctico observado experimentalmente. Até o momento, o único monopolo magnético de que se tem noticia 
foi supostamente observado por B. Cabrera em 1982. Essa observagáo é incompatível com os limites atuais. 


Urna Oportunidade PARA VOCÉ Todo mundo sabe que nao é possível obter polos magnéticos isolados (monopolos magnéticos) 
cortando ao meio um ímá em forma de barra, o que nos dá simplesmente dois ímás menores, cada um com dois polos. Em 1929, Dirac 
mostrou que, de acordo com a mecánica relativística, deveriam existir monopolos magnéticos; entretanto, apesar de muitas buscas, os 
cientistas até hoje nao conseguiram encontrar esses dipolos (a nao ser por urna única observagáo, que nao foi confirmada; veja o 
parágrafo anterior). Em 2009, dois grupos de pesquisa conseguiram criar “quase partículas” (entidades, como os fónons mencionados 
na Segáo 10-9, que se comportam como partículas, mas só existem como excitagóes em substancias sólidas e outros sistemas 
complexos) que apresentam propriedades semelhantes ás dos monopolos magnéticos. Os cristais em que essas quase partículas foram 
observadas, denominados gelos de spin porque apresentam urna estrutura magnética semelhante á estrutura cristalina do gelo comum, 
oferecem urna excelente oportunidade para que cientistas teóricos e experimentáis tenham urna ideia do modo como monopolos 
magnéticos de verdade se comportariam, e talvez inspirem novos métodos para detectar a existéncia de monopolos magnéticos na 
natureza. 


Gravidade Quántica 

A incorporagáo da gravidade quántica ás teorías da grande unificagáo constituí um imenso desafio. A mais promissora das 
versóes atuais, conhecida como teoría das superfibras , por considerar as partículas fundamentáis como fibras, e nao como 
pontos, se baseia em um universo de dez dimensóes (nove espaciáis e urna temporal) no qual seis das dimensóes espaciáis tém 
urna curvatura táo grande que náo podem ser observadas. O “comprimento” das fibras é da ordem de l(T 35 m, o que as coloca 
fora dos limites de medigáo. Além de incluir a gravidade quántica, a teoría das superfibras também leva a teorías de calibre 25 
com os bósons mediadores corretos; entretanto, embora venha sendo estudada com interesse pelos físicos teóricos, ainda náo foi 
comprovada por resultados experimentáis e ainda náo se sabe se constitui urna boa representagáo da realidade. 

Muitas perguntas ainda náo foram respondidas. Por exemplo: Os quarks possuem urna estrutura interna? Qual é a origem do 
isospin? Existem algumas indicagóes de que os hádrons estáo cercados por um “mar” de pares quark-antiquark. Quais sáo as 
consequéncias desse fato? Qual é a relagáo entre a carga fracionária e a cor dos quarks? Para investigar experimentalmente 
esses problemas, será preciso construir aceleradores de maior energía e detectores mais avangados. Urna coisa é certa: ainda há 
muito a fazer. 


SEQÁO EXPLORATORIA 
Oscilagoes e a Massa dos Neutrinos 



De acordo com a mecánica quántica, para que os neutrinos possam mudar de um tipo, ou sabor, para outro, é preciso 
que possuam urna massa de repouso diferente de zero, quer sejam produzidos no Sol, na atmosfera, em um reator nuclear, em um 
acelerador de partículas ou em outro lugar qualquer do universo. Embora a explicagáo detalhada desta afirmagáo esteja fora do escopo 
deste livro, vamos apresentar urna breve discussáo da correspondencia entre oscilares de sabor e a existencia de urna massa de 
repouso. A relagáo entre as fungoes de onda de sabor dos neutrinos e as autofungoes de massa é dada pelas equagoes 

'k, = 

2 , 12-35 

*k = 2 

ti 

em que \|/ a sao as fungoes de onda de sabor dos neutrinos (a = v e , v^, v^), \|/¿ sao as autofungoes de massa (z = v ]? V 2 , V 3 ) e U a i é urna 
constante que descreve o grau de mistura do sabor a com a massa z. Na ausencia de oscilagoes, U a i = 1 para todos os valores de a e de 
i e, portanto, U a i é igual á autofungáo de massa de v a para todos os valores de a; entretanto, os experimentos já mencionados revelam 
que as oscilagoes existem e, portanto, U a 1. Como veremos daqui a pouco, os estados com diferentes autofungoes de massa se 
propagam com velocidades de grupo diferentes; quanto maior a massa, menor a velocidade de grupo. Como as fungoes de onda sao 
combinagoes de autofungoes de massa, a diferenga de velocidade faz com que haja interferencia entre as fungoes de onda. Ñas 
posigoes em que existe interferencia destrutiva para a fungáo de onda de um certo sabor de neutrino, a probabilidade de que esse 
sabor seja observado é menor que na posigáo inicial; ñas posigoes em que existe interferencia construtiva, a probabilidade é maior. 
Isso significa que os neutrinos mudam periódicamente de sabor enquanto se propagam no espago. 

As autofungoes de massa sao ondas planas, da forma 

12-36 

que satisfazem a equagáo de Schródinger dependente do tempo (Equagáo 6 - 6 ). 

A variagáo da energia com a massa é dada pela Equagáo 2-31, que pode ser escrita na forma 

E — V (pe) 2 + ( me 1 ) 1 2-31 



OU 


E = (pe) 


1 + 


imc 2 ) 

(pe) 2 


2\2 -11/2 


Como, para os neutrinos que estamos discutindo, a energia total E é muito maior que a massa de repouso me 2 , podemos substituir essa 
equacao pelos dois primeiros termos da expansáo binomial: 


(me 2 }* 

E ** pe + — -+ ■ ■ * 12-37 

2 pe 

Nesse caso, a velocidade de grupo das autofungoes de massa é 


dE (me 3 ) 2 
1 dp 2 p 2 c 

Assim, quanto maior a massa, menor a velocidade de grupo da autofungáo de massa, como havíamos antecipado. 

Depois de passar um tempo t se propagando com urna velocidade v ~ c, as autofungoes de massa percorrem urna distancia x~ ct = 


it S>ju ~) 

4»,(L) - e hc 2E Oíj(0) 
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Nesse instante, a probabilidade de que um neutrino que tinha o sabor a no instante t = 0 seja observado com um sabor p é dada por 

2 
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1 i 


n-y) 


Supondo que existam apenas dois tipos de neutrinos (o caso de tres tipos é mais difícil de analisar), a Equagáo 12-39 se toma, 
depois de algumas manipulagoes matemáticas, 
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em que 0 é a constante equivalente ás constantes U a i da Equasáo 12-35, conhecida como ángulo de mistura dos neutrinos, e A m é a 
diferenga das massas dos dois tipos de neutrinos. Embora a Equagáo 12-40 tenha sido calculada supondo que existem apenas dois 
tipos de neutrinos, é urna aproximaipáo razoável para oscilaipoes <-> v x na atmosfera terrestre, que seriam responsáveis pela detecgáo 
de urna concentrado dos produzidos por raios cósmicos menor que a esperada, já que, nesse caso, a contribuido dos v e é 
considerada irrelevante. Também é razoável para oscilagoes v e <-► v^ e v T dos neutrinos do elétron produzidos no Sol (veja a 

Figura 12-32). 



FIGURA 12-32 Este gráfico de P ee = 1 - P e[l (dada pela Equagáo 12-40) mostra a probabilidade de que um neutrino do elétron v e produzido no 
Sol seja detectado como v e depois de percorrer urna distáncia L. Para distáncias maiores que 1000 km, a distáncia entre picos sucessivos se toma 
táo pequeña que nao pode ser mostrada neste gráfico semilog. A grandes distáncias do Sol, na Terra, por exemplo, o valor medido é o valor 
médio de Pee , aproximadamente 0,6. [Adaptado de Chris Waltham, “Teaching Neutrino Oscillations”, American Journal of Physics 729 , 6 (June 
2004).] 


Como os experimentos mostram que, no caso dos neutrinos solares, 0(v e , v^) ~ 0(v e , v^) = 33,9 e, no caso dos neutrinos 
atmosféricos, ©(v^, v^) = 45,0°, os valores atualmente aceitos para A m 2 sao: 

¿mLr & 6,0 x IO -í eV 3 


- U x ur'ev 2 



Leitura Suplementar 

Como foi dito na subsegáo a respeito de supersimetria, na teoria das cordas, as partículas elementares sao 
consideradas pequeñas cordas que vibram em 10 ou mais dimensóes. Outros aspectos dessa teoria sao 
discutidos na Leitura Suplementar Teoria das Cordas , disponível no site da LTC Editora para este livro na 
Internet. 
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1. Conceitos básicos 


Antipartículas 

Toda partícula fundamental possui urna antipartícula. Alguns pares 
partículaanti-partícula sao diferentes, como o elétron e o positrón; 
outros, como o fóton, sao a mesma partícula. 

Diagramas de Feynman 

Sao diagramas no espago-tempo que permitem visualizar as 
interagóes entre partículas. Um exemplo é o diagrama que 
representa a repulsáo eletrostática entre cargas de mesmo sinal. 

Léptons e quarks 

A matéria é feita de dois tipos de partículas elementares, léptons e 
quarks, ambos com tres geragoes. 


2. Interagóes fundamentáis 


Partículas mediadoras 

1. Interagáo forte, glúons 

2. Interagáo eletromagnética, fótons 

3. Interagáo traca, l/V*, Z° 

4. Interagáo gravitacional, grávitons 

“Forga” das interagóes 

Este termo se refere ao módulo das constantes de acoplamento 
adimensionais que multiplicam a parte dependente do tempo das 
fungóes que expressam a energía potencial associada as diferentes 
interagóes. 

3. Leis de conservagáo e simetrías 

A toda simetría do hamiltoniano de urna partícula está associada 
urna lei de conservagáo, e vice-versa (teorema de Noether). A 
energía, o momento, a carga elétrica e o momento angular sáo 
conservados em todas as interagóes. Outras grandezas sáo 
conservadas apenas em algumas interagóes. 0 isospin, por 
exemplo, é conservado na interagáo forte, mas náo é conservado 
na interagáo eletromagnética e na interagáo fraca. 

4. 0 Modelo-padrao 

0 Modelo-padrao procura explicar toda a matéria em termos de 
interagóes entre trés tipos de partículas elementares: quarks, 
léptons e partículas mediadoras. 

Cor 

Existem trés valores possíveis para a cor de um quark: vermelho, 
azul e verde. De acordo com o Modelo-padrao, todas as partículas 
compostas de quarks sao incolores. 

Cromodinámica quántica 

Urna fungáo proposta para a energía potencial da interagáo forte é a 
seguinte: 

, „ 4o\ 

V»< r ) = “^7 + kr 12-32 

5. Para além do Modelo-padrao 

As teorías da grande unificagáo (GUTs) procuram unificar 
matemáticamente as quatro interagóes básicas. De acordo com 
algumas dessas teorías, os prótons náo sáo estáveis, existem 







monopolos magnéticos e a massa de repouso dos neutrinos nao é 
zero. Até o momento, apenas a terceira dessas possibilidades foi 
comprovada experimentalmente. 
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Notas 


1. A palavra átomo vem do grego atomos , que significa “indivisível”, e foi usada pela primeira vez pelo filósofo Demócrito, um 
contemporáneo de Sócrates, há cerca de 2400 anos, para designar as menores partículas de matéria. Além de acreditar que a 
matéria era feita de partículas indivisíveis, Demócrito também sustentava que a Via Láctea era um aglomerado de estrelas e que 
a Lúa possuía montanhas e vales como a Terra. 

2. Cari David Anderson (1905-1991), físico americano. Tres anos depois de descobrir o positrón nos rastros deixados por raios 
cósmicos em urna cámara de nuvens, Anderson descobriu os múons em um estudo semelhante. As descobertas lhe valeram o 
Premio Nobel de Física de 1936, que compartilhou com Victor Franz Hess, o descobridor dos raios cósmicos. 

3. A equaqáo de Dirac para partículas com spin fracionário, como o elétron, é a versáo relativística da equaqáo de Schródinger; 
entretanto, nao pode ser obtida simplesmente escrevendo urna versáo relativística da Equaqáo 2-31, já que a funqáo de onda 
resultante nao incluí os efeitos do spin. 

4. Richard Phillips Feynman (1918-1988), físico americano que descrevia a si próprio como “um tipo curioso”. Figura quase 
lendária na física americana, foi um dos muitos cientistas que trabalharam durante a Segunda Guerra Mundial no Projeto 
Manhattan, em Los Alamos, onde também se tornou um eximio arrombador de cofres. Excelente tocador de bongó e artista 
plástico razoável, compartilhou o Premio Nobel de Física com Julián Schwinger e Sin-Itiro Tomonaga pelo desenvolvimento da 
eletrodinámica quántica. Seus livros autobiográficos, Surely You’re Joking , Mr. Feynman! e What Do You Care What People 
Think? estáo repletos de passagens pitorescas. 

5. Emilio Gino Segré (1905-1989), físico italiano naturalizado americano. Amigo e colega de Fermi, Segré compartilhou o 
Premio Nobel de Física de 1959 com Owen Chamberlain, um dos membros do seu grupo de pesquisa em Berkeley, pela 
descoberta do antipróton. Talvez de maior interesse prático tenha sido a descoberta do tecnécio (Z = 43), o primeiro elemento a 
ser criado artificialmente. Um isótopo do tecnécio, o "Te, é, de longe, o radioisótopo mais usado na medicina. 

6. Este processo é conhecido na QED como espalhamento de Moller. 

7. Na verdade, por um número infinito de diagramas. Entretanto, como a contribuiqáo relativa de cada diagrama para o processo 
total diminuí rápidamente com o número de vértices, os diagramas mais complexos normalmente podem ser ignorados. 

8. O nome lépton , que significa “partícula leve”, foi escolhido inicialmente porque essas partículas tinham urna massa muito 
menor que a dos hádrons; entretanto, o táuon (descoberto por M. Perl em 1975) possui urna massa quase duas vezes maior que a 
do próton, de modo que o nome já nao reflete corretamente a massa das partículas desse tipo. 

9. A razáo pela qual queremos tomar adimensional a constante de acoplamento é que, assim, os resultados obtidos por qualquer 
observador podem ser comparados entre si, independentemente das unidades utilizadas. 

10. Cario Rubbia (1934-), físico italiano. Foi diretor-geral do CERN. Dividiu o Premio Nobel de Física de 1984 com Simón van 
der Meer, também do CERN, pela descoberta das partículas W^ 9 W~ e Z°. 

11. Amafie “Emmy” Noether (1882-1935), matemática alema. Suas contribuiqóes ajudaram Einstein a formular as leis de 
conservaqáo de energía e momento na teoría da relatividade geral. É considerada pelos matemáticos como a “máe da álgebra 
moderna”. Emigrou para os Estados Unidos em 1933, depois de ser destituida de sua posiqáo na Universidade de Góttingen pelo 
regime nazista. Seu obituário no New York Times foi escrito por Einstein. 



12. Os operadores, como H op , que possuem autovalores reais (observáveis) sao conhecidos como operadores hermitianos. Todo 
operador hermitiano satisfaz a relagáo 


13. Murray Gell-Mann (1929-), físico americano. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1969 por este e outros estudos das 
partículas fundamentáis e suas interagóes. 

14. Um físico chegou a prever, irónicamente: por volta de 1990, todos os físicos seráo famosos, já que haverá partículas 

suficientes para homenagear cada físico (~ 30.000) com o nome de urna partícula”. Mais tarde, verificou-se que muitas dessas 
“descobertas” eram falsas. 

15. A origem do nome está em um pensamento atribuido a Buda: “Esta, ó monges, é a nobre verdade do caminho que leva á 
cessagáo da dor. Este é o nobre Caminho Óctuplo : visáo correta, intengáo correta, discurso correto, agáo correta, vida correta, 
esforgo correto, atengáo correta e concentragáo correta.” 

16. Existem muitos tipos de grupos. Alguns exemplos sao os grupos finitos , como o grupo do triángulo, que possui seis 
membros, os grupos infinitos , como o grupo dos números inteiros positivos, e os grupos continuos , cujos membros dependem 
de um ou mais parámetros continuos. (Outros tipos de grupos sao discutidos em Griffiths, D. J., Introduction to Elementary 
Partióles , 2r revised ed., Wiley-VCH, Weinheim, Germany, 2008.) 

17. Gell-Mann propós o nome “quark” inspirado em urna frase do livro Finnegans Wake , de James Joyce: “Three quarks for 
Muster Mark” (“Tres quarks para Mestre Mark”). Joyce nao explica no livro o que é um quark. 

18. A combinagáo correta de quark nem sempre é a mais obvia porque a fungáo de onda total da partícula deve apresentar a 
simetría correta. Assim, por exemplo, o méson n° é urna combinagáo linear de uü e d~f. 

19. Samuel Chao Chung Ting (1936-), físico americano, e Burton Richter (1931-), físico americano, receberam o Premio Nobel 
de Física de 1976 por essa importante descoberta. 

20. Um físico comparou a atitude dos cientistas diante da partícula J/\\r com a de um biólogo que chegasse a urna aldeia remota 
ñas montanhas e descobrisse que os habitantes viviam, em média, 70.000 anos. Essa seria certamente urna indicagáo de que 
novos fenómenos biológicos estavam sendo observados. 

21. Os físicos de partículas chamaram a descoberta da partícula J/\\i de “revolugáo de novembro”, querendo com isso dizer que a 
divulgagáo do trabalho, em novembro de 1974, reforgou consideravelmente a posigáo dos que defendiam a teoría dos quarks. 

22. Como os mésons, os glúons formam nove combinagóes diferentes; entretanto, no caso dos glúons, urna das combinagóes, a 
que corresponde a um singleto incolor, é descartada por questóes técnicas. 

23. Como aínda nao existe urna teoría quántica da gravitagáo comparável á QED e á QCD, as tentativas atuais de desenvolver 
urna GUT incluem apenas a interagáo forte e a interagáo eletrofraca. 

24. Raymond Davis, Jr. (1914-2006), físico americano, e John Bahcall (1934-2005), físico americano. Davis recebeu o Premio 
Nobel de Física por suas observagóes, juntamente com o físico japonés Masatoshi Koshiba. 

25. Teorías ñas quais a interagáo é determinada pela invariáncia das equagóes matemáticas da teoría em relagáo a certas 
transformagóes. A eletrodinámica clássica, a QED e a QCD sao teorias de calibre. Curiosamente, a mecánica ondulatoria de 
Schródinger nao é urna teoría de calibre. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

NÍVEL I 

Segáo 12-1 Conceitos Básicos 

12-1. Dois píons em repouso se aniquilam mutuamente através da reagáo 7i + + n~ —> y + y. (a) Por que as energías dos dois raios 
gama devem ser iguais? ( b ) Calcule a energía dos raios gama, (c) Calcule o comprimento de onda dos raios gama. 

12-2. Determine a energia mínima do fóton para que as seguintes reagóes ocorram: (a) y - A + + (b) y —> p + p, e (c) y —> pT 

+ p + . 

12-3. Desenhe dois diagramas de Feynman diferentes para os seguintes eventos: (a) e + + e~ —> e + + e~\ {b) y + e~ —> y + e~. 

12-4. Desenhe diagramas de Feynmam para os seguintes eventos de espalhamento: (< a ) elétron-elétron; ( b ) elétron-pósitron; (c) 
efeito Compton. 

12-5. Determine (a) a energia do elétron; ( b ) a energia do núcleo de 32 S; (c) o momento do elétron e do núcleo de 32 S na reagáo 

32 32 - - 32 


de decaimento P —> S + e , supondo que nao existem neutrinos no estado final (n —► p + e ). (A massa de repouso do P é 
31,973762 u.) 

12-6. Os antiprótons quase sempre sao aniquilados na reagáo p + —> y + y. Suponha que um próton e um antipróton se 

aniquilem em repouso. {a) Por que devem ser produzidos dois fótons em vez de um? ( b ) Qual é a energía dos fótons? (c) Qual é 
o comprimento de onda dos fótons? (< d) Qual é a frequéncia dos fótons? 

12-7. A Figura 12-2 mostra a produgáo do primeiro antipróton, que ocorreu através da reagáo p+p^>p+p+p + p. Para que a 
reagáo seja possível, é necessária urna energía cinética mínima de 5,6 GeV. (Os prótons usados no experimento tinham urna 
energía de 25 GeV.) As reagóes a seguir exigiriam menos energía. Explique por que nao ocorrem na prática. (a)p+ p —> p + e~ 
+ e + + p;(b)p+p^p + p. 

12-8. O positrónio é um estado ligado de um elétron e um positrón (veja a Segáo 2-4). O tempo de vida do positrónio, expresso 
ñas unidades naturais usadas pelos físicos de partículas (h = c= 1), é x = 2/ma 5 , em que m é a massa do elétron e a é a constante 
de estrutura fina, (a) Use o método da análise dimensional para incluir h q c na expressáo de x. {tí) Calcule o valor de x em 
picossegundos. 

Segáo 12-2 Interagóes Fundamentáis e Partículas Mediadoras 

12-9. Determine a interagáo responsável pelos seguintes decaimentos: 

(a) n —> p + e~ + ou 
{tí) 7T° —► y + y 

(c) A + —> 71° + p 

(d) Tí + > p + + 

12-10. Qual dos seguintes decaimentos leva mais tempo para ocorrer: n° —> y + y ou pT —> n~ + y^? Justifique sua resposta. 
12-11. Quais das reagóes abaixo podem ser mediadas pela interagáo fraca? Justifique sua resposta. 

(a) it"+ ^ 

( h ) p + e~ + — e~ + tt" 1- + p 

(c) A° -► 'IT + + e~ + iv 
(f/) p + v^—» + n 

12-12. Qual das quatro interagóes fundamentáis é provavelmente responsável pelas reagóes abaixo? 

(ti) l6 0 (estado excitado) —> |ft O (estado fundamental) + 7 
(A) V t + íf 

(c) P + 7 + 7 

(d) /> + v* —>n + 

(é) 'tr ' 1 + p —* ir 1 ' + p 
<f) 3 H —*■ *He + e~ + v r 

12-13. Use as informagóes relativas aos neutrinos produzidos pela supemova 1987A, incluindo as que aparecem na Figura 12- 
33, para determinar um limite superior para a massa do neutrino do elétron. 
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FIGURA 12-33 Problema 12-13. Energía de antineutrinos do elétron em fungáo do tempo de chegada no detector Kamiokande, no 
Japáo, para os antineutrinos emitidos pela supemova 1987A. A dispersáo nos tempos de chegada (da ordem de 13 s) pode ser usada para 
determinar um limite superior para a massa do y e . 














12-14. As energías de repouso das partículas X + e X sao ligeiramente diferentes, enquanto as energías de repouso das partículas 
7i + e tí sao exatamente iguais. Explique a razáo da diferenga. 

12-15. Desenlie os diagramas de Feynman dos seguintes decaimentos: 

(íí) jjl + —» e * + v, + 

(b) lf" -* + Vj, 

(c) 7~ —* |V + Vp + 

Segáo 12-3 Leis de Conservagáo e Simetrías 

12-16. Calcule a indeterminagáo da energía de repouso das seguintes partículas: (a) A(1670); (b) E(2030); (c) A(1232). 

12-17. Determine quais das reagóes abaixo violam urna ou mais das leis de conservagáo e indique quais sao as leis violadas em 
cada caso. 

(a) p —► n + e + + v c 

(b) n p + ir" 

(c) e + fe" y 

(d) p + p^y + y 

(e) + p —* n + e* 

(f ) p + e~ 

12-18. O pión neutro decai 99% das vezes através da reagáo n° —> 2y e o pión negativo decai através da reagáo tt _ —> tt _ + y (a) 
Qual das duas reagóes é mediada pela interagáo eletromagnética? (b) Por que o decaimento do pión neutro com a produgáo de 
um único fóton nunca é observado? (c) A composigáo de quarks do pión negativo é üd. Desenhe um diagrama de Feyn-man que 
mostré os quarks envolvidos no decaimento do pión negativo. 

12-19. Determine a variagáo de estranheza ñas reagóes a seguir e indique se a reagáo é mediada pela interagáo forte, pela 
interagáo eletromagnética, pela interagáo fraca, ou náo pode acontecer. 

(a) Q“ —> 2° + — (b) 2° —> p + n~ + n °; (c) A° —> p + n~. 

12-20. Determine a variagáo de estranheza ñas reagóes a seguir e indique se a reagáo é mediada pela interagáo forte, pela 
interagáo eletromagnética, pela interagáo fraca, ou náo pode acontecer. 

(a) Q~ —> A° + y e + e~\ (b) E + —> p + 71°; (c) 2° —> A° + y. 

12-21. As regras para determinar o isospin total de duas ou mais partículas sáo as mesmas usadas para combinar momentos 
angulares. Por exemplo: como 1= 1/2 para os núcleons, o valor total do isospin para um sistema de dois núcleons pode ser 1= 1 
ou / = 0. Como / 3 = +1/2 para o próton, o sistema p + p tem I 3 = +1 e, portanto, deve ter / = 1. Determine o valor de / 3 e os 
valores possíveis de / para as seguintes combinagóes: 

(a) ii + n 
( h) ii + p 

(c) ir 4 " + p 

(d ) 7T ' + /I 

(e) ir 4- + n 

12-22. Quais dos decaimentos a seguir sao permitidos e quais sao proibidos? Se o decaimento for permitido, indique a interagáo 
responsável. Se for proibido, indique a lei de conservagáo que seria violada. 

(a) ir” —* e~ + y 

(b) + v e + v, 

(c) tí* —» e~ + e* + pt 4- + 

(d) A° —* 7T + 4- "IT - 

(e) n—*p + e~ + v v 

12-23. Indique, para as partículas a seguir, dois possíveis decaimentos que respeitem todas as leis de conservagáo: ( a ) Q~; (b) 
2 + ; (c) A°; (d) n °; {é) K\ 

12-24. Considere as seguintes reagóes: 


seguida por 


K + p-±K" + K + + O 


Dado que B = 1 para o próton e B = 0 para os mésons e que o número bariónico é conservado, determine o número bariónico 
das partículas e H°. 

12-25. Em quais dos seguintes decaimentos e reagóes a estranheza é conservada? 

(а) P + P —* 1 1 7 

(б) ir" + A fl 

(c) X + -> A° + TT + 

(¿í) ir" + p —* ir - + £* 

(e) ir -* 5" + 

Segáo 12-4 O Modelo-padráo 

12-26. Determine o número bariónico, a carga, o isospin e a estranheza das combinagóes de quarks a seguir e identifique o 
hádron correspondente: (a) uud ; (6) «úW; (c) www; (¿/) waa; ( e ) <Zsw; (/) suu ; (g) sdd. 

12-27. Determine o número bariónico, a carga, o isospin e a estranheza das combinagóes de quarks a seguir e identifique o 
hádron correspondente (como acontece com qualquer par partícula-antipartícula, a carga e a estranheza de um antiquark sao os 
negativos da carga e da estranheza do quark correspondente): ( a ) uj ; (b) üd; (c) u$; ( d) s$\ ( e ) js. 

12-28. Desenhe dois diagramas de Feynman para o decaimento do quark antibottom. 

12-29. Algumas combinagóes de quarks podem existir em dois ou mais estados de isospin, com cada estado correspondendo a 
um hádron diferente. Urna dessas combinagóes é uds. (a) Qual é o valor de / 3 para essa combinagáo? ( b ) Quais sao os valores 
possíveis do isospin total / para essa combinagáo? (< c ) Determine o número bariónico, a carga e a estranheza dessa combinagáo e 
identifique os hádrons correspondentes aos diferentes estados de isospin. 

12-30. A partícula A ++ é um bárion que decaí através da interagáo forte. Os números quánticos estranho, charme, top e bottom 
da partícula sao nulos. Que combinagáo de quarks resulta em urna partícula com essas propriedades? 

12-31. Calcule o alcance aproximado de urna interagáo fraca medida pela partícula W". 

12-32. Um dos modos de decaimento do méson é o seguinte: 

K —* tí " + pT + TE 

Desenhe o diagrama de Feynman deste decaimento, conhecido como decaimento semileptónico, mostrando a composigáo das 
partículas em termos de quarks. 

12-33. Um dos modos de decaimento da partícula A° é o decaimento, mediado pela interagáo fraca, dado pela seguinte reagáo: 
A° —> p + 7i~. Desenhe o diagrama de Feynman deste decaimento, conhecido como decaimento náo leptónico, mostrando a 
composigáo das partículas em termos de quarks. 

12-34. Mostré que o neutrón náo pode sofrer um decaimento semelhante ao decaimento náo leptónico da partícula A° (Problema 
12-33). 

12-35. Desenhe o diagrama de Feynman da reagáo de decaimento Q” —> S° + n . 

12-36. A partícula X°(1193) pode ser produzida através da reagáo K~ + p —> n° + X o . (a) Determine os números quánticos de 
carga, estranheza, charme, bottom e top da partícula X°(1193). (b) Com base na resposta do item (a), qual é a composigáo de 
quarks da partícula X°(l 193)? 

12-37. Encontré urna possível combinagáo de quarks que fomega os valores corretos de carga elétrica, número bariónico e 
estranheza (a) do méson K + ; ( b ) do méson K°. 

12-38. O méson D + tem números quánticos estranho = 0 e charme = +1. ( a ) Encontré urna possível combinagáo de quarks que 
fornega as propriedades corretas para esta partícula, (b) Repita o item ( a ) para o méson ZT, que é a antipartícula do méson D + . 

12-39. O tempo de vida da partícula X o é 6 x 10 -20 s, o da partícula X + é 0,8 x 10 -10 s e o da partícula é 1,48 x 10 -10 s, quase 
duas vezes maior que o da partícula X + . Por que os tempos de vida dos tres membros de um mesmo multipleto de isospin sáo táo 
diferentes? 

Segáo 12-5 Para Além do Modelo-padráo 

12-40. De acordo com as teorías da grande unifícagáo, o próton é instável. Explique por que, caso isso seja verdade, a leí de 
conservagáo do número bariónico náo pode ser válida em todos os casos. Se os léptons se transformam em quarks e vice-versa 
quando a energía é da ordem da energía de unifícagáo, isso quer dizer que as leis de conservagáo do número bariónico e do 
número leptónico devem ser substituidas por urna lei de conservagáo do número de “leptoquarks”? 

12-41. De acordo com as teorías da grande unifícagáo, o próton tem um tempo de vida da ordem de 10 32 anos. Se isso é verdade, 
quantos prótons decaem por ano nos océanos? (Suponha que a profundidade média dos océanos é de 1 km e que os océanos 


cobrem 75% da superficie terrestre.) 

12-42. Os prótons poderiam decair de várias formas. Quais sao as leis de conservagáo violadas ñas possibilidades abaixo? 

(ü) p -> e + + A" + v, 

(ÍJ) p -* 7T + + 7 

(c) —*■ ‘Jf 1 ’ -I- íC' 

NÍVEL II 

12-43. Encontré urna possível combina 9 ao de quarks para as seguintes partículas: ( a ) /j; (b) E°; (c) I + ; (d) Q“; (e) E~. 

12-44. Determine as propriedades das partículas que apresentam as seguintes combinagóes de quarks: ( a ) ddd\ ( b ) uq\ (c) u[¡; 

(d) ~$f$. 

12-45. Mostré que o bóson Z° nao pode decair em duas partículas iguais de spin zero. 

12-46. Considere a seguinte cadeia de decaimentos: 


E IJ —* A° + 

A" p + tr _ 

V 1 -*■ 7 + ^ 

ir" 

+ v, + 

(a) Todos os produtos fináis sao estáveis? Se a resposta for negativa, complete a cadeia de decaimentos. (tí) Escreva a reagáo 
global de decaimento da partícula S°. (c) Verifique se a reagáo global de decaimento respeita as leis de conservagáo de carga 
elétrica, número bariónico, número leptónico e estranheza. (d) O primeiro decaimento da cadeia poderia produzir urna partícula 
I o em vez de urna partícula A°? 

12-47. Determine a composigáo de quarks dos hádrons com os seguintes números quánticos (Q,B,S,C,B'): (2,1,0,1,0); 

( 0 , 1 ,- 2 , 1 , 0 ); ( 0 , 0 , 1 , 0 ,- 1 ); ( 0 ,- 1 , 1 , 0 , 0 ); ( 0 , 1 ,- 1 , 1 , 0 ); (- 1 , 1 ,- 3 , 0 , 0 ). 

12-48. Dois neutrinos com diferentes energías, E\ e E 2 , emitidos pela supemova SN1987A, chegam á Terra em instantes 
diferentes. Suponha que E\ = 20 MeV, E 2 = 5 MeV e a massa do neutrino é 2,2 eV/c 2 . Como a energía total dos neutrinos é 
muito maior que a energía de repouso, os neutrinos estao se movendo a urna velocidade muito próxima da velocidade da luz e, 
portanto, podemos usar a aproximagáo E ~ pe. {á) Mostré que a diferenga entre os tempos de chegada na Terra dos dois 
neutrinos é dada por 


~ t 

em que u x e u 2 sao as velocidades dos neutrinos eiéa dist 
{tí) Mostré que, para E » me 2 , a velocidade u é dada por 

n 
€ 

(c) Use o resultado do item {tí) para calcular u\ - u 2 para as energías e a massa dadas no enunciado e calcule o valor de A t para v 
= 1,7 x 10 5 anos-luz. 

{d) Repita o cálculo do item (c) supondo que a massa do neutrino é 40 eV/c 2 . 

12-49. Mostré que todos os números leptónicos sao conservados nos seguintes decaimentos: 

(a) ^l + =* e + + iv + Vp 

(b) +■ + v T 

(c) n —^p + 

(d) T-^iL- + ¡v 

12-50. Um méson n° com urna energía de 850 MeV decaí através da reagáo n° —> y + y. Determine os ángulos entre os 
momentos dos fótons e a diregáo original do méson n°. 

12-51. Verifique se os decaimentos a seguir respeitam as leis de conservagáo da energía, da carga elétrica, do número bariónico 
e do número leptónico: 




= X~ 


u i u 


\ u 2 


áncia percorrida. 


I - — 

2 V E 






(tí) A ü —» p + 7T 

(5) S” > /í i p~ 

(C) \L é~ + V f + ^ 

Suponha que as leis de conservagáo do momento linear e do momento angular sao respeitadas. Indique, se for o caso, qual é a 
lei de conservagáo que é violada. 

12-52. Considere a seguinte cadeia de decaimentos: 




v 

(a) Todos os produtos fináis sao estáveis? Se a resposta for negativa, complete a cadeia de decaimentos. ( b ) Escreva a reagáo 
global de decaimento da partícula Q“. (c) Verifique se a reagáo global de decaimento respeita as leis de conservagáo de carga 
elétrica, número bariónico, número leptónico e estranheza. 

NÍVEL III 

12-53. A massa do átomo de hidrogénio é menor que a soma das massas do próton e do elétron; a diferenga é a energia de 
ligagáo. Por outro lado, a massa do pión n + (formado pelos quarks u e J) é 139,6 MeV/c 2 e a soma das massas dos quarks u e J 
é menor que 20 MeV/c 2 . Como se explica a diferenga? 

12-54. (a) Calcule a energia cinética total dos produtos da reagáo de decaimento A° —> p + tT, supondo que a partícula A° se 
encontra inicialmente em repouso. ( b ) Calcule a razáo entre a energia cinética do pión e a energia cinética do próton. (c) Calcule 
a energia cinética do próton e do pión. 

12-55. Urna partícula X o em repouso decai em urna partícula A° e um fóton. (a) Qual é a energia total dos produtos do 
decaimento? ( b ) Supondo que a energia cinética da partícula A° pode ser desprezada em comparagáo com a energia do fóton, 
calcule o valor aproximado do momento do fóton. (c) Use o resultado do item (b) para calcular a energia cinética da partícula 
A°. (< d) Use o resultado do item (c) para obter urna melhor estimativa do momento e da energia do fóton. 

12-56. Existem tres modos possíveis de decaimento da partícula x”. (a) Desenhe os diagramas de Feynman dos tres modos de 
decaimento. (tí) Qual dos tres modos de decaimento é o mais provável? Justifique sua resposta. 

12-57. Em um acelerador de partículas de grande porte, como o LHC, o momento de um próton que se move em urna trajetória 
circular de raio R é dado por p = 0,3 RB GeV/c, considerando que B é o campo magnético. Mostré que esta expressáo está 
correta. 


íi -*g fl + ir 

H°-* 5 + + e~ ~ 

-*■ |V + Vp 

+ tt + 

^ + - Vj. 
|A + —»Í? + + V, + 

JA * + ÍV + 


*Do inglés quantum £lectro¿/ynamics. (N.T.) 

*Do inglés quantum chromotífynamics. (N.T.) 

*Do inglés red, ¿lúe e green, respectivamente. (N.T.) 

*Na verdade, todas as grandezas associadas aos números 
internos dos quarks mostrados na Tabela 12-5 sao conservadas 
ñas intera^oes fortes. (N.T.) 

*Os quarks c, b e t ser^o discutidos mais adiante. (N.T.) 

*As partículas A° e £° possuem o mesmo conjunto de quarks 
( uds ); o £° pode ser considerado um estado excitado do A°. 
(N.T.) 

*Do inglés grand wnifícation theory. (N.T.) 

**Do inglés swpersjmmetry. (N.T.) 
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A física é urna ciencia experimental. Nossas teorías a respeito da natureza, desde as leis de Newton até a relatividade e a 
mecánica quántica, passando pelas equagóes de Maxwell, se baseiam em um número imenso de observagóes 
experimentáis. Neste capítulo, vamos esquecer a Terra e aplicar os principios da física ao estudo dos astros, um ramo da física 
conhecido como astrofísica , e á investigagáo da estrutura do universo, um ramo que é chamado de cosmología. No processo, 
temos que expandir a escala de nossa discussáo das dimensóes em femtómetros e nanómetros dos núcleos, átomos e moléculas 
para as dimensóes em anos-luz das galáxias e do espago sideral, urna variagáo de mais de 40 ordens de grandeza. 

Para estudar as estrelas e galáxias, os astrofísicos e cosmólogos tém que se contentar com a radiagáo eletromagnética e 
eventuais partículas emitidas no passado que estejam chegando á Terra no momento da observagáo. As informagóes assim 
obtidas, juntamente com a hipótese básica de que as leis da física descobertas aqui na Terra sao as mesmas no resto do universo, 
constituem a base do trabalho desses cientistas. Durante a maior parte da historia, o instrumento usado para estudar o cosmo foi 
o olho humano. Embora bem adaptado para a vida na Terra, o olho é um instrumento relativamente pobre para o estudo 
científico do céu, já que armazena as informagóes durante apenas urna fragáo de segundo antes de transmiti-las ao cérebro para 
serem analisadas, é sensível apenas a urna pequeña parte do espectro eletromagnético, e possui urna resolugáo e urna 
sensibilidade relativamente pobres. Hoje em dia, a maior parte das informagóes a respeito do universo distante é obtida com o 
auxilio de telescopios. 


13-1 O Sol 

O astro que mais chama a atengáo no céu, naturalmente, é o Sol. O Sol é importante para nos por várias razóes. Em primeiro 
lugar, so existe vida na Terra gragas á radiagáo solar. É ela que mantém a superficie terrestre em urna temperatura confortável, 
além de fomecer grande parte da energía que consumimos. Como o Sol contém quase toda a massa do sistema solar, é também 
responsável pela forga gravitacional que mantém nosso planeta em órbita. Mais importante, porém, para nossos propósitos nesta 
segáo, é o fato de que o Sol é a única estrela, entre 100 bilhóes que existem na Via Láctea, suficientemente próxima da Terra 
para que possamos examinar sua superficie. Todas as outras estáo táo distantes, que aparecem apenas como pontos luminosos, 
mesmo quando observadas nos telescopios mais potentes. (Recentemente, surgiram tres excegóes: Betelgeuse, cuja superficie 



foi fotografada pelo Telescopio Espacial Hubble, e Achernar e Altair, cuja forma foi estudada por interferometria.) O que 
aprendemos ao estudar a superficie do Sol nao so ajuda a compreender os processos físicos que ocorrem no interior do astro, 
mas pode ser aplicado a outras estrelas. 


A Superficie e a Atmosfera do Sol 

Podemos ver apenas a fina camada exterior do Sol, a fotosfera , responsável pela luz que toma o Sol visível. A fotosfera é 
considerada a superficie do Sol. A energía solar que chega á parte superior da atmosfera terrestre por segundo e por metro 
quadrado é chamada de irradiáncia solar ou constante solar e representada pela letra f O valor experimental da constante solar 
é 

/= 1,365 X ICPW/m 2 13-1 

A grandeza correspondente para outras estrelas é chamada de fluxo radiante (veja a Segáo 13-2). A potencia total irradiada pelo 
Sol (ou qualquer outra estrela) é conhecida como luminosidade e representada pela letra L. A partir da constante solar, da 
distancia entre a Terra e o Sol, que é igual a 1,496 x 10 8 km [1 unidade astronómica (UA)], e da lei de conservagáo da energía, 
podemos calcular a luminosidade do Sol. A área A de urna esfera com 1 UA de raio é dada por 


A = 4i rr 2 = 4ir( 1,4% X I0 lí ) 2 irr 


A essa distancia, cada metro quadrado recebe energía do Sol a urna taxa dada pela constante solar. Assim, a luminosidade L Q do 
Sol é dada por 


Lq = Af= 4tt( 1,4% X 10 n m) 2 ( 1,365 X l0 3 W/m 2 ) 

Lq. = 3,84 X I Ü íh W 13-2 


Q 


26 


Trata-se de urna potencia gigantesca. Se pudéssemos instalar urna usina de energia elétrica de 1000 megawatts em 
cada metro quadrado da superficie da Terra, todas as usinas combinadas produziriam apenas 0,1% da potencia 
produzida pelo Sol. Existem planos para usar a pressáo produzida pela radiagáo solar como forma de propulsáo de 
naves interplanetárias. 

Supondo que o Sol se comporta como um corpo negro, podemos usar a luminosidade e o raio solar (6,96 x 10 8 


m) para calcular a temperatura efetiva da superficie do Sol a partir da lei de Stefan-Boltzmann. De acordo com essa lei (veja a 
Segáo 3-2), a irradiáncia R (potencia por unidade de área) de um corpo negro em equilibrio térmico é proporcional á quarta 
potencia da temperatura da superficie: 


R = u F 1 3-4 

em que o = 5,67 x 1(T 8 W/m 2 • K 4 e T é a temperatura absoluta. Se o raio do Sol é R Q , a irradiáncia da superficie visível do Sol, 
a fotosfera , é 


R = 




13-3 


É preciso tomar cuidado para nao confundir a irradiáncia R com o raio solar R Q . A temperatura efetiva T QÍ da superficie do Sol é 
definida como a temperatura para a qual a irradiáncia satisfaz a lei de Stefan-Boltzmann para um corpo negro: 


Explicitando T ef , obtemos: 


R = 




* Ttt 


r = (AA ñ = ( L * Y /+ 

cf W / V4mjtf|/ 
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EXEMPLO 13-1 


fotosfera. 


A Temperatura 


da Fotosfera Use a lei de Stefan-Boltzmann para calcular a temperatura efetiva da 


SOLUQÁO 












Fazendo L Q = 3,85 x 10 26 W (Equatpáo 13-2) na Equagáo 13-4, obtemos: 




Ln 


, 1/4 


, 4tt itR%¡ , 


3,84 X lO 26 W 


.47T{5,67 x IQ" S W/trr-K 4 ) (6,96 X 10 E m) J 
= 5780K 




A intensidade da radiaqao solar foi medida em comprimentos de onda que vao desde 10“ 13 m, na faixa dos raios gama, até 
quase 10 m, na faixa das ondas de rádio, um intervalo que cobre mais de 99% da energia emitida pelo Sol. Como mostra a 
Figura 13-1, na maior parte desse intervalo, o espectro solar é descrito com boa precisao pela lei de radiagao do corpo negro de 
Planck (veja o Capítulo 3), com T= 5800 K. O máximo da distribuiqáo está no centro do espectro visível, em um comprimento 
de onda que corresponde á cor amarela. Esta concordancia entre os espectros teórico e experimental é urna das características do 
Sol quiescente. 

Quando examinamos a borda do disco solar, conhecida como limbo , verificamos que é bem definida e mais escura que o 
resto do Sol. A nitidez do limbo permite concluir que a fotosfera é muito delgada através do seguinte raciocinio: a turbulencia 
atmosférica durante o dia limita a resoluqáo angular dos telescopios óticos a cerca de 1 segundo de arco (1/3600 de grau), o que, 
á distancia do Sol, corresponde a 700 km, aproximadamente. Quando observamos o Sol, o ángulo ao longo do qual o gás da 
fotosfera muda de rarefeito e transparente para denso e opaco é menor que a resoluqáo de nossos instrumentos; assim, a 
fotosfera deve ter urna espessura menor que 700 km, o que corresponde a apenas 0,1% do raio solar. 







10 4 


í fl 


10 £ - 


1 - 


(O 

2 


10 - £ - 


2 

o 

c 

LU 


10- 


-4 _ 


10" 6 


t\ 
I \ 


Sol- 


Corpo negro 
a 5800 K 
i I,L 


10 ' 


-12 


10 


-10 


10 " 


CU S 

CL 

tn iri 

LU. "5 


10“ É 
lo- 5 “ 


10-10 1 


10- 


ic¬ 


io- 


io- 


-12 


-14 _ 


-16 


-18 


Sol e corpo 
negro a 
5800 K 


\ 

I 


\ 

V 


10 


-4 


10- £ 

m 


10 


FIGURA 13-1 A distribuigáo espectral da energía emitida pelo Sol se aproxima muito da distribuyo espectral de um corpo negro a 
5800 K. A discrepancia entre as distribuigoes experimental e teórica para grandes comprimentos de onda se deve principalmente ao fato 
de que a fotosfera nao se encontra em equilibrio térmico. O desvio acentuado para pequeños comprimentos de onda é causado por raios X 
emitidos pela coroa, cuja temperatura é muito maior que a da fotosfera. 
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FIGURA 13-2 (a) Duas linhas de visadas de mesmo comprimento ótico, A e B. Na diregáo B , o observador ve camadas mais internas 
(mais quentes, mais luminosas) do Sol que na diregáo A. É por isso que a borda do Sol parece menos luminosa que a parte central. O 
ángulo ao longo do qual o gás da fotosfera muda de rarefeito e transparente para denso e opaco (ángulo entre as linhas de visada C e D) é 
menor que a resoluí^áo de nossos instrumentos; é por isso que o limbo é bem definido. ( b ) Imagem do disco solar no espectro visível 
tomada no National Solar Observatory/Sacramento Peak, Novo México, em 28 de outubro de 2003. A imagem mostra algumas manchas 
solares; note também que o limbo é mais escuro que a parte central. [SOHO (ESA & NASA).] 
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FIGURA 13-3 A temperatura do Sol diminui desde a base da fotosfera até urna altitude de aproximadamente 1200 km e depois aumenta 
rápidamente, até atingir 20.000 K no alto da cromosfera. 

O aspecto relativamente escuro do limbo nos diz alguma coisa a respeito da variaqáo da temperatura perto da superficie do 
Sol. A Figura 13-2 mostra duas linhas de visada, A e B, para observar o Sol. A luz que viaja ao longo da trajetória A é 
inteiramente gerada na fotosfera; a luz que viaja ao longo da trajetória B é parcialmente gerada em camadas mais internas do 
Sol. Como o interior do Sol é mais quente que as camadas externas, a luz que viaja ao longo da trajetória B é produzida por um 
gás mais quente (mais luminoso) que a luz que viaja ao longo da trajetória A, o que a toma mais intensa que a luz proveniente 
do limbo. Medindo a variaqáo de brilho com ángulo de visada, é possível determinar a variaqáo de temperatura da fotosfera. O 
resultado aparece na Figura 13-3. Note que no lado esquerdo da curva, que corresponde á fotosfera, a temperatura diminui com 
a altura em relaqáo á base da fotosfera, mas do lado direito, que corresponde á atmosfera solar, conhecida como cromosfera, a 
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temperatura volta a aumentar. 

Acima da fotosfera existem duas camadas da atmosfera do Sol que nao sao normalmente visíveis por causa do brilho da 
fotosfera. A mais interna das duas camadas, a cromosfera , é visível alguns segundos antes da totalidade de um eclipse solar. 
Observada com alta resolugáo, a cromosfera se parece com um campo gramado em chamas, no qual cada “folha” tem cerca de 
700 km de espessura, 7000 a 10.000 km de altura e dura apenas de 5 a 15 minutos. O espectro luminoso mostra que a 
temperatura da cromosfera aumenta com a altitude; a temperatura média é da ordem de 20.000 K (veja as Figuras 13-3 e 13-4). 



FIGURA 13-4 Esta imagem do Sol no ultravioleta mostra um anel luminoso na cromosfera, formado por gases quentes aprisionados em 
um campo magnético. [SOHO (ESA & NASA).] 

Quando a totalidade do eclipse oculta a cromosfera, a camada mais externa da atmosfera solar, a coroa , se toma visível. Esta 
camada tem urna espessura extremamente variável; em algumas regióes, se estende a urna distancia de 2 a 3 diámetros solares. 
A temperatura da coroa é da ordem de 2.000.000 K. O brilho da coroa seria muito maior que o da fotosfera, cuja temperatura 
média é de 5800 K, se nao fosse pelo fato de que o gás da coroa é táo rarefeito que a energia total emitida é muito menor que a 
da fotosfera. Mesmo assim, a coroa é responsável pela intensidade relativamente alta de raios X emitidos pelo Sol, que 
aparecem na Figura 13-1 como um desvio em relagáo á distribuigáo espectral de um corpo negro na regiáo de pequeños 
comprimentos de onda. Acredita-se que as elevadas temperaturas da coroa sejam produzidas pela colisáo de jatos de partículas 
de alta energia emitidos pela superficie solar com partículas da coroa. Essas ondas de choque aquecem os gases da atmosfera 
solar e transferem as partículas urna energia táo grande que nem mesmo a enorme gravidade do Sol é suficiente para manté-las 
confinadas. Partículas de alta energia, na maioria prótons e elétrons, sao emitidas continuamente pela coroa e formam o vento 
solar que está presente em todo o sistema solar. 

O Interior do Sol 

Como nao podemos ver o que se passa abaixo da fotosfera, nosso conhecimento do interior do Sol é quase totalmente teórico. 
Com a única excegáo dos neutrinos, nenhuma partícula ou radiagáo produzida ñas camadas internas consegue atravessar a 
fotosfera. Para pódennos compreender os aspectos principáis da teoría atual, precisamos conhecer a massa do Sol, que pode ser 
calculada com relativa facilidade a partir da lei da gravitagáo universal e da segunda leí de Newton. A massa estimada do Sol é 
M q — 1,99 x 10 30 kg. 

Para simplificar os cálculos, a maioria dos modelos supóe que o Sol é urna estrela sem movimento de rotagáo e em 
equilibrio hidrostático. Isso significa que a pressáo para fora em qualquer ponto, que presumivelmente se deve aos processos de 
conversáo de energia que ocorrem no Sol, é equilibrada exatamente pela pressáo para dentro exercida pela gravidade. Embora a 
massa específica média do Sol (1,4 g/cm 3 ) nao seja muito diferente da massa específica da Terra (5,5 g/cm 3 ), as enormes 
pressóes que existem no interior do Sol sao muito maiores que as associadas ás forgas eletrodinámicas que mantém os elétrons 
ligados aos núcleos atómicos. Assim, a matéria do interior do Sol (e, com mais razáo ainda, a matéria do núcleo , a regiáo central 
onde as temperaturas sao suficientemente elevadas para promover a fusáo do hidrogénio) está ionizada, ou seja, constituí um 
plasma, como se pode ver no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 13-2 


Sol. 


O Hidrogénio no Núcleo do Sol Mostré que é pouco provável que exista hidrogénio neutro no interior do 




SOLUQÁO 

A pressáo no centro do Sol, P Q , é da ordem de pg, em que 


e 


ja = masiwi/unidade de área na superficie 




é a acclcracao média da gravidade no Sol. A pressáo calculada é da ordem de 10 15 N/m 2 . Esta é a pressáo que age sobre a superficie 
de um átomo de hidrogénio na regiáo central do Sol. A resistencia á pressáo gravitacional vem da pressáo que tenta manter o átomo 
coeso, que, por sua vez, é igual á forga de atragáo eletrostática entre o próton e o elétron por unidade de superficie do átomo. Como o 
raio do átomo de hidrogénio é igual ao raio de Bohr a 0 , temos: 

F _ kepaj _ ke*_ 

A 4TTflp 4 tT£í^ 

(9 X iG^N'iir/C) (1,6 X l(r 10 C) 2 
4 tt( 0.5 X 10" lo m) 4 

= 2,9 X ID 12 N/m 2 

Assim, a pressáo gravitacional no interior do Sol, pelo menos ñas proximidades do centro, é cerca de 1000 vezes maior que a pressáo 
que tende a manter o átomo coeso, o que toma extremamente improvável que existam átomos neutros de hidrogénio. 

Observagáo: Como a densidade do Sol é relativamente pequeña, o plasma se comporta praticamente como um gás ideal 
Aplicando ao Sol a lei dos gases ideáis, os dentistas calcularam que a temperatura no centro do Sol é da ordem de 1,5 x 10 7 K. 


A Fonte de Energía do Sol 

Usando o valor da luminosidade do Sol da mesma ordem que o da Equaqáo 13-2, Lorde Kelvin foi o primeiro a observar que, 
de acordo com a termodinámica, toda a energía térmica e gravitacional do Sol se dissiparia em cerca de 3 x 10 7 anos. Acontece 
que a vida surgiu na Terra há pelo menos 3 x 10 9 anos, um período de tempo 100 vezes maior. Isso significa que o Sol deve 
dispor de urna fonte de energia muito maior que a representada pela energía gravitacional e a energia térmica. Essa fonte de 
energía é a fusáo nuclear. Segundo o modelo atual, quando o Sol em formaqáo se contraiu, a temperatura aumentou. Para 
compreender por que o Sol se contraiu e por que isso fez a temperatura aumentar, comeqamos com a lei da gravitaqáo universal 
de Newton 


Mm 
— G 2 

em que F grav é a forqa de atraqáo gravitacional entre duas massas M e m separadas por urna distancia R, e G é a constante 
gravitacional. Note que F grav é inversamente proporcional ao quadrado da distancia, ou seja, quanto menor a distancia, maior a 
forqa de atraqáo. Isso significa que as massas M e m tendem a se aproximar com aceleraqáo crescente. De acordo com a lei de 
conservaqáo da energia, o aumento da energia cinética, associado a essa aceleraqáo, tem que vir de algum lugar. Esse “algum 
lugar” é a energia potencial gravitacional £/ grav das massas ñas posiqóes origináis: U grav deve diminuir para compensar o 
aumento da energia cinética. De que forma este fato pode explicar a energia que é emitida pelo Sol e outras estrelas? Urna 
estrela é urna grande bola de gás. Os átomos de gás que estáo perto da superficie sáo atraídos para o centro pelos átomos que 
estáo mais abaixo. Os átomos que estáo no centro da estrela também sáo atraídos pelos átomos da superficie, mas essa atraqáo 
está distribuida uniformemente em todas as direqóes e, por isso, os átomos do centro da estrela permanecen! imóveis (veja a 
Figura 13-5). Como os átomos da superficie da estrela sáo acelerados em direqáo ao centro e os átomos do centro náo se 
movem, a estrela sofire urna contraqáo gravitacional. Parte da energia cinética dos átomos acelerados é convertida em ondas 
eletromagnéticas e irradiada para o espaqo, mas parte é convertida em calor, aumentando a temperatura da estrela até chegar a 
1,5 x 10 7 K, urna temperatura táo elevada que muitos núcleos de hidrogénio (prótons) presentes no plasma possuem energia 
suficiente (cerca de 1 keV) para se fundir e formar núcleos de hélio. Esta reaqáo, na verdade urna cadeia de reaqóes, foi proposta 
por H. A. Bethe 1 e recebeu o nome de dclo próton-próton. A primeira reaqáo da cadeia é a seguinte: 
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FIGURA 13-5 Os átomos próximos da superficie de urna estrela estáo sujeitos a urna forga gravitacional em diregáo ao centro. A forga 
gravitacional a que os átomos próximos do centro estáo sujeitos é praticamente nula. Isso faz com que a estrela se contraía até atingir urna 
temperatura elevada. 


'H + ] H-* 5 H + t + v f + 0,42 Me V 13-5 

Por causa da barreira eletrostática, a probabilidade de que esta reagáo ocorra é muito pequeña, exceto para os prótons que se 
encontram na extremidade de altas energias da distribuigáo de Maxwell-Boltzmann. Na verdade, a fusáo so é possível por causa 
do tunelamento quántico. Isso estabelece um limite para a rapidez com a qual o Sol pode gerar energía, assegurando assim urna 
longa vida para o Sol e estrelas semelhantes. Este limite é conhecido como o “gargalo” do ciclo de fusáo solar. Urna vez que o 
2 H (deutério) seja formado através da Equagáo 13-5, a seguinte reagáo se toma altamente provável: 

-H - ! H-> 3 Hc f 7 + 5,49 McV 13-6 

Outra reagáo muito provável é a seguinte: 

*He + ? He -* 4 He 4- 2’H + 7 + 12,86 McV 13-7 

O processo pelo qual os núcleos de hidrogénio sáo “queimados” e se transformam em núcleos de hélio está representado 
esquemáticamente na Figura 13-6a. Existem outras reagóes possíveis para transformar l H em 4 He, todas as quais possuem o 
mesmo valor de Q. As velocidades dessas reagóes, porém, sáo diferentes e dependem da composigáo e temperatura do meio. A 
mais importante é o ciclo CNO (carbono-nitrogénio-oxigénio), que é responsável por cerca de 1,5% da luminosidade do Sol. O 
ciclo CNO, cuja velocidade varia muito com a temperatura, é o principal ciclo de fusáo do hidrogénio em estrelas de massa um 
pouco maior que a do Sol. 
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FIGURA 13-6 ( a ) O ciclo próton-próton é a principal fonte de energia do Sol. O neutrino criado na reagáo inicial escapa para o espago. 
A energia produzida, levando em conta a energia liberada pela captura de elétrons e por aniquilagóes e~e + , é aproximadamente 26,7 MeV 
por núcleo de 4 He gerado. ( b ) Fluxo de neutrinos na Terra, de acordo com as previsoes do modelo-padráo da atividade solar. As curvas 
continuas se referem aos neutrinos produzidos no ciclo p-p\ as curvas tracejadas se referem aos neutrinos produzidos no ciclo CNO. 
[Fonte: J. Bahcall e A. Serenilli, ApJ , 621, L85 (2005).] 


Os neutrinos produzidos no ciclo próton-próton escapam do núcleo solar e constituem a única forma de que dispomos para 
observar o interior do Sol. A velocidade com a qual o Sol está “queimando” combustível pode ser calculada a partir do valor 
experimental da luminosidade e do valor de Q da reagáo próton-próton. Além disso, as várias reagóes de formagáo do 3 He 
produzem neutrinos com diferentes espectros de energia; assim, estudando a distribuigáo de energia dos neutrinos solares, é 
possível estimar a contribuigáo relativa de cada reagáo e obter informagóes a respeito da composigáo e temperatura do núcleo. O 
fluxo de neutrinos esperado na Terra em consequéncia de todas as reagóes do ciclo de fusáo próton-próton, calculado por John 
Bahcall 2 com base no modelo-padráo para o Sol, é mostrado na Figura 13-66. Para os neutrinos produzidos na reagáo 8 B + p —> 
8 Be* + e + + v e (Tabela 13-1), a intensidade prevista é 8,1 ± 1,3 SNU (1 SNU = 1 evento por 10 36 átomos do alvo por segundo).* 
Entretanto, experimentos realizados por Ray Davis e colaboradores durante mais de 30 anos em urna mina de ouro no estado 
americano de South Dakota, usando um detector baseado no cloro, 3 que era sensível a neutrinos produzidos no decaimento do 
8 B, mostraram que a intensidade com que esses neutrinos chegam á Terra é de 2,56 ±0,16 SNU, apenas 32% do valor esperado. 
Experimentos sensíveis a outras reagóes do ciclo p-p, realizados em seis outros laboratorios situados em diferentes países do 
mundo, confirmaran! a discrepáncia, que se tomou conhecida como problema dos neutrinos solares. Davis recebeu o Premio 
Nobel de Física de 2002 pela descoberta. 


Tabela 13-1 O ciclo de fusáo nuclear próton-próton 


Reagáo % de eventos Energia (MeV) 









1. 

p + p —► 2 H + e + + v e 

99,96 

<0,423 


ou 




p + e“ + p —> 2 H + v e 

0,04 

1,445 

2. 

2 H + p -► 3 He + Y 

100 


3. 

3 He + 3 He -*• 4 He + 2 p 

85 



OU 




3 He + 4 He -> 7 Be + y 

15 


4. 

7 Be + e~ —> 7 Li + v e 

15 

0,863 (90%) 




0,385 (10%) 

5. 

7 Li + p -> 2 4 He 




OU 




7 Be + p —► 8 B + y 

0,02 


6. 

8 B -»• 8 Be* + e + + v e 


<15 

7. 

8 Be * -► 2 4 He 




ou 




3 He + p —> 4 He + e + + v e 

0,00003 

<18,8 

Fonte: J. Bahcall, Phys. Rev. C, 56, 3391 (1997). 


A discrepancia entre as previsóes teóricas do modelo padráo da atividade solar e os resultados experimentáis representava 
um sério problema tanto para os astrofísicos como para os físicos de partículas. Ñas palavras de John Bahcall, cujos cálculos 
levaram as previsóes do modelo-padráo: 

O problema dos neutrinos solares se deve a propriedades desconhecidas dos neutrinos ou urna falta de entendimento 
do que se passa no interior do Sol? Em outras palavras, o erro está na física ou na astrofísica? 

Na verdade, o erro estava na física. Como vimos na Segáo 12-5, a recente descoberta das oscilagóes dos neutrinos, ñas quais um 
tipo de neutrino muda para outro tipo, significa que os neutrinos do elétron emitidos pelo Sol no ciclo de fusáo p-p podem se 
transformar em neutrinos do múon e em neutrinos do táuon no percurso até a Terra. O telescopio de neutrinos de Davis era 
capaz de detectar apenas neutrinos do elétron. As oscilagóes dos neutrinos explicam a discrepancia e, segundo o Modelo-padráo 
da física de partículas, significam que o neutrino possui urna massa de repouso diferente de zero. 


O Sol Ativo 

Além dos fenómenos relativamente constantes que acabamos de discutir, o Sol também apresenta vários fenómenos transitorios, 




muitos dos quais associados ao magnetismo. Já comentamos que o interior do Sol deve ser um plasma composto de prótons e 
elétrons. O Sol gira com diferentes velocidades em diferentes latitudes. Além disso, para urna dada latitude, a velocidade 
provavelmente varia com a distancia ao eixo de rotagáo. Os complexos movimentos que resultam dessas diferengas de rotagáo e 
das correntes ascendentes e descendentes de partículas carregadas na zona de convecgáo situada entre o núcleo e a fotosfera sao 
provavelmente os responsáveis pela distribuigáo irregular dos campos magnéticos solares (veja a Figura 13-7). Nesta 
distribuigáo, que é extremamente variável, os campos magnéticos podem exceder 1 T em alguns locáis. 
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FIGURA 13-7 As linhas de campo que descrevem a estrutura do campo magnético solar em um dado instante podem ser determinadas a 
partir de medidas executadas na Terra, baseadas, por exemplo, no efeito Zeeman e na emissáo de partículas carregadas. A estrutura 
caótica, de alta intensidade, está superposta a um campo magnético global, da ordem de 10 -4 T, que se mantém praticamente constante. 

Esta estrutura transitoria está superposta a um campo magnético médio da ordem de 10“ 4 T, duas vezes maior que o campo 
magnético terrestre. A origem deste campo global nao é conhecida; tudo que sabemos é que nao se trata de um residuo da 
formagáo do Sol, já que um campo táo antigo provavelmente já teria se dissipado há muito tempo. A presenga de um campo 
global apresenta problemas consideráveis para qualquer modelo teórico do Sol. Nao so o modelo deve ser capaz de explicar a 
origem do campo, mas o fato de que a polaridade se inverte a cada 11 anos, em sincronismo como o ciclo de manchas solares. 

As manchas solares , regióes escuras no disco solar, sao conhecidas desde a antiguidade, mas foram observadas ao 
telescopio pela primeira vez por Galileu em 1610. De acordo com um dos modelos atuais, sua origem é a seguinte: Como 
mostra a Figura 13-8, as linhas de campo magnético do Sol sao distorcidas por diferengas na rotagáo do Sol e tendem a formar 
feixes ou tubos. Ocasionalmente, movimentos verticais na zona de convecgáo fazem com que um desses feixes atravesse a 
superficie. As regióes em que o feixe de linhas magnéticas deixa a superficie solar e retoma á superficie sáo vistas como 
manchas solares. As manchas solares sáo mais escuras que a fotosfera vizinha porque sáo mais frías, com urna temperatura da 
ordem de 3800 K (a temperatura da fotosfera é da ordem de 5800 K; veja o Exemplo 13-1). Em um par de manchas solares, há 
um polo norte magnético em urna das manchas e um polo sul magnético na outra. Quando o feixe de linhas de campo náo 
atravessa totalmente a fotosfera, apenas urna mancha é observada. 

Como mostra a Figura 13-9, o número de manchas solares por ano varia regularmente, de aproximadamente 50 a 
aproximadamente 150, em um ciclo de 11 anos. No inicio de cada ciclo, as manchas solares se formam em urna latitude de 
cerca de 30°, mas, no decorrer do ciclo, tendem a se formar cada vez mais perto do equador. Existe urna variagáo cíclica 
adicional do número anual de manchas solares, com um período de aproximadamente 100 anos, que também é visível na Figura 
13-9. No momento, náo existe urna explicagáo teórica satisfatória para essas regularidades. 



FIGURA 13-8 ( a ) As linhas de campo magnético sao distorcidas por diferengas na rotagáo do Sol e projetadas para fora da superficie por 
correntes de convecgáo. ( b ) Urna mancha solar aparece no local onde um feixe de linhas de campo entra ou sai da superficie. A maior 
dessas manchas solares tem aproximadamente 20 segundos de arco de diámetro. A grande mancha solar mostrada na fotografía tem 
aproximadamente 20 segundos de arco de diámetro. O aspecto granular da superficie do Sol é bem visível na fotografía, (c) Manchas 
solares em 29 de margo de 2001. [(ú) Institute of Solar Physics of the Roy al Swedish Academy of Sciences, (cj SOHO (ESA & NASA ).] 


As erupgóes solares sao violentas tempestades que parecem estar associadas aos intensos campos magnéticos que existem 
ñas vizinhangas das manchas solares. Ainda nao existe, porém, um modelo teórico capaz de explicá-las. Durante urna erupgáo 
solar, sao ejetadas partículas e emitidas radiagóes cujos comprimentos de onda cobrem todo o espectro eletromagnético, das 
ondas de rádio aos raios X, que podem durar de alguns minutos a algumas horas, e a temperatura local pode atingir valores da 
ordem de 5 x 10 6 K. As partículas ejetadas pelas erupgóes solares chegam á Terra no dia seguinte e muitas vezes produzem 
auroras ao interagirem com o campo magnético terrestre. As erupgóes solares podem afetar alguns tipos de transmissóes de 
rádio e, em raras ocasióes, sao capazes de gerar surtos de corrente em linhas de transmissáo de alta tensáo. Urna erupgáo 
particularmente severa ocorrida em 1996 causou, entre outras coisas, a perda de um satélite de comunicagóes. 



FIGURA 13-9 O número de manchas solares que ocorrem em um ano tem variado regularmente em um ciclo de 11 anos por quase 300 
anos. A ausencia ainda nao explicada de manchas entre 1650 e 1700, conhecida como mínimo de Maunder , coincide aproximadamente 
com um período de temperaturas anormalmente baixas na Europa, que recebeu o nome de “Pequeña Era Glacial”. Os cientistas ainda nao 
sabem se existiu urna ligagáo de causa e efeito entre os dois fenómenos. O 23° ciclo de manchas solares comegou em 1996 e terminou em 
2007. O 24° ciclo comegou em 2008 e, de acordo com a National Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA), deveria passar por 
um máximo em 2013, mas até o momento em que esta edigáo foi escrita, esse máximo ainda nao foi observado. (A contagem dos ciclos 
comegou em 1775.) 


Dois outros fenómenos transitorios relacionados ás manchas solares sao as plagas e os filamentos. Plagas sao regióes 
luminosas (quentes) encontradas ñas proximidades das manchas solares. A evolugáo das plagas sugere que se trata de regióes de 
alta densidade, talvez produzidas pelo movimento dos mesmos feixes de linhas de campo magnético que geram as manchas 































solares. Filamentos sao linhas finas e escuras, as vezes com milhares de quilómetros de comprimento, que cruzam o disco solar. 
Nao estáo na superficie, mas se projetam no espago, as vezes atingindo altitudes de mais de 100.000 quilómetros e formando 
belos anéis e trangas. Os filamentos que sao vistos de perfil, projetando-se para fora do disco solar, sao chamados de 
proeminéncias. Podem aparecer e desaparecer rápidamente ou persistir por várias semanas. Embora parega haver urna 
correlagáo entre as proeminéncias e a configuragáo do campo magnético, ainda nao existe um modelo capaz de explicá-las 
satisfatoriamente. 



A gigantesca erupgáo solar que aparece no canto superior direito foi fotografada em 304 Á (30,4 nm) no dia 14 de setembro de 1999 e é 
constituida por partículas carregadas confinadas pelo campo magnético solar. [SOHO (ESA & NASA).] 

SEQÁO EXPLORATORIA 
Existe Vida Fora da Terra? 

Certamente nao somos os primeiros a fazer esta pergunta. Os filósofos gregos, comegando por Tales e 
continuando com Platáo e seu discípulo Aristóteles, fizeram muitas especulagoes a respeito da natureza do céu e dos mistérios que o 
céu poderia conter. Muitos cientistas do século XIX imaginaram a possibilidade de que outros planetas do sistema solar, 
particularmente Marte e Venus, fossem habitados. No século XX, o termo marciano se tomou sinónimo de “alienígena”. Um novo 
género de literatura, cinema e televisáo, a ficgáo científica, se especializou em historias de viagens no tempo, espagonaves, seres de 
outros planetas e inventos futurísticos. 

A verdadeira questáo é a seguinte: É possível que exista vida em outros planetas? A resposta nao pode deixar de ser um resoluto 
“sim”. Pense: Com a invengáo dos telescopios, descobrimos que os movimentos das estrelas e galáxias obedecem ás mesmas leis da 
física que conhecemos na Terra. Nossa localizagao nada tem de especial. Os mesmos processos físicos que acontecem na Terra 
acontecem no resto do universo. Todos os elementos químicos descobertos em nossos estudos do universo próximo e distante também 
existem na Terra. A física relativística e a física quántica sao válidas em todas as regioes do cosmo. Isso significa que nossa biología 
(urna aplicagáo da física e da química) também deve ser válida no resto do universo. Em nosso planeta, descobrimos que algumas 
formas de vida sao capazes de sobreviver e se multiplicar em ambientes aparentemente hostis. Animáis marinhos sobrevivem ás 
águas escaldantes e ás imensas pressoes das fontes hidrotermais submarinas. Outros organismos vivem ñas rochas de minas profundas 
e no gelo permanente da Antártica. Existem criaturas que usam enxofre em seu metabolismo, no lugar do oxigénio. Além disso, as 
moléculas orgánicas complexas ñas quais a vida se baseia foram encontradas em meteoritos e observadas em nuvens interestelares. 
Assim, tudo leva a crer que o surgimento da vida em outras partes da Galáxia e do universo nao é um acontecimento incomum. 

Se existe vida inteligente em outros planetas, onde está e como podemos encontrá-la? Desde 1995, novas técnicas levaram á 
descoberta indireta (através, por exemplo, da perturbagáo no movimento de estrelas) de 861 planetas extrassolares (conhecidos como 
exoplanetas) em 667 sistemas planetários.* Apenas alguns desses planetas eram suficientemente grandes e estavam suficientemente 
próximos da Terra para serem fotografados (veja a foto acima); todos os outros foram descobertos por técnicas indiretas. Se existe 
vida inteligente em um desses planetas (ou em milhóes de outros planetas que podem existir no universo) e os habitantes desses 
planetas estáo, como nós, emitindo sinais eletromagnéticos para o espago, a detecgáo desses sinais pode vir a ser a primeira indicagáo 
de que nao somos a única espécie inteligente do universo. A busca desses sinais é o objetivo do projeto SETI.** 




A fotografía mostra quatro planetas em órbita de urna estrela relativamente jovem, HR8799A, situada a 129 anos-luz da Terra. Os 
planetas sao todos gigantes gasosos, com massas 5 a 7 vezes maiores que a massa de Júpiter. [NRC-HIA, Christian Maroir e o W. M. 
Keck Observatory.] 

13-2 As Estrelas 

Ñas noites claras, sem lúa, é possível distinguir a olho nu cerca de 6000 estrelas. A visáo é incrivelmente bela e certamente 
deslumbrou nossos ancestrais. Urna observaqáo superficial do céu notumo revela os seguintes fatos: existem mais estrelas em 
certas regióes do céu do que em outras; nem todas as estrelas tém o mesmo brilho; o céu é dividido em duas partes por urna 
faixa luminosa irregular. Nesta seqáo, vamos discutir esses tres aspectos da esfera celeste. 

A faixa luminosa que atravessa o céu é a Via Láctea. Com a ajuda de um pequeño telescopio ou mesmo de um binóculo, 
pode-se constatar que a Via Láctea é formada por um grande número de estrelas. Na verdade, as estrelas fazem parte de urna 
galáxia 4 que contém aproximadamente 10 11 estrelas, mantidas juntas pela forqa gravitacional em nossa regiáo do espaqo. Todas 
as estrelas visíveis a olho nu pertencem á Via Láctea, pois so assim estáo suficientemente próximas da Terra para serem vistas 
como estrelas isoladas. 

Constelasóes 

Grupos de estrelas, em geral formados por estrelas muito brilhantes, sao chamados de constelagóes. Os povos da antiguidade 
associavam as constelaqóes a pessoas, deuses e objetos de suas historias, religides e mitos, provavelmente como um artificio 
mnemónico. As constelaqóes e algumas estrelas isoladas sao usadas para fins práticos desde o passado remoto. Durante muitos 
séculos, por exemplo, os navegantes usaram a Estrela Polar (no hemisfério norte) e o Cruzeiro do Sul (no hemisferio sul) para 
se orientar. No Egito antigo, os conselheiros do faraó sabiam que a inundaqáo anual do Nilo, táo importante para a agricultura 
local, ocorria alguns dias após o primeiro aparecimento da estrela Sirio 5 acima do horizonte, no inicio da primavera. Hoje em 
dia, 88 constelares (algumas das quais aparecem na Figura 13-10) sao usadas pelos astrónomos para identificar partes do céu. 
Assim, por exemplo, eles afirmam que o centro da Via Láctea fica “em Sagitário”, querendo com isso dizer que o centro da Via 
Láctea fica na direqáo da constelaqáo Sagitário. (Na verdade, o centro da Via Láctea está 10 vezes mais distante do Sol do que 
as estrelas que formam a constelaqáo.) 

Populagóes Estelares 

Urna característica da nossa galáxia é o fato de que certas regióes possuem um número muito maior de estrelas que outras. Essas 
regióes sao chamadas aglomerados estelares. Existem dois tipos de aglomerados estelares. Os aglomerados galácticos , também 
conhecidos como aglomerados abertos , podem conter de 20 a centenas de estrelas. De acordo com os espectros óticos 
observados, todos os aglomerados galácticos parecem ter composiqóes muito semelhantes. Cerca de 70% da massa é 
hidrogénio, 28% é hélio e os outros 2% sao elementos mais pesados que o hélio. As estrelas com esta composiqáo característica, 
como o Sol, sao chamadas estrelas da populagáo I. Os aglomerados globulares sao formados por 10 3 a 10 6 estrelas e tém forma 
aproximadamente esférica. Nesses aglomerados, a concentraqáo de elementos mais pesados que o hélio é da ordem de 0,1% a 
0,01%, muito menor, portanto, que ñas estrelas da populaqáo I. As estrelas dos aglomerados globulares sao chamadas estrelas 
da populagáo II. A fotografía abaixo mostra um desses aglomerados, fotografado pelo telescopio espacial Hubble. 





FIGURA 13-10 Mapa celeste em urna noite de primavera na latitude 40° norte, mostrando algumas constelares visíveis a olho nu. 
Durante a noite, todo o mapa gira de aproximadamente 120° em tomo da Estrela Polar. Para usá-lo, o leitor deve se voltar para o sul, 
manter o mapa á sua frente, com o sul para baixo, e comparar a parte inferior do mapa com as estrelas que aparecem no céu. Em seguida, 
deve se voltar para oeste, manter o mapa á sua frente, com o oeste para baixo, e comparar a parte inferior do mapa com as estrelas que 
aparecem no céu. O processo pode ser repetido para os outros dois pontos cardeais. [R.A. Freedman e W.J. Kaufmann III, Universe , 8e 
(New York: W.H. Freeman and Co., 2008), p. S-6.]* 


Os cientistas acreditam que as estrelas da populaqáo I sao estrelas da geraqao atual, que se formaram depois que o gás e a 
poeira que existem no espaqo sideral foram enriquecidos pelos produtos de antigas reaqóes de fusao nos primordios do universo. 
A menor concentrado de elementos pesados ñas estrelas da populaqáo II é urna indicaqáo de que elas pertencem a urna geraqáo 
anterior, sendo, portanto, mais antigas que as da populaqáo I. Esta hipótese é apoiada pelo fato de que sao encontradas em 
regióes do espaqo onde quase nao há poeira e gás. 







O Telescopio Espacial Hubble obteve esta imagem de um aglomerado globular conhecido como G1 (o grande círculo claro que 
aparece no centro da foto), que contém mais de 300.000 estrelas antigas. Gl, também conhecido como Mayall II, um satélite da 
galáxia de Andrómeda (M31), a galáxia espiral de grande porte mais próxima da Via Láctea. [Michael Rich, Kenneth Mighell e 
James D. Neill (Columbia University), Wendy Freedman (Carnegie Observatories) e NASA.] 

Classificagáo das Estrelas As estrelas sao divididas em classes, com base, principalmente, ñas linhas espectrais que 
emitem e absorvem. O fato de que existem diferengas nos espectros das estrelas foi descoberto há quase 200 anos por Joseph 
Fraunhofer, que também mediu muitas linhas de absorgáo do espectro solar. Mais tarde, avangos nos campos da espectroscopia, 
da instrumentagáo e da teoría atómica permitiram que os astrofísicos Edward Pickering e Annie Jump Cannon 6 reformulassem o 
antigo sistema de classificagáo e adotassem um novo sistema baseado na temperatura. As estrelas sao agrupadas em faixas de 
temperatura (ou tipos espectrais) que váo desde as estrelas quentes e azuis, conhecidas como estrelas O, até estrelas vermelhas e 
frías, as chamadas estrelas M. As sete categorías sao as seguintes: O B A F G K M. Geragóes de estudantes memorizaram a 
classificagáo usando a frase “Oh Be A Fine Girl/Guy, Kiss Me”. A Tabela 13-2 mostra algumas características importantes de 
cada categoría. Cannon propós que cada grupo fosse dividido em dez subgrupos (de 0 a 9) para urna classificagáo mais 
detalhada. Assim, por exemplo, as estrelas B0 (do chamado tipo primitivo) sáo mais quentes que as estrelas B9 (do chamado 
tipo tardío). A divisáo em grupos e subgrupos se baseia em detalhes dos espectros e no grau de excitagáo e ionizagáo dos 
elementos presentes ñas estrelas. O aperfeigoamento das técnicas de observagáo e análise levou a novas classificagóes, entre as 
quais algumas para estrelas azuis, mais quentes, e outras, as classes L, T e Y, para estrelas vermelhas e marrons, mais frías. 

Magn¡tilde das Estrelas O astrónomo grego Hiparco 7 foi o primeiro a classifícar as estrelas de acordo com o brilho que 
apresentavam. A esse brilho, hoje conhecido como magnitude aparente e representado pela letra m, Hiparco atribuiu números 
que iam de m = 1, para as estrelas mais brilhantes, até m = 6 para as estrelas menos brilhantes que podiam ser observadas a olho 
nu. (O telescopio ainda náo tinha sido inventado.) Com o passar do tempo e com os avangos da tecnología, os astrónomos 
estenderam e refinaram a escala de magnitude aparente. De acordo com a definigáo moderna de magnitude aparente, urna 
diferenga de 5 no valor de m corresponde a um fator de 100 no brilho; isso quer dizer que a urna diferenga de 1 no valor de m de 
duas estrelas corresponde urna razáo entre os brilhos das estrelas de 100 1/5 = 2,51. Assim, urna estrela A com m = 2 é 2,51 vezes 
mais brilhante que urna estrela B com m = 3, 100 2/5 = 6,31 vezes mais brilhante que urna estrela C com m = 4, e assim por 
diante. (Quanto menor o valor de m , mais brilhante é a estrela.) A tecnología moderna permitiu que os cientistas medissem a 
magnitude aparente com urna precisáo de ±0,01 e aumentou consideravelmente a faixa de valores de m. A magnitude aparente 
do Sol, a estrela mais brilhante do céu, é m = -26,81; a magnitude da estrela menos brilhante que pode ser observada ém = 29. 


Tabela 13-2 Classificagáo das estrelas 


Tipo espectral 

Características importantes 


O Estrelas branco-azuladas; muito quentes; linhas de absorgáo do hélio 

B Estrelas branco-azuladas; moderadamente quentes; linhas de absorgáo do hélio 

e do hidrogénio 






A 


Estrelas brancas; linhas de absorgáo do hidrogénio e do cálcio 


F Estrelas branco-amareladas; linhas de absorgáo do cálcio e de alguns metáis 

G Estrelas amarelas; espectro do tipo solar, com linhas de absorgáo do cálcio e do 

ferro (O Sol é urna estrela G2) 

K Estrelas alaranjadas; moderadamente frías; linhas de absorgáo de metáis 

M Estrelas vermelhas; muito frías; linhas de absorgáo de metáis 


Naturalmente, a magnitude aparente nao é tudo. Duas estrelas de mesma luminosidade situadas a distancias diferentes da 
Terra possuem valores diferentes de m, já que a mais distante apresenta um brilho menor e, portanto, um valor maior de m. 
Assim, os astrónomos definiram outra grandeza, a magnitude absoluta M , em termos do fluxo radiante F, urna grandeza que 
leva em conta a luminosidade L da estrela, definida na Segáo 13-1, e a distancia a que se encontra da Terra. O fluxo radiante é 
definido através da equagáo 


F = 


L 

4ir R- 


13-8 


A unidade de fluxo radiante no SI é o J/s • m 2 . Usando a Equagáo 13-8, a magnitude absoluta M de urna estrela é definida como 
igual á magnitude aparente que urna estrela teria se estivesse a urna distancia de 10 pe (parsecs; veja a Segáo 13-3) da Terra. 
Usando a expressáo do fluxo radiante e as definigóes de magnitude aparente e absoluta, obtemos a seguinte relagáo entre F, m , 
MqR : 




Flüpo 

~~F~ 


em que R é a distáncia em parsecs entre a estrela e a Terra. 
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FIGURA 13-11 Fotografía da Via Láctea no infravermelho, obtida pelo satélite COBE, mostrando o disco e a protuberancia central. [The 
CORE Project , DIRBE/NASA.] 


A Estrutura da Via Láctea 

A Figura 13-11 é urna fotografía da Via Láctea do ponto de vista do sistema solar. A imagem náo permite tirar muitas 
conclusóes a respeito do tamanho e forma da Galáxia, 8 já que se trata de urna visáo interna. Entretanto, contando pacientemente 






o número de estrelas por unidade de volume em diferentes diregóes, os astrónomos descobriram que a Via Láctea tem a forma 
de um disco gigantesco. Até o inicio do século XX, os astrónomos pensavam que o Sol estava localizado no centro do disco. O 
verdadeiro tamanho e forma da Galáxia (veja a Figura 13-12) foram determinados por H. Shapley 9 a partir de urna brilhante 
análise dos aglomerados globulares que existem ñas vizinhangas da Via Láctea. Shapley descobriu que cerca de 200 
aglomerados globulares estáo distribuidos no espago de forma aproximadamente esférica e propós que o centro dessa 
distribuigáo coincide com o centro da Galáxia. Com base nesta hipótese, ele concluiu que o Sol se encontra a urna distancia 
considerável do centro. Atualmente, os astrónomos estimam que o Sol está a 28.000 anos-luz do centro e que essa distancia 
corresponde a aproximadamente um tergo do raio da Galáxia. Pode-se dizer que Shapley destronou o Sol do centro da Galáxia, 
da mesma forma como Copémico destronou a Terra do centro do Universo. 

Continuando o trabalho de Shapley, os astrónomos passaram a estudar outras galáxias próximas com o auxilio de novos 
telescopios de alta resolugáo. Urna das primeiras descobertas foi a de que a posigáo que as estrelas ocupam nesses sistemas, 
muitos dos quais tém forma espiral, como o da Figura 13-256, depende em parte da idade e composigáo das estrelas; os 
aglomerados abertos, por exemplo, sao encontrados principalmente nos bragos das espiráis. Partindo da hipótese razoável de 
que o mesmo tipo de situagáo acontece na Via Láctea e usando os resultados de medidas meticulosas da distancia de cerca de 
200 aglomerados galácticos, os astrónomos foram capazes de localizar tres bragos de espiral e urna barra associada á 
protuberancia central. Se pudéssemos observar a Via Láctea á distancia, de um ponto sobre urna reta perpendicular á Galáxia 
passando pelo centro, ela teria o aspecto da Figura 13-13a. Naturalmente, como a Terra está no plano da Via Láctea, so 
podemos vé-la de perfil, como na Figura 13-11. 
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FIGURA 13-12 Forma geométrica da Via Láctea, de acordo com as observagoes da Harlow Shapley. A Via Láctea é mais visível no 
veráo que no invernó no hemisfério norte porque, ñas noites de veráo, o observador está voltado para o centro da Galáxia, enquanto, ñas 
noites de invernó, está voltado para a periferia da Galáxia.* 



SEQÁO EXPLORATORIA 
A Esfera Celeste 


Embora o modelo geocéntrico de Aristóteles e Ptolomeu tenha sido suplantado pelo modelo heliocéntrico de 
Copémico, ainda conservamos urna convengáo do antigo sistema. A nao ser no caso do movimento dos planetas e de algumas poucas 
sondas espaciáis interplanetárias, até hoje as especificagoes da posigáo das estrelas se baseiam em um sistema de coordenadas com o 
centro na Terra e nao no Sol. As distancias entre a Terra e as estrelas (com excegáo do Sol, naturalmente) sao táo grandes que as 
estrelas parecem ocupar posigóes fixas na superficie de urna gigantesca esfera, a esfera celeste , cujo centro é a Terra. 

A esfera celeste gira continuamente de leste para oeste e seu eixo de rotagáo coincide com o eixo de rotagáo da Terra. As posigóes 
das estrelas na esfera celeste, como as posigóes das cidades na superficie da Terra, sao especificadas através de duas coordenadas. No 
caso da Terra, as coordenadas sao a latitude e a longitude. A latitude de um ponto é definida como o ángulo entre um raio que passa 
pelo ponto e o plano do equador; a longitude é definida como o arco do equador entre o meridiano (círculo máximo que passa pelos 
polos) que passa pelo ponto e o meridiano que passa pela cidade de Greenwich, na Inglaterra (veja a Figura 13-14a). 

Como a circunferéncia tem 360° e a Terra gira urna vez em tomo do próprio eixo a cada 24 horas (1440 minutos), a longitude 
muitas vezes é expressa em unidades de tempo (horas ou minutos) e náo em unidades angulares (graus ou radíanos). O fator de 
conversáo/de graus para minutos é dado por 


1440 minutos 
360 graus 


ni Elimos 

= 4,0 


graus 









Assim, por exemplo, as coordenadas da cidade de Orlando, na Florida, sao 28,4° N, 81,3° W. Em unidades de tempo, urna 
longitude de 81,3° W equivale a 


81,3° x 4 min/° = 325,2 min = 5,42 h = 5 h 25 min 
Assim, Orlando está 5 h 25 min antes (a oeste) de Greenwich. 

A posigáo das estrelas na esfera celeste é indicada exatamente da mesma forma. A coordenada correspondente á longitude é 
chamada de ascensáo reta 10 e representada pela letra grega a. A ascensáo reta é medida em horas, de 0 a 24 h. A coordenada 
correspondente á latitude é chamada de declinagáo e representada pela letra grega 0. A declinagáo é medida em graus ao norte (+) ou 
ao sul (-) do equador celeste (veja a Figura 13-146). 

O fato de ser usado o mesmo sistema de coordenadas da Terra para a esfera celeste merece urna explicagáo. Como a Terra gira em 
tomo do próprio eixo de oeste para leste, as estrelas fíxas da esfera celeste se movem no céu de leste para oeste. Além disso, a Terra 
gira em tomo do Sol, completando urna revolugáo a cada 365,26 dias. Isso significa que, a cada rotagáo completa em tomo do próprio 
eixo, a Terra descreve um arco de pouco menos de I o na órbita em tomo do Sol. Para que a ascensáo reta do Sol volte a ser 
exatamente a mesma que o dia anterior, a Terra precisa girar aproximadamente 361°; no caso de urna estrela fixa, porém, a rotagáo 
necessária é praticamente igual a 360°, já que a distancia entre a Terra e as estrelas fixas é táo grande que a distancia percorrida pela 
Terra em um dia pode ser desprezada. Como vimos, I o de rotagáo da Terra corresponde a 4 minutos; portanto, urna estrela fixa nasce 
a cada noite 4 minutos mais cedo que na noite anterior por causa do movimento da Terra em tomo do Sol. 

Além do avango progressivo da hora em que as estrelas nascem, existe urna mudanga gradual de orientagáo da esfera celeste com 
as estagoes do ano. Essa mudanga se deve ao fato de que o eixo da Terra tem urna inclinagáo de aproximadamente 23,5° em relagáo 
ao plano da órbita em tomo do Sol. Isso significa que ao longo de um ano, do ponto de vista de um observador terrestre, o Sol 
descreve urna curva na esfera celeste, conhecida como eclíptica , que vai de 23,5° ao norte do equador celeste até 23,5° ao sul do 
equador celeste. A eclíptica intercepta o equador celeste (lugar geométrico dos pontos de declinagáo zero) duas vezes por ano, urna 
por volta de 20 de margo, no equinócio de primavera ou equinócio vernal , e outra por volta de 23 de setembro, no equinócio de 
outono. O Sol atinge o ponto de máxima declinagáo norte, de 23,5° N, por volta de 21 de junho, no solsticio de veráo, e o ponto de 
máxima declinagáo sul, cerca de 23,5° S, por volta de 21 de dezembro, no solsticio de invernó 11 (veja a Figura 13-15).* 

Por convengáo, o ponto no qual a eclíptica intercepta a esfera celeste na primavera do hemisfério norte, conhecido como ponto de 
Aries ou ponto vernal, é tomado como origem das coordenadas de ascensáo reta. Na esfera celeste, este ponto é assinalado pela letra 
Y (veja a Figura 13-146). Existem vários outros pequeños movimentos da Terra que afetam a posigáo da eclíptica na esfera celeste a 
longo prazo, como, por exemplo, a precessáo dos equinócios, mas a discussáo desses movimentos está fora do escopo deste livro. 



FIGURA 13-13 ( a ) Urna combinagáo de observagóes realizadas com telescopios óticos e radiotelescopios revela a estrutura espiral da 
Via Láctea. Para um observador situado a 3 milhoes de anos-luz de distancia, a Via Láctea teria este aspecto. O Sol está a 28.000 anos-luz 
de distancia do centro, em um dos bragos da espiral. (6) O centro da Galáxia é escondido por nuvens de poeira e gás que impedem que a 
luz visível chegue até nós; entretanto, foram observadas várias fontes de ondas de rádio. A mais intensa é Sagitário A*, urna fonte 
compacta que parece dominar os movimentos em grande escala da parte central da Galáxia. Esta imagem de rádio (obtida para um 




comprimento de onda de 6 cm) mostra urna regiáo de 8 anos-luz de diámetro no centro da Vila Láctea. A mancha escura no centro é 
Sagitário A*, que provavelmente é um gigantesco buraco negro (veja a Segáo 13-5). A imagem foi obtida com o Very Large Array 
(VLA), um interferómetro formado por 27 antenas sincronizadas, com um diámetro efetivo de 40 km, situado no estado do Novo México, 
Estados Unidos. O VLA tem urna resoluto cinco vezes maior que os melhores telescopios óticos terrestres. [ Fontes : ( a ) Gemini 
Observatory-GMOS Team ; (b) HSTAstronomy Imaging Workbench/Farhad Yusef-Zadeh!Northwestern University.] 


(a) Terra 
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FIGURA 13-14 (a) Diagrama mostrando as definigoes de longitude e latitude na Terra. O ponto 0 o assinala a origem das coordenadas de 
longitude, o meridiano que passa pela cidade de Greenwich, na Inglaterra, (b) Diagrama mostrando as definigoes de ascensáo reta a e 
declinagáo § na esfera celeste. O ponto T assinala a origem das coordenadas de ascensáo reta, o meridiano que passa pelo ponto de Áries 
ou ponto vernal. 
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FIGURA 13-15 Trajetória do Sol na esfera celeste. 


A Massa (e a Massa Faltante) da Via Láctea 

J. Oort e B. Lindblad demonstraram em 1926, usando o efeito Doppler, que a Galáxia possui um movimento de rotagáo. O Sol 
está se movendo aparentemente em urna órbita circular com urna velocidade de 2,5 x 10 5 m/s em diregáo á constelagáo do 
Cisne. Supondo constante a velocidade do Sol, podemos calcular a duragáo do ano galáctico (tempo que a Galáxia leva para 
completar urna revolugáo) e a massa da Galáxia. Como o Sol está a 28.000 anos-luz do centro da Galáxia, o ano galáctico 
corresponde a 2,1 x 10 8 anos terrestres (veja o Problema 13-4). 













EXEMPLO 13-3 


_A Massa da Galáxia Calcule o valor aproximado da massa da Galáxia, levando em conta apenas a massa 

situada no interior da órbita do Sol. 


SOLUQÁO 

1. Como se trata de urna solugáo aproximada, vamos usar a lei da gravitado de Newton, segundo a qual a forga gravitacional 
exercida pela massa da Galáxia Mq sobre a massa solar M Q é dada por 

r _ fe 

2. Esta forga gravitacional é a forga centrípeta que mantém o Sol em urna órbita galáctica de raio R. Assim, 

GMcrMo _ 

R 2 - R 

3. Explicitando M G , temos: 


Mn = 


Rv 2 


4. Substituindo na equagáo acima os valores do raio da órbita do Sol, R , da velocidade do Sol, v, e da constante gravitacional, G, 
obtemos: 


(28.000 anos-luz) (9,46 X 10' 5 m/anos-hiz) X 
X (2,5 X lü 5 m/s) 2 

M<i ~ 6,67 X 10 -11 Ñrtr/kg‘ 

= 2,48 x 10 41 kg 

Observagáo Se a massa do Sol é representativa da massa das estrelas da Via Láctea, o número aproximado de estrelas da 
Galáxia é (2,48 x 10 41 kg)/(l,99 x 10 30 kg) = 1,25 x 10 11 estrelas. 


Acontece que, somando as massas de todas as estrelas visíveis da Galáxia, incluindo as que estáo além da órbita do Sol, e as 
massas de todas as nuvens de gás e poeira, obtemos apenas 10% da massa necessária para evitar que as estrelas da Galáxia se 
dispersem. Esta discrepancia é conhecida como problema da massa faltante ou problema da materia escura. Este problema, 
que está presente em todas as galáxias e no Universo como um todo, foi reconhecido pela primeira vez em 1933, quando, ao 
estudar as galáxias do Aglomerado Coma (veja a Segáo 13-6), F. Zwicky notou que a massa do aglomerado, estimada a partir 
do brilho e do número das galáxias, era 400 vezes menor que a necessária para explicar os movimentos observados. O 
astrónomo concluiu que havia algum tipo de matéria no aglomerado que nao emitía luz, ou seja, matéria escura. Várias solugóes 
para o problema tém sido propostas, como buracos negros, neutrinos com massa e partículas exóticas conhecidas como 
WIMPs,* entre as quais (entre as muitas sugeridas) estáo os áxions e os neutralinos. Embora tenha sido pro vado que os 
neutrinos possuem urna massa de repouso diferente de zero, é pouco provável que contribuam significativamente para a solugáo 
do problema da matéria escura porque, como se movem com velocidade próxima da velocidade da luz, nao tendem a se 
aglomerar em nuvens como os átomos de hidrogénio do espago interestelar. 

Os áxions foram postulados há mais de 30 anos como parte de urna elegante solugáo matemática para um problema da 
cromodinámica quántica, o fato de que, de acordo com a teoría, o neutrón deveria possuir um dipolo elétrico (o que náo é 
verdade). O áxion, que surgiu em consequéncia de urna quebra de simetría (veja a Segáo 12-4) na teoría que explicava a 
ausencia de um momento dipolar elétrico associado ao neutrón, seria urna partícula eletricamente neutra, que interagiria apenas 
fracamente com a matéria comum. Sua contribuigáo para a solugáo do problema da matéria escura náo parece ser significativa, 
já que experimentos recentes estabelecem um limite superior de apenas 10“ 6 eV/c 2 para a massa da partícula. 

O neutralino é considerado por muitos astrofísicos e cosmólogos o melhor candidato para resolver o problema da matéria 
escura. Os neutralinos (que podem ser quatro partículas diferentes) sáo os autoestados de massa que resultam da mistura 
quántica dos parceiros supersimétricos dos bósons W, Z e de Higgs, conhecidos como wino, zino e higgsino (veja a Tabela 12- 
12). Um dos neutralinos pode ser a partícula supersimétrica de menor massa, que, por isso mesmo, seria estável. De acordo com 
alguns modelos cosmológicos, os neutralinos foram produzidos em grande quantidade logo após o big bang e, por serem 
partículas estáveis, continuam abundantes até hoje, sendo responsáveis pelos efeitos atribuidos á matéria escura. A massa do 
neutralino mais leve estaría entre 10 e 10 4 GeV/c 2 . (A massa do próton é 0,938 GeV/c 2 .) O comportamento do neutralino seria 
semelhante ao do neutrino, ou seja, a partícula náo poderia ser observada nos detectores dos aceleradores de partículas atuais. 





Um dos principáis objetivos do LHC é procurar provas da existencia de partículas supersimétricas, como as discrepancias de 
energia e momento entre os estados observáveis iniciáis e fináis que revelariam a presenga dos neutralinos. 


13-3 A Evolugáo das Estrelas 

Embora nao exista urna teoría universalmente aceita, a maioria dos cientistas acredita que as estrelas se formam a partir de 
grandes nuvens de poeira e gás. Flutuagóes estatísticas fazem com que a densidade aumente em urna certa regiáo da nuvem. A 
densidade nessa regiáo aumenta ainda mais por causa da gravidade, que atrai mais matéria; finalmente (se a nuvem é 
suficientemente grande) a contragáo gravitacional faz com que a temperatura atinja o valor necessário para que o processo de 
fusáo se inicie, gerando urna estrela. 


Luminosidade das Estrelas 

Nesta segáo, vamos discutir a evolugáo das estrelas. Duas características das estrelas sáo importantes para este tipo de estudo: a 
temperatura efetiva T e e a luminosidade L. A temperatura efetiva de urna estrela é um parámetro difícil de medir. Em geral, é 
estimada através de urna comparagáo entre a distribuigáo espectral da radiagáo emitida pela estrela e a distribuigáo espectral de 
um corpo negro ou através da medida de linhas de absorgáo do hidrogénio e do hélio na atmosfera da estrela. 

Luminosidade é a potencia total irradiada pela estrela, que depende do fluxo radiante F da estrela observado na Terra (que, 
no caso do Sol, é chamado de constante solar) e da distáncia r entre a estrela e a Terra (veja a Equagáo 13-2): 


L - 4 it r 2 F 
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Em geral, é muito difícil determinar a distáncia de urna estrela. No caso de estrelas relativamente próximas, a distáncia pode ser 
calculada a partir do movimento aparente da estrela que resulta do movimento da Terra em tomo do Sol. Durante urna 
revolugáo completa da Terra, urna estrela parece descrever urna elipse cujo raio angular na direcáo do eixo maior é 0 (veja a 
Figura 13-16). O ángulo 0, conhecido como ángulo de paralaxe, é dado por 


0 = 


1 AU 
r 
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As distáncias astronómicas sáo medidas em parsecs ou em anosluz. Um parsec (pe) é a distáncia para a qual 1 UA subtende um 
ángulo de 1 segundo de arco (1"), que equivale a 1/3600 de grau. Fazendo 0 = 1" na Equagáo 13-11, obtemos: 


I parsec = 


I AU 3600 " 180 u 

——X—- 

r r 'ir mu 


= 2,60 x io 5 au 
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Usando as relagoes 1 UA = 1,496 x 10 11 m e 1 ano-luz = 9,461 x 10 15 m, podemos calcular o valor de 1 parsec em metros e 
em anos-luz: 


1 pe = 3,086 X IO Lt m = 3,26anos-luz 13-13 


Estrela 


Terra 



FIGURA 13-16 Método da paralaxe para determinar a distáncia de estrelas próximas da Terra. Um parsec é a distáncia r para a qual o 
ángulo de paralaxe 0 subtendido por 1 UA é 1 segundo de segundo. 










EXEMPLO 13-4 


Distáncia da Próxima do Centauro Próxima do Centauro é a estrela mais próxima do Sol. Medindo a 
variagáo aparente da posigáo da Próxima do Centauro, em duas observa9oes realizadas com seis meses de diferenga, verifica-se que o 
ángulo de paralaxe é 0,77233". A que distáncia da Terra está Próxima do Centauro? (Coordenadas da Próxima do Centauro: a = 14 h 
29 min 43 s; 5 = 16° 41' 58".) 


SOLUQÁO 

Como 1 UA /l" = 1 parsec, temos, para 0 = 0,77233", 


r = 


1 AU 

~ir 

I pe x 


I AU 

" 0,77233^ 

r 

0,77233" " 


I AU U 
T 0,77233 fr 

,2948 pe 


= 4,22 anos-luz 


O menor ángulo de paralaxe que pode ser medido é da ordem de 0,001". Isso significa que o método do Exemplo 13-4 so 
pode ser usado para medir distáncias até cerca de 1 kpc, ou seja, so pode ser aplicado as dez mil e poucas estrelas que se 
encontram relativamente próximas do Sol. Como a distáncia até o centro da Galáxia é da ordem de 8 kpc, todas essas estrelas 
pertencem á Via Láctea. Para todas as outras estrelas, o ángulo de paralaxe é táo pequeño que nao pode ser medido e a distáncia 
só pode ser determinada por outros métodos. Um desses métodos envolve a análise das variaqóes com o tempo do brilho de um 
tipo especial de estrelas (as variáveis cefeidas) que sao encontradas principalmente em aglomerados estelares. Distáncias de até 
29 Mpc foram medidas usando esse método. As superno vas (Seqáo 13-4) oferecem vários meios de medir a distáncia da galáxia 
em que se encontram. O mais importante faz uso da relaqáo entre a luminosidade absoluta e a curva da luminosidade em funqáo 
do tempo, que é aproximadamente constante para um tipo particular de supemova conhecido como Tipo la. A observaqáo de 
supemovas Tipo la situadas em galáxias muito distantes revelou, recentemente, que a velocidade de expansáo do universo está 
aumentando. 

O Diagrama de Hertzprung-Russell 

Os vários estados que as estrelas assumem durante sua evoluqáo podem ser representados em um gráfico da luminosidade L em 
funqáo da temperatura efetiva T e conhecido como diagrama de Hertzprung-Russell ou diagrama H-R. A Figura 13-17a mostra 
um diagrama H-R no qual estáo representadas estrelas típicas. A grande maioria das estrelas em um diagrama H-R ocupa a faixa 
diagonal central, conhecida como sequéncia principal. As estrelas que pertencem á sequéncia principal sao consideradas 
“normáis” no sentido de que sao misturas homogéneas, a nao ser no núcleo, possuem praticamente a mesma composiqáo 
química e estáo transformando hidrogénio em hélio através das reaqóes de fusáo discutidas anteriormente. As estrelas deixam a 
sequéncia principal quase sempre por expansáo; por esse motivo, as estrelas da sequéncia principal também sáo chamadas de 
anas da sequéncia principal. Os cientistas acreditam que 80 e 90% das estrelas estáo na sequéncia principal. 

A posiqáo de urna estrela dentro da sequéncia principal do diagrama H-R é funqáo da luminosidade e da temperatura efetiva, 
que dependem principalmente da massa da estrela. A massa das estrelas varia de 0,08 M 0 a mais de 100 M 0 , onde M 0 é a massa 
do Sol. Em nuvens de gás com menos de 0,08 M 0 , o aumento de temperatura produzido pela contraqáo gravitacional náo é 
suficiente para iniciar o processo de fusáo. Em nuvens de gás com muito mais de 100 M 0 , a temperatura atinge valores táo 
elevados que a pressáo de radiaqáo se toma maior que a pressáo da gravidade. Um sistema desse tipo, mesmo que chegue a se 
formar, é extremamente instável. 

No caso das estrelas da sequéncia principal, o estudo da massa dos sistemas binários revelou que a luminosidade de urna 
estrela é aproximadamente proporcional á massa elevada a 3,5: 

3.5 


L « M 
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FIGURA 13-17 ( a ) Diagrama de Hertzprung-Russell (H-R) para estrelas ñas vizinhangas do Sol. A grande maioria das estrelas (80 a 
90%) está na sequéncia principal. As estrelas na extremidade inferior direita sao frías e de baixa luminosidade; as da extremidade superior 
esquerda sao quentes e de alta luminosidade. ( b ) A evolugáo do Sol desde que entrou na sequéncia principal, no ponto 1. O Sol está 
atualmente entre os pontos 1 e 2 e deverá deixar a sequéncia principal no ponto 4. O intervalo de tempo entre pontos vizinhos é da ordem 
de 10 9 anos. 


O tempo de vida de urna estrela, t v , é proporcional á energía total disponível, que, por sua vez, é proporcional á massa da 
estrela (E = Me 2 ) e inversamente proporcional á taxa de emissáo de energía, que é a luminosidade: 


E Me 1 - 5 
'* = 1 
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De acordo com a Equagáo 13-15, as estrelas de maior massa consomem hidrogénio mais depressa que as estrelas de menor 
massa. Urna estrela com urna massa duas vezes maior que a do Sol, por exemplo, tem um tempo de vida 8 vezes menor. (A 
Equagáo 13-15 nao se aplica as estrelas muito grandes ou muito pequeñas porque a relagáo entre luminosidade e massa expressa 
pela Equagáo 13-14 é apenas um resultado médio. O expoente da Equagáo 13-15 é maior em valor absoluto, para estrelas muito 
pequeñas, e menor para estrelas muito grandes.) 

Aplicando a lei de conservagáo da energia ás estrelas da sequéncia principal (Tabela 13-3), é possível mostrar (Problema 13- 
6) que o raio é aproximadamente proporcional á massa: 


R « M 
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Combinando a Equagáo 13-16 com a Equagáo 13-4, que relaciona a temperatura efetiva á luminosidade por unidade de área, 
podemos obter urna relagáo entre a temperatura efetiva e a massa da estrela: 



1/4 

¡x 


;lA 5 Y ' 4 

M 2 ) 


oc 
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Assim, as estrelas de grande massa possuem temperatura efetiva maior e maior luminosidade que as estrelas de pequeña massa. 
Foi com base ñas Equagóes 13-16 e 13-17 que as estrelas foram plotadas no diagrama H-R da Figura 13-17 a. A Tabela 13-3 
mostra algumas características das estrelas de diferentes tipos espectrais. Os valores de luminosidade, raio e massa sáo 
expressos em relagáo aos valores desses parámetros para o Sol, que sáo os seguintes: L Q = 3,83 x 10 26 J/s; R Q = 6,96 x 10 8 m; 
M q = 1,99 x 10 3 ° kg. 

Á medida que urna estrela envelhece, ela vai consumindo seu combustível principal, o hidrogénio. O que acontece quando o 
suprimento de hidrogénio da regiáo central da estrela se esgota depende da massa inicial da estrela. A evolugáo das estrelas de 
pequeña massa e de massa elevada é de forma um pouco diferente, mas, nos dois casos, reagóes nucleares sucessivas sáo 
alimentadas pelo produto do ciclo anterior. Depois que o hidrogénio se transforma em hélio, a estrela comega a fundir núcleos 
de hélio em um novo ciclo que tem como produto final átomos de carbono. Para que isso acontega, é preciso que a regiáo 
central da estrela atinja urna temperatura de 10 8 K. A cadeia de eventos envolvidos neste processo é complexa e náo será 
discutida aqui. No caso de estrelas de pequeña massa, urna das consequéncias da transformagáo do hidrogénio em hélio é que o 
raio (e, portanto, a área da superficie) da estrela aumenta enquanto a luminosidade permanece praticamente constante. Assim, a 








intensidade (luminosidade por unidade de área) e a temperatura efetiva diminuem e a radiagáo emitida se desloca para 
comprimentos de onda maiores. A estrela se expande e se transforma em urna subgigante vermelha. Com a diminuigáo de T e , a 
fotosfera se toma mais transparente, o que aumenta a luminosidade e estabiliza a temperatura. A estrela se toma entáo urna 
gigante vermelha. A evolugáo de urna estrela de pequeña massa como o Sol é mostrada no diagrama H-R da Figura 13-17¿. 

A fusáo do hélio aumenta novamente a temperatura efetiva da estrela, que entra no ramo horizontal. Quando o hélio da 
regiáo central se esgota, a estrela comega a fundir átomos de carbono, e a luminosidade e a temperatura passam a aumentar 
simultáneamente, transformando a estrela em urna supergigante vermelha. Betelgeuse, a segunda estrela mais brilhante da 
constelagáo de Orion, é urna supergigante vermelha com massa específica de 1,5 x 1(T 5 kg/m 3 , cem mil vezes menor que a do ar 
que respiramos! Ainda nao se sabe ao certo o que acontece depois. Através de urna combinagáo de eventos que incluí a perda de 
urna parcela considerável de massa, incluindo tal vez a ejegáo de urna nuvem de gás (conhecida como nebulosa planetária ), 
como as que aparecem na Figura 13-18, a estrela se toma urna ana branca, esfriando lentamente até entrar em equilibrio térmico 
com o universo. As anas brancas seráo discutidas na Segáo 13-5. 

De acordo com a Equagáo 13-15, as estrelas de grande massa (maior que 6M 0 ) evoluem muito mais depressa do que as 
estrelas de pequeña massa. Além disso, a massa inicial é suficiente para que o núcleo da estrela atinja temperaturas 
extremamente elevadas, o que possibilita a fusáo de outros núcleos, como os de oxigénio, neónio e silicio, tendo como resultado 
final a produgáo de núcleos de ferro, que sao os mais estáveis de todos. Essas reagoes ocorrem com extrema rapidez e podem 
conduzir a eventos catastróficos como os que seráo descritos na próxima segáo. Urna estrela de grande massa, como Betelgeuse, 
pode se tornar urna supemova (veja a Segáo 13-4). 


Tabela 13-3Algumas características das estrelas 

Tipo espectral 

Temperatura da 
superficie (K) 

ULq 

RIRo 

MIM 0 

05 

44.500 

790.000 

15 

60 

BO 

30.000 

52.000 

8 

18 

AO 

9.520 

54 

3 

3 

FO 

7.200 

6 

2 

2 

GO 

6.030 

1,5 

1,1 

1,1 

Sol (G2) 

5.800 

1,0 

1,0 

1,0 

KO 

5.300 

0,4 

0,8 

0,8 

MO 

3.900 

0,08 

0,6 

0,5 

M8 

2.600 

0,001 

0,17 

0,06 






FIGURA 13-18 Acredita-se que a nebulosa 30 Doradus ( a ), também conhecida como Nebulosa da Tarántula, seja mais antiga que a 
nebulosa NGC 7293 ( b ), também conhecida como Nebulosa da Hélice, e por isso é mais difusa. Situada na Grande Nuvem de Magalháes, 
a Nebulosa da Tarántula contém urna das maiores estrelas que se conhece, além da superno va SN1987A, o ponto claro ligeiramente 
abaixo do centro da fotografía da esquerda. A radiagáo ultravioleta das estrelas aquece o gás das nebulosas, tomando-o luminoso, [(a) The 
Hubble Heritage Team (AURA/STScIlNASA), (b) NASA , NOAO, ESA , The Hubble Helix Nébula Team , M. Meisner (STScI) e T. A. Rector 
(. NRAO ).] 


13-4 Eventos Cataclísmicos 

Gigantescas explosóes e outros eventos cataclísmicos fazem parte do ciclo vital das estrelas. Depois de se formarem a partir de 
nuvens de gás, as estrelas se deslocam ao longo do diagrama H-R, passando por esses eventos e formando no processo os 
elementos necessários para gerar novas estrelas. Vamos examinar agora por que os eventos cataclísmicos acontecem. 

Mais de metade das estrelas conhecidas fazem parte de grupos de duas ou mais estrelas. Essas estrelas se movem em órbita 
em tomo do centro de massa comum, enquanto o grupo como um todo acompanha a rotaqáo da galáxia. O período das estrelas 
binárias (associaqóes de duas estrelas) pode variar de algumas horas, no caso de estrelas muito próximas, até milhóes de anos, 
no caso de estrelas separadas por urna distáncia de milhares de unidades astronómicas. Vamos nos limitar a discutir o caso das 
binárias próximas. 

Nao é possível fazer aqui urna análise completa das interaqóes das duas estrelas que formam urna binária 
próxima, mas urna explicaqáo qualitativa será suficiente. Considere urna binária cujas estrelas, de massas M\ e M 2 , 
giram em tomo do centro de massa comum em órbitas circulares. Um observador em repouso no sistema em 
rotaqáo experimenta urna forqa resultante que é a soma das forqas gravitacionais das duas estrelas e das 
pseudoforqas associadas á rotaqáo. A Figura 13-19 mostra duas superficies equipotenciais de urna estrela binária. É 
fácil ver que existe um ponto sobre a linha que liga os centros das duas estrelas no qual o potencial é mínimo. Nesse ponto, 
denominado ponto de Lagrange , a forqa resultante dos efeitos combinados da rotaqáo e da atraqáo gravitacional das massas M\ 
e M 2 é nula. A superficie equipotencial tridimensional que inclui o ponto de Lagrange L forma urna envoltória em tomo de cada 
estrela conhecida como lobo de Roche} 2 




FIGURA 13-19 Se 9 oes retas de duas superficies equipotenciais de um sistema constituido por duas estrelas, M\ e M 2 . O ponto L é um 
dos cinco pontos de Lagrange nos quais o potencial gravitacional passa por um extremo (um ponto de sela, neste caso) e a forga resultante 
é nula. 


Considere agora o que acontece quando, devido á evoluqáo natural, urna das estrelas, Mi, digamos, comeqa a se expandir e 








preenche seu lobo de Roche. Normalmente, a fotosfera de urna estrela tem um limite bem definido, o lugar geométrico dos 
pontos onde a pressáo de radiagáo é equilibrada pela gravidade. No ponto de Lagrange, porém, a forga da gravidade é nula; 
assim, os gases da estrela M x atravessam o ponto de Lagrange e penetram no lobo de Roche da estrela M 2 . Urna vez no interior 
desse lobo, passam a sofirer a atragáo de M 2 . Como o sistema está girando, os gases nao se movem diretamente para M 2 , por 
causa do efeito Coriolis, formam um disco de acregáo (Figura 13-20). 



para M 2 

FIGURA 13-20 Gases da estrela M x atravessam o ponto de Lagrange e penetram no lobo de Roche da estrela M 2 , formando um disco de 
acregáo no plano equatorial de M 2 . Os gases que chegam mais tarde se chocam com o disco já formado, gerando urna área de impacto de 
alta temperatura, que faz com que o brilho de M 2 varié de forma irregular. 

Novas 

Se M 2 é urna estrela normal, nada de extraordinário acontece; mas, se M 2 é urna ana branca, eventos cataclísmicos conhecidos 
como novas podem ocorrer. Vamos mencionar duas possibilidades. Os gases podem se acumular no disco de acregáo até que 
ocorra urna instabilidade, e urna grande quantidade de gases seja depositada na superficie da aná branca. O impacto aquece a 
superficie, fazendo com que a luminosidade da estrela aumente de 10 a 100 vezes. Eventos semelhantes ocorrem a intervalos de 
algumas semanas ñas novas anas e a intervalos de centenas ou milhares de anos ñas novas recorrentes. O fluxo de gases para o 
disco faz com que o brilho desse tipo de estrela varié ligeiramente, mesmo nos períodos de baixa atividade (veja a Figura 13- 
20 ). 

Ñas novas clássicas , que ejetam urna quantidade considerável de gases para o espago e cujo brilho pode variar de um milháo 
de vezes em poucos dias, os astrofísicos acreditam que a quantidade de hidrogénio depositada na superficie da aná branca no 
momento em que ocorre a instabilidade seja suficiente para produzir urna explosáo termonuclear. Depois da explosáo, o sistema 
se estabiliza e o hidrogénio volta a se acumular no disco de acregáo. Os problemas teóricos envolvidos na descrigáo de um 
evento desse tipo, todavía, sáo consideráveis, e os cientistas ainda náo chegaram a um consenso quanto aos detalhes do 
processo. 

Supernovas 

Curiosamente, as supernovas , explosóes catastróficas de estrelas inteiras, sáo mais bem compreendidas que as novas. As 
supernovas sáo classificadas como Tipo I ou Tipo II com base no espectro que apresentam (Figura 13-21). O espectro das 
supernovas Tipo I náo inclui as linhas do hidrogénio, o que indica que a quantidade do gás nesse tipo de estrela é muito 
pequeña. No espectro das supernovas Tipo II, por outro lado, as linhas do hidrogénio sáo muito intensas. As supernovas Tipo I 
sáo subdivididas em Tipo la, que apresentam urna linha intensa de Si monoionizado em 615 nm, Tipo Ib, que apresentam linhas 
de He, e Tipo le, que náo apresentam linhas de He. Lembrando que o hidrogénio e o hélio sáo, nessa ordem, os elementos mais 
abundantes do universo, essas diferengas espectrais mostram que existem diferengas significativas na origem das supernovas 
Tipo I e Tipo II. As supernovas Tipo II sáo subdivididas em dois grupos com base na forma da curva da intensidade luminosa 
em fungáo do tempo depois de atingido o ponto de máxima luminosidade. A intensidade da luz das supernovas Tipo II-L 
diminuí /inearmente com o tempo. A intensidade da luz das supernovas Tipo II-P apresenta um plato intermediário que dura 30 
dias ou mais; em seguida, a intensidade volta a diminuir. 

As supernovas náo sáo, simplesmente, novas de grande porte, mas tém urna origem totalmente diversa. Na Segáo 13-3, 
vimos o que acontece quando urna estrela consomé todo o hidrogénio do núcleo e comega a sair da sequéncia principal do 
diagrama H-R. A estrela comega a fundir hélio e depois passa a fundir carbono. No caso de urna estrela de pequeña massa, a 
energía gravitacional é insuficiente para promover a fusáo de núcleos mais pesados. Ñas estrelas grandes, a situagáo é outra. As 
supernovas Tipo la se formam em sistemas binários nos quais urna das estrelas é urna aná branca, rica em carbono e oxigénio 
(veja a Segáo 13-5). Urna companheira em expansáo cuja superficie ultrapassa o lobo de Roche pode despejar urna grande 
quantidade de gás diretamente na superficie da aná branca, aumentando a pressáo gravitacional no núcleo. Se o aumento da 
temperatura do núcleo causado por esse aumento de pressáo é suficiente para promover a fusáo do carbono, o resultado é urna 


reagáo de fusáo quase instantánea que produz urna gigantesca explosáo termonuclear, ou seja, urna verdadeira “bomba de 
carbono”. As supemovas do Tipo Ib se formam quando urna estrela sofre um colapso gravitacional após perder as camadas 
externas de hidrogénio, seja por causa de fortes ventos estelares, seja por causa da atragáo gravitacional de urna estrela próxima. 
As supernovas do Tipo le se formam por um mecanismo semelhante, mas, além de perderem hidrogénio, também perdem a 
maior parte do hélio. As supemovas tipo I se formam em estrelas da populagáo II. (O leitor nao deve se confundir com a 
incoeréncia da nomenclatura.) A curva da variagáo da luminosidade com o tempo das supemovas Tipo la depende de forma 
previsível da luminosidade máxima, o que permite que sejam usadas como velas-padráo pelos astrónomos. Além disso, por 
serem muito brilhantes, podem ser observadas a grandes distáncias. Gragas a esse tipo de estrela, foi possível determinar a 
distáncia de galáxias muito afastadas. 


Sem plato Tipo ll-L 


Com linhas de H Tipo I 


Supernova— 


Sem linhas de H Tipo I 


Com plato Tipo ll-P 

Com linhas de Si Tipo la 

Com linhas de He Tipo Ib 


Sem linhas de Si 


Sem linhas de He Tipo lo 

FIGURA 13-21 Classificagáo das supemovas. As supemovas Tipo I sao divididas em subgrupos com base ñas linhas do espectro; as do 
Tipo II, com base na forma da curva da intensidade luminosa em fungáo do tempo. 


Se a massa de urna estrela é maior que 8M 0 , gravidade é suficiente para atrair hidrogénio das camadas intermediárias para a 
parte central da estrela quando o hidrogénio da parte central comega a se esgotar e a estrela acaba se tomando urna supernova 
Tipo II, pelo mecanismo que será descrito a seguir. Quando a temperatura do núcleo ultrapassa 10 8 K, comega a ocorrer a fusáo 
de átomos de neónio e silicio, que tem como resultado final a produgáo de núcleos de ferro. Como vimos no Capítulo 11, a 
energía de ligagáo por núcleon do átomo de ferro é a maior de toda a tabela periódica. Isso significa que a fusáo de átomos de 
elementos mais pesados que o ferro nao produz energía e sim consomé energía. Assim, quando o núcleo da estrela se transforma 
em ferro, as reagóes termonucleares deixam de ocorrer. Na auséncia da pressáo para fora causada pelas reagóes termonucleares, 
a contragáo gravitacional se acelera e, em consequéncia, o núcleo se aquece até a temperatura ultrapassar 10 9 K. Neste ponto, a 
radiagáo no interior da estrela é suficientemente intensa para desintegrar os átomos de ferro, produzindo átomos de hélio e 
néutrons, o que remove energia do núcleo e acelera aínda mais o colapso gravitacional. A reagáo é a seguinte: 

gFe—>BlHe + 4n 13-18 

Os núcleos de hélio também se desintegram por efeito da radiagáo, consumindo enormes quantidades de energia, já que a 
energia de ligagáo do hélio é muito grande. A reagáo é a seguinte: 

jHe -> 2/? + 2ft 13-19 

Os prótons produzidos na reagáo da Equagáo 13-19 estáo praticamente em queda livre e a forte compressáo faz com que se 
combinem com elétrons para formar néutrons, em urna reagáo que corresponde ao inverso do decaimento beta: 

p 4- + P r 13-20 

O que acontece a seguir com o núcleo ainda é objeto de várias especulagóes, que seráo discutidas na Segáo 13-5. 

O que acontece com a envoltória (os gases que nao estáo na parte central da estrela), embora também nao esteja claro do 
ponto de vista teórico, pelo menos pode ser observado: a envoltória é ejetada em urna gigantesca explosáo. É este evento que 
chamamos de supernova Tipo II. As supemovas sao extremamente raras, mas os cientistas tiveram a sorte de observar urna 
supernova Tipo II em 1987 a apenas 170.000 anos-luz de distáncia, na Grande Nuvem de Magalháes, urna pequeña galáxia 
irregular que faz parte do gmpo local de galáxias. Denominada SN1987A (veja a Figura 13-18), foi a primeira supernova visível 
a olho nu desde 1604, quando outra supernova foi observada por Kepler e Galileu. Duas outras tinham sido vistas 
anteriormente, em 1006 e 1054, a segunda documentada por astrónomos chineses e visível até hoje, na forma da Nebulosa do 
Caranguejo. Várias outras foram observadas com o auxilio de telescopios. Em consequéncia do grande número de reagóes e 














decaimentos nucleares associados a urna supemova, a radiagáo emitida pela explosáo é acompanhada por um intenso fluxo de 
neutrinos. Os neutrinos provenientes da supemova SN1987A foram detectados pelo observatorio de neutrinos Kamiokande e 
usados pelos cientistas para obter novas informagóes a respeito do colapso de urna supemova Tipo II e um limite superior para a 
massa do antineutrino do elétron (veja o Problema 12-13). 



A supemova 1987A produziu urna série de anéis algumas semanas depois de ser observada pela primeira vez. Os anéis provavelmente 
foram causados pela interagáo de um feixe de radiagáo ou de partículas de alta energía com urna nuvem de gás. O feixe pode ter sido 
produzido por urna companheira invisível da estrela que explodiu. Esta fotografía foi tirada pelo Telescopio Espacial Hubble usando a 
linha alfa da série de Balmer do hidrogénio. [NASA, ESA, P. Challis e R. Kirshner ( Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics).\ 

Ao atingir a luminosidade máxima, urna supemova normalmente é mais brilhante que todo o resto da galáxia em que se 
encontra. Os espectros das supemovas revelam a presenga de elementos de toda a tabela periódica. Isso indica que parte da 
energia do núcleo é usada para produzir átomos de elementos pesados a partir dos átomos de ferro. A supemova ejeta muitos 
desses átomos para o espago, onde mais tarde contribuem para a formagáo de novas estrelas e planetas. Eventos desse tipo 
certamente precederam o nascimento do Sol e a formagáo da Terra. Como disse alguém, “somos feitos do material das estrelas”. 

13-5 Os Estados Fináis das Estrelas 

Os eventos cataclísmicos que acontecem no final da vida de urna estrela podem levar á formagáo de urna aná branca, urna 
estrela de néutrons, ou um buraco negro. O fator principal que determina o destino de urna estrela parece ser a massa, 
especialmente a massa da parte central da estrela. 


Anas Brancas 

As estrelas com massa menor que 6 M 0 seguem um curso evolutivo no diagrama H-R que as faz passar por um ou mais 
períodos de considerável perda de massa. A forma como isso acontece ainda náo está clara, mas os gases ejetados, que sáo 
aquecidos pela regiáo central da estrela até se tornarem luminosos, formando urna nebulosa planetária, deixam como residuo 
urna aná branca , termo usado porque muitas, mas náo todas as estrelas desse tipo, sáo brancas. Urna aná branca típica tem urna 
massa de 1 M 0 e um raio de 10 7 m, ou seja, da mesma ordem que o raio da Terra. Assim, a massa específica de urna aná branca 
pode chegar a 5 x 10 5 g/cm 3 , enquanto a massa específica da Terra é apenas 5,5 g/cm 3 . Um objeto do tamanho de urna moeda de 
10 centavos feito do material de urna aná branca teria urna massa de mais de 200 kg; se fosse do tamanho de urna moeda de um 
real, teria urna massa de mais de 400 kg. 

Como náo existem reagóes termonucleares no interior de urna aná branca, cuja regiáo central é formada principalmente por 
carbono e oxigénio, a pressáo para fora causada por essas reagóes está ausente e a estrela se contrai por agáo da gravidade até 
que o principio de exclusáo impede os elétrons atómicos de se aproximarem ainda mais uns dos outros. Este efeito é semelhante 
á repulsáo entre os átomos de urna molécula devido ao principio de exclusáo, discutida no Capítulo 9. É essa pressáo de 
degeneragáo dos elétrons que evita o colapso total de urna aná branca. Quando a pressáo de degeneragáo dos elétrons iguala a 
pressáo causada pela gravidade, a estrela deixa de se contrair. 

O cálculo da pressáo de degeneragáo dos elétrons leva a urna relagáo náo relativística entre o raio Re a massa M de urna aná 
branca: 
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Anas brancas localizadas pelo Telescopio Espacial Hubble em M4, o aglomerado globular mais próximo da Terra, situado a 7000 anos- 
luz de distancia. M4 contém mais de 100.000 estrelas. [( esquerda ) Telescopio de 0,9 m do Kitt Peak National Observatory, National 
Optical Astronomy Observatories; cortesía de M. Bolte (University of California , Santa Cruz). ( direita ) Harvey Richer (University of 
British Columbia, Vancouver , Cañada) e NASA .] 

em que Z é o número atómico e A o número de massa do material de que a estrela é composta. Curiosamente, quanto maior a 
massa, menor o raio, o que é urna consequéncia da contragao gravitacional a que nos referimos anteriormente. Assim, por 
exemplo, urna ana branca com urna massa de 1 M 0 tem um raio menor que urna ana branca com urna massa de 0,5 M 0 ! De 
acordo com a Equagao 13-21, o raio de urna ana branca tende a zero quando a massa tende a infinito, mas permanece finito para 
qualquer valor finito da massa. Entretanto, para pequeños valores do raio, a Equagao 13-21 deixa de ser válida e deve ser 
substituida por urna versáo relativística. S. Chandrasekhar 13 realizou o cálculo relativístico e descobriu que o raio é nulo para 
massas maiores que 1,4 M 0 . Este valor é conhecido como limite de Chandrasekhar. Um forte indicio da existencia real do 
limite de Chandrasekhar é o fato de que todas as anas brancas conhecidas tém massa menor que 1,4 M Q . 

As anas brancas isoladas perdem energía por irradiagáo e, na falta de urna fomalha nuclear, esfriam lentamente, tomando-se 
cada vez menos luminosas. Quando urna ana branca deixa de ser visível, passa a ser urna ana negra , que continua a esfriar até 
entrar em equilibrio térmico com o universo. É pouco provável que urna ana branca já tenha atingido este estágio. Se a ana 
branca faz parte de um sistema binário, além da possibilidade de se tomar urna nova, já discutida, os gases da estrela 
companheira podem se depositar gradualmente na superficie da ana branca. Quando a pressáo de degeneragáo dos elétrons é 
insuficiente para conter a contragáo gravitacional (ou seja, quando o limite de Chandrasekhar é atingido), a estrela implode e a 
temperatura do núcleo aumenta o suficiente para promover a fusáo do núcleo de carbono e oxigénio. A liberagáo de energia 
resultante faz a ana branca explodir como urna superno va Tipo la. O limite de massa acima do qual as anas brancas explodem, 
1,4 M 0 , é um dos fatores responsáveis pela semelhanga das curvas da luminosidade das superno vas Tipo la em fungáo do tempo 
que permite que sejam usadas como padráo para distancias astronómicas. Quando urna ana branca se toma urna superno va, o 
que resta é urna estrela com aproximadamente 50% de ferro. 

Estrelas de Néutrons 

Quando discutimos as supemovas, vimos que as enormes pressóes existentes na parte central da estrela produzem a reagáo 
inversa do decaimento beta, transformando prótons em néutrons. O que acontece se a massa do núcleo após a explosáo é maior 
que o limite de Chandrasekhar? Podemos ter urna ideia considerando os néutrons como um gás ideal de férmions e obtendo urna 
expressáo nao relativística para a relagáo entre a massa e o raio análoga á Equagao 13-21. O resultado é o seguinte: 

R = (1,6 X 10 14 m * 13-22 

em que M é a massa em quilogramas e R é o raio do núcleo em metros. Urna estrela desse tipo é chamada de estrela de 
néutrons, que é formada exclusivamente por néutrons. De acordo comaEquagáo 13-22,para M= 1,0 M Q ,R = 1,27 x 10 4 m = 
12,7 km. 











Esta estrela de néutrons, a primeira a ser observada com luz visível, é muito quente (cerca de 650.000 K na superficie) e provavelmente 
nao tem mais que 28 km de diámetro. [Cortesía de Fred Walter {State University ofNew York at Stony Brook ) e NASA .] 


A massa específica de urna estrela de néutrons é da ordem de 10 14 g/cm 3 , apenas ligeiramente menor que a massa específica 
do neutrón, cerca de 4 x 10 14 g/cm 3 . Assim, podemos concluir que, em urna estrela de néutrons, a pressáo gravitacional é 
equilibrada pela componente repulsiva (devido ao principio de exclusáo) da interaqáo forte a que estáo submetidos os néutrons. 
Como o leitor já deve ter previsto, até mesmo essa enorme resisténcia pode ser superada pela pressáo da gravidade. A massa 
para a qual a pressáo gravitacional é igual á pressáo causada pela repulsáo entre os néutrons corresponde á maior massa possível 
para urna estrela de néutrons, um limite análogo ao limite de Chandrasekhar para as anás brancas. De acordo com as teorías 
mais recentes, o limite para a massa de urna estrela de néutrons é 2 M 0 . A maior estrela de néutrons observada até hoje tem urna 
massa de (1,97 ± 0,04) M 0 e um raio de 13 km. 


Eixo de 



(a) (6) (c) 

FIGURA 13-22 {a) Urna estrela de néutrons herda a maior parte do momento angular e do campo magnético da estrela original, o que a 
faz girar rápidamente enquanto arrasta urna magnetosfera distorcida. Partículas carregadas sáo ejetadas em dois cones alinhados com o 
eixo do campo magnético. Quando o eixo do campo magnético náo coincide com o eixo de rota^áo, a radiasáo associada ás partículas 
varre o espado, como a luz de um farol. ( b ) O pulsar da Nebulosa do Caranguejo. Quando o cone de radiagáo passa pela Terra, a luz 
emitida pelos elétrons ejetados se toma visível (ponto mais claro na imagem). ( c ) Urna fratpáo de segundo mais tarde, o cone de radiagáo 
náo está mais dirigido para a Terra. O período do pulsar é 3,3 x 1CT 2 s e está aumentando á razáo de 1CT 5 s por ano. [(Z>) e ( c ) 
Harvard/Smithsonian Centerfor Astrophysíes.] 







Esta imagem, composta da Nebulosa do Caranguejo, é formada por urna imagem de raios X do Chandra X-Ray Observatory e urna 
imagem ótica do Telescopio Espacial Hubble. O anel interno tem cerca de 1 ano-luz de diámetro. [Imagem de raios X: NASA/CXC/ASU/J. 
Hester et al. Imagem ótica : NASA/HST/ASU/J. Hester et al] 

Acredita-se que as fontes de ondas periódicas de rádio conhecidas como pulsares , descobertas a partir de 1967 em residuos 
de supemovas como a Nebulosa do Caranguejo, sejam estrelas de néutrons. Segundo um modelo aceito pela maioria dos 
cientistas, a radiagáo é produzida por partículas carregadas emitidas pela estrela de néutrons e aceleradas ao longo de linhas de 
campo magnético em consequéncia da rápida rotagáo da estrela (Figura 13-22). No caso da Nebulosa do Caranguejo, a variagáo 
da luz visível obedece ao mesmo padráo, como mostram as Figuras 13-226 e 13-22c. A poténcia emitida é gigantesca, da ordem 
de 3 x 10 31 W. O período, 0,033 s, é um dos mais curtos que se conhece. Ao emitir energia para o espago, a estrela de néutrons 
esfria, aproximando-se do equilibrio térmico com o resto do universo. O estudo da variagáo do período de pulsares que 
pertencem a sistemas binários pode ser usado para testar algumas previsóes da teoría da relatividade geral. 


Buracos Negros 

O que acontece quando a massa do residuo compacto de urna supemova excede o limite máximo de 2 M Q para a formagáo de 
urna estrela de néutrons? A velocidade necessária para que um corpo escape da atragáo gravitacional de urna estrela de massa M 
pode ser calculada igualando a energia potencial gravitacional na superficie da estrela á energia cinética do corpo; o resultado é 
a chamada velocidade de escape , dada por 


= 
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No caso de urna estrela de néutrons com M= 1,0 M 0 , 1,3 x 10 8 m/s, mais de 40% da velocidade da luz. Se nao houvesse 

efeitos da relatividade e da mecánica quántica, a velocidade de escape seria igual a c para 
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B em que R s é chamado de raio de Schwarzschild. Se o raio de urna estrela de néutrons em formagáo se toma menor 
que R s , nenhum objeto consegue escapar da superficie. Além disso, de acordo com o desvio gravitacional para o 
vermelho , discutido na Segáo 2-5, urna radiagáo de comprimento de onda X 0 emitida a urna distáncia R de urna 
massa M sofre um deslocamento para maiores comprimentos de onda dado por 
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em que X é o novo comprimento de onda. 

Quando R tende para o raio de Schwarzschild, o comprimento de onda X tende para infinito e a energía da radiagáo emitida 
(E = hf= hc/X) tende para zero. Assim, para R < R s , a radiagáo também nao consegue escapar da superficie da estrela. Urna 
estrela com essas características recebe o nome de buraco negro porque nao emite nem reflete radiagáo e, portanto, parece 
totalmente negra. 14 

O raio de um buraco negro com urna massa de 2 M 0 seria de apenas 6 km. Muitos astrofísicos acreditam que existe um 
buraco negro no centro da Via Láctea. Nos últimos 15 anos, astrónomos do Instituto Max Planck, na Alemanha, rastrearam 
cerca de urna dúzia de estrelas (o chamado grupo S) das mais de 300 que giram em órbita de um objeto invisível cuja posigáo 
coincide com a da fonte de rádio Sagitário A* (que os astrónomos escrevem Sgr A* e chamam de Sagitário A estrela), situada 
no centro da Via Láctea (Figura 13-23a). Urna dessas estrelas, conhecida como S2, foi rastreada por mais de dois tergos de sua 
órbita (Figura 13-23 tí). Na primavera de 2002, S2 passou a 17 horas-luz de Sgr A*, urna distancia equivalente a tres vezes o 
diámetro do sistema solar, a urna velocidade de 5000 km/s. Com base nessas observagóes, a massa de Sgr A* foi estimada em 4 
x 10 6 M 0 . O pericentro (ponto de máxima aproximagáo) de S2, 17 horas-luz, é táo pequeño que a densidade de Sgr A* deve ser 
enorme, mais do que suficiente para que se trate de um buraco negro. Ao contrário das anas brancas e das estrelas de néutrons, 
os buracos negros nao estáo esfriando; entretanto, acredita-se que estejam perdendo massa, através da chamada radiagáo de 
Hawking. 15 



Buraco negro no centro da galáxia elíptica NGC 7052. O disco tem aproximadamente 3700 anos-luz de diámetro. O buraco negro, cuja 
massa é aproximadamente 300 milhóes de vezes maior que a do Sol, deverá tragar o disco inteiro em alguns bilhoes de anos. [Roeland P. 
van der Mar el (, STScI ), Frank C. van der Bosch (University of Washington) e NASA .] 





A série de imagens da esquerda, obtidas pelo Chandra X-Ray Observatory, mostra jatos de partículas de alta energía sendo produzidos ñas 
proximidades de um buraco negro em um sistema binário, primeiro á esquerda (imagem de cima) e depois á direita (imagem do meio). Os 
jatos estáo se afastando um do outro com urna velocidade de aproximadamente 0,5c. Na imagem de baixo, o jato da esquerda 
desapareceu. O desenho da direita ilustra a formagáo dos jatos. O buraco negro atrai matéria da companheira normal; em seguida, forgas 
eletromagnéticas intensas no disco de acregáo expelem os jatos de partículas de alta energía. [Esquerda: imagem de raios X(NASA/CXC); 
direita : ilustraqáo (CXC/M. Weiss).] 
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FIGURA 13-23 (a) Imagem no infravermelho de estrelas que giram em tomo da fonte de rádio Sgr A*, indicada por urna pequeña cmz, 




























que fica no centro da Via Láctea e é supostamente gigantesco buraco negro. ( b ) A órbita da estrela S2. Usando os dados mostrados na 
figura e a terceira lei de Kepler, a massa de Sgr A* foi estimada em 4 milhoes de massas solares. [( a ) European Southern Observatory. 
(b) Max Planck Institute for Extraterrestrial Physics .] 


Erupgóes de Raios Gama 

As erupgóes de raios gama (e raios X), que acontecem, em média, urna vez por dia em pontos aparentemente aleatorios da 
esfera celeste, foram descobertas por satélites militares Vela em 1967. Sao de curta duragáo (entre um segundo e alguns 
minutos) e alta intensidade; o fluxo é da ordem de 1000 vezes maior que o das fontes permanentes mais intensas de raios gama, 
como o Sol e a Nebulosa do Caranguejo. A curta duragáo tomava difícil associá-las a estrelas ou galáxias por causa do tempo 
necessário para processar a informagáo e apontar um telescopio para o local. Com um pouco de sorte, o problema foi resolvido 
pela primeira vez em 1997, quando o detector do satélite holandés/italiano BeppoSAX descobriu um residuo de raios X no local 
da erupgáo* GRB970228. 16 Em 1999, a erupgáo GRB990510 foi observada simultáneamente pelos satélites Compton Gamma 
Ray Observatory e BeppoSAX dentro do campo de visáo do Very Large Telescope (VLT) do Chile, o maior telescopio do 
hemisfério sul. As emissóes residuais de raios X, luz visível e ondas de rádio mostraram aos astrónomos o que deviam buscar e, 
desde entáo, muitas erupgóes tém sido estudadas através das emissóes residuais, que podem durar vários meses. 

Pesquisas em todo o céu conduzidas pelos satélites Burst and Transient Source Experiment (BATSE) e Swift registraran! 
mais de 8000 erupgóes de raios gama, distribuidas uniformemente na esfera celeste (veja o gráfico). A distribuigáo uniforme das 
GRBs é urna forte indicagáo de que as fontes dessas erupgóes sao objetos muito distantes, já que o universo so parece uniforme 
a grandes distancias. O desvio para o vermelho da erupgáo GRB990510 medido pelo VLT foi de 1,61, o que coloca a fonte mais 
ou menos na metade da distáncia do universo observável. A fonte das erupgóes e o mecanismo responsável pela gigantesca 
liberagáo de energía ainda náo sáo conhecidos. Até o momento, cerca de 100 residuos das erupgóes foram localizados e, na 
maioria dos casos, urna galáxia hospedeira foi identificada. Em muitos casos, as erupgóes de raios gama parecem ser produzidas 
pelo colapso de estrelas gigantes no processo de se tomarem estrelas de néutrons ou buracos negros, mas a questáo ainda está 
sendo investigada. 



Este mapa mostra a localizagáo de mais de 2700 erupgóes de raios gama registradas pelo Compton Gamma-Ray Observatory durante seus 
9 anos de operagáo. A projegáo está em coordenadas galáxias; o plano da Via Láctea é a reta horizontal no centro da figura. Os tons de 
cinza representam a energía total de cada erupgáo. [ Imagem cortesía da equipe BATSE , http://gammaray.nsstc.nasa.gov.] 

13-6 Galáxias 

Na Segáo 13-2, vimos que a Via Láctea tem a forma de um disco espiralado, com urna protuberáncia central situada a cerca de 
28.000 anos-luz do Sol. O disco é cercado por um “halo” aproximadamente esférico de aglomerados globulares, constituidos 
principalmente por estrelas da populagáo II, que também fazem parte da Galáxia. Vamos agora examinar algumas 
características das galáxias. 

A Matéria Entre as Estrelas 

“Buracos no céu”, regióes onde náo é observada nenhuma estrela, sáo conhecidos desde os primordios na 
astronomía. Antigamente, os astrónomos acreditavam que nessas regióes havia apenas espago vazio. Entretanto, 
estudos de aglomerados abertos, realizados há aproximadamente 70 anos, levaram á descoberta de que existe no 




^_ ) espado entre as estrelas urna distribuido mais ou menos continua de pequeños graos de poeira, conhecidos 

22 coletivamente pelo nome de poeira interestelar. Formada por partículas sólidas de silicatos e carbetos com apenas 
algumas centenas de nanómetros de diámetro (o que corresponde aproximadamente ao comprimento de onda da 
luz visível), a poeira que existe no meio interestelar absorve e espalha a luz das estrelas. Como a luz azul é mais espalhada que a 
luz vermelha, a luz das estrelas chega a nos avermelhada, da mesma forma como a luz do Sol parece avermelhada no 
crepúsculo. A poeira parece se estender a toda a Galáxia, mas com urna concentragáo muito pequeña; o vácuo que existe no 
espago interestelar é muito melhor que o melhor vácuo que pode ser conseguido em laboratorio. 

O meio interestelar é composto principalmente de hidrogénio e hélio. O hidrogénio, na forma de átomos neutros, átomos 
ionizados (prótons) e moléculas de H 2 , constituí cerca de 70% em massa do meio interestelar. O hélio atómico responde pela 
maior parte da massa restante, enquanto a poeira de silicatos e carbetos contribui com menos de 10%. O espectro de algumas 
estrelas binárias contém linhas de absorgáo que nao sofreram desvio Doppler. Em 1904, J. F. Hartmann argumentou 
corretamente, embora sua interpretagáo nao fosse universalmente aceita, que essas linhas resultavam da absorgáo da luz da 
estrela binária por urna nuvem de gás situada entre a estrela e a Terra, e nao pela atmosfera da própria estrela. Embora seja 
ainda difícil de demonstrar conclusivamente em todos os casos, a existencia de nuvens de gás interestelares hoje em dia é aceita 
pela maioria dos cientistas. Produzidas por flutuagóes de temperatura logo após o big bang e pela agáo subsequente da 
gravidade, ¡mensas nuvens, formadas principalmente por hidrogénio, ocupam o meio interestelar. A massa dessas nuvens está 
entre 1 e 1000 vezes a massa do Sol e a temperatura varia de 30 a 150 K. Nessas temperaturas, os átomos de hidrogénio estáo 
no estado fundamental. 

As nuvens podem ser observadas gragas ao desdobramento hiperfino que resulta da interagáo do spin do elétron com o spin 
do próton. Quando os spins do elétron e do próton do átomo de hidrogénio estáo antiparalelos, a energía do estado fundamental 
é ligeiramente menor do que quando os spins estáo paralelos. (Veja a Segáo 7-4 e a Figura 13-24.) A diferenga de energía entre 
os dois estados, 5,88 x 10“ 6 eV, é táo pequeña que a colisáo com outro átomo ou com um grao de poeira é suficiente para 
“virar” o spin do elétron para a orientagáo paralela. Quando isso acontece, o átomo tem duas formas de voltar ao estado 
fundamental: através de outra colisáo, caso em que a energía em excesso é liberada na forma de calor, ou sofrendo um 
decaimento espontáneo, caso em que é emitido um fóton com um comprimento de onda de 21 cm. As probabilidades dos dois 
eventos sao muito pequeñas. Um átomo de urna dessas nuvens pode passar vários séculos sem sofrer urna colisáo, e o retomo 
espontáneo ao estado fundamental pode levar milhóes de anos. Mesmo assim, o número de átomos de urna nuvem é táo grande 
que existe urna fraca emissáo continua de fótons de 21 cm através da qual o tamanho e a forma da nuvem podem ser levantados 
com o auxilio de radiotelescopios. 



Fóton 
X = 21 om 


FIGURA 13-24 O desdobramento hiperfino do estado fundamental do átomo de hidrogénio é responsável pela radiagáo de 21 cm usada 
para observar nuvens de hidrogénio no meio interestelar. 


Tomadas em conjunto, a poeira interestelar e as nuvens de gás sao responsáveis por 2 a 3% da massa total da Galáxia 
(incluindo a matéria comum e matéria escura). É quase certo que a quantidade de gás e poeira que ainda nao foram detectados é 
insuficiente para tomar desnecessária a hipótese da matéria escura. 


Nebulosas Gasosas 

Embora a maioria das nuvens de gás, ou nebulosas, do espago interestelar tenha forma irregular, algumas poucas sao circulares, 














o que leva á especulagáo de que estejam se contraindo por efeito da gravidade e representen! os primeiros estágios da formagáo 
de novas estrelas. Algumas nuvens de hidrogénio de grande porte possuem regióes esféricas centráis de hidrogénio ionizado, 
com urna divisáo nítida entre as regióes que contém H e H + . Os astrofísicos acreditam que as regióes de gás ionizado sao 
mantidas por fótons ultravioletas de frequéncia maior que o limite de Lyman, emitidas por estrelas recém-formadas no centro da 
regiáo. A ideia de que novas estrelas estáo constantemente sendo geradas ñas nebulosas é apoiada pela observagáo de que, 
embora a Galáxia tenha sido formada há pelo menos dez bilhóes de anos, contém estrelas da sequéncia principal que se 
formaram há dois ou tres milhóes de anos. Além disso, radiotelescopios de alta resolugáo detectaram recentemente estrelas em 
formagáo, cercadas por nuvens de poeira e gás que sao totalmente opacas aos comprimentos de onda da luz visível. 

Classificagáo das Galáxias 

Objetos difusos, com um tamanho aparente maior que o das estrelas, conhecidos como “nebulosas” (que nao devem ser 
confundidos com as nebulosas planetárias, definidas na Segáo 13-3), vém sendo observados no céu noturno desde o século 
XVIII, mas sua natureza foi objeto de discussóes intermináveis até o século XX. A explicagáo correta teve que aguardar o 
surgimento de telescopios mais potentes e a descoberta de um método para calcular distancias a partir da observagáo de um tipo 
especial de estrela. Isso ocorreu em meados da década de 1920, quando Edwin Hubble 17 usou o telescopio de 2,5 m de Monte 
Wilson, o maior da época, para medir a intensidade da luz de estrelas raras, conhecidas como xariáveis cefeidas, ls que ele havia 
descoberto em tres “nebulosas”. A partir dessas medidas, Hubble determinou que urna das nebulosas, a grande nebulosa espiral 
de Andrómeda, se encontrava a dois milhóes de anos-luz de distancia do Sol. Com isso, demonstrou que as “nebulosas” eram na 
realidade galáxias parecidas com a nossa, como havia sido proposto pelo filósofo Immanuel Kant 150 anos antes, que nao 
pertenciam á Via Láctea. O aprofundamento da descoberta de Hubble nos conduz ao reino da cosmología, o estudo da estrutura 
do universo. 

Depois de constatar que as “nebulosas” eram na realidade galáxias distantes, Hubble passou a estudá-las de forma 
sistemática (um telescopio de grande porte permite observar um número enorme de galáxias) e verificou que podiam ser 
enquadradas em quatro categorías gerais. A maioria tinha urna forma geométrica regular e ocorria em duas variedades: as 
galáxias elípticas , de forma esférica ou elipsoidal, e as galáxias espiráis , em forma de disco. As galáxias espiráis, por sua vez, 
podiam ser divididas em dois subgrupos, as espiráis ordinárias e as espiráis barradas. Hubble chamou de galáxias irregulares 
as poucas galáxias que nao tinham forma definida. A Figura 13-25 mostra exemplos dos quatro tipos de galáxias. A Via Láctea 
é urna grande galáxia espiral barrada. 

Além da diferenga de forma, os quatro tipos de galáxias possuem outras características próprias. Ñas galáxias espiráis, a 
maioria das estrelas está girando em tomo de um ponto central, enquanto ñas elípticas o movimento das estrelas é quase 
aleatorio, com apenas urna pequeña componente rotativa. Além disso, ao contrário do que acontece ñas galáxias espiráis e em 
muitas galáxias irregulares, as galáxias elípticas nao possuem grande quantidade de gás e poeira interestelar. A ausencia de 
estrelas jovens na maioria das galáxias elípticas é provavelmente urna consequéncia deste fato. Com raras excegóes, as galáxias 
elípticas sao muito menores que as galáxias espiráis, apresentando, em média, 20% do diámetro e apenas um milésimo da massa 
de urna galáxia espiral típica como a Via Láctea. 



FIGURA 13-25 Na classificagáo de galáxias proposta por Hubble, (< a ) é um exemplo de galáxia elíptica, ( b ) é urna espiral ordinária, (c) é 
urna espiral barrada e (d) é urna galáxia irregular. A Via Láctea é considerada urna galáxia espiral com urna barra muito tenue, [(a) NASA , 
ESA e The Hubble Heritage Team (- STScI/AURA ). (b) NASA e EA4. (c) NASA , E&4 e 77ze Hubble Heritage Team (- STScI/AURA ). (¿/) 
NASA, ESA e 77ze Hubble Heritage Team {STScI/AURA).} 

Galáxias Quiescentes e Galáxias Ativas 

A maioria das 10 10 galáxias que existem no universo observável parecem ser galáxias quiescentes , isto é, galáxias que nao 
apresentam nenhuma atividade incomum. Quase todas essas galáxias estáo táo distantes que nossos instrumentos nao podem 
mostrar detalhes internos; assim, apenas o espectro e o fluxo radiante F da galáxia inteira podem ser observados. A faixa de 
velocidades Av das estrelas de urna galáxia quiescente, medida através do alargamento Doppler das linhas do espectro, está 
relacionada á luminosidade L através da equagáo* 

L « (¿p) 4 13-26 

Como L está relacionada a F e r, a distancia da galáxia, pela Equagáo 13-8, a distancia r pode ser calculada a partir de medidas 
do deslocamento Doppler e do fluxo radiante. 

Em urna fragáo muito pequeña das galáxias, as chamadas galáxias ativas , algo extremamente violento, mesmo em 
comparagáo com as supemovas, está ocorrendo. Existem várias classes de galáxias ativas, algumas das quais talvez nem sejam 
galáxias. As primeiras a serem estudadas se tomaram conhecidas como galáxias Seyfert , em homenagem ao descobridor, o 
astrónomo americano Cari Keenan Seyfert. Trata-se de galáxias espiráis com núcleos extremamente brilhantes. Em muitas 
délas, a luz proveniente do núcleo é mais forte que a de todas as estrelas da galáxia e, estranhamente, pode dobrar de 
intensidade em um período de menos de um ano. Urna variagáo táo rápida da intensidade total significa que a fonte deve ter 
menos de um ano-luz de extensáo, embora seja capaz de produzir tanta energía quanto 10 11 estrelas. Ainda mais surpreendente, 
se é que isso é possível, é o fato de que a luz emitida por urna galáxia Seyfert tem um espectro de linhas de emissáo alargadas 





produzidas por transigóes permitidas e proibidas de sistemas atómicos altamente ionizados, superposto a um espectro continuo 
que, ao contrário do espectro das estrelas, nao apresenta linhas de absorgáo. Isso sugere que a imensa energia nao está sendo 
produzida por reagóes termonucleares; sua origem constituí um mistério. 

Outro tipo de atividade extrema ocorre em algumas poucas galáxias elípticas conhecidas como galáxias N e objetos BL Lac. 
As galáxias N sao o equivalente das galáxias Seyfert para as galáxias elípticas; em outras palavras, sao galácticas elípticas com 
núcleos extremamente luminosos. Os objetos BL Lac sao parecidos com as galáxias N, mas apresentam rápidas variagóes de 
intensidade. Nesse tipo de galáxia, a intensidade pode dobrar em menos de urna semana e a polarizagáo da luz pode sofrer urna 
inversáo total em menos de um dia, o que sugere urna fonte de energia com menos de um dia-luz de diámetro. A maioria dos 
astrónomos acredita que os objetos BL Lac sejam galáxias elípticas gigantes situadas a aproximadamente 10 9 anos-luz da Terra. 

Algumas galáxias elípticas gigantes também emitem intensamente na faixa de rádio do espectro. Essas radiogaláxias vém 
sendo muito estudadas últimamente e os resultados sao espantosos. A fonte de rádio Centauro A, por exemplo, apresenta dois 
lobos e um pequeño núcleo emissor de ondas de rádio na regiáo entre os lobos. Trata-se de um dos objetos mais brilhantes do 
universo na faixa de rádio. A análise do espectro mostra que, em 100 milhóes de anos, a galáxia emitiu urna energia da ordem 
de 10 56 J, a mesma que seria liberada se todas as estrelas da Via Láctea se transformassem em superno vas! Aínda nao se sabe 
qual é o mecanismo responsável por urna produgáo táo abundante de energia. 



Radiogaláxia 3C368. As curvas de nivel mostram os centros de emissáo de ondas de rádio. As manchas brancas podem ser regioes de 
formagáo de estrelas nesta galáxia elíptica. [NASA, NRAO , VLA, HST, WFPC 2, M. Longair (U. Cambridge).] 




Os restos da colisáo catastrófica de duas galáxias podem estar alimentando o quasar IRAS 04505-2958, que está a cerca de 3 x 10 9 anos- 
luz da Terra. Os astrónomos acreditam que a colisáo despedagou o núcleo de urna galáxia espiral, deixando um anel (parte inferior da 
foto). O anel está na frente do quasar (o objeto luminoso no centro) a urna distancia de 15.000 anos-luz (um sétimo do diámetro da Via 
Láctea). O objeto luminoso um pouco acima do quasar é urna estrela em primeiro plano. [John Bahcall (Institute for Advanced Study , 
Princeton University ), Mike Disney (University ofWales) e NASÁ).\ 


Em um universo repleto de fenómenos estranhos, os quasars 9 abreviaqáo de quasi-stellar radio sources , ou seja, fontes de 
rádio quase estelares estáo entre os mais misteriosos. Esses objetos produzem imensa quantidade de energia ñas faixas da 
radiofrequéncia e da luz visível. A imagem obtida com luz visível se parece com as das estrelas, ou seja, é praticamente pontual; 
o espectro lembra o das galáxias Seyfert. As imagens de alguns quasars na faixa da radiofrequéncia mostram dois lobos, como 
os das radiogaláxias, o que toma ainda mais difícil classificá-los. O Sloan Digital Sky Survey (SDSS), que comeqou em 2000 e 
deve prosseguir até 2014, já catalogou 120.000 quasars; desses, mais de 11.000 apresentam um desvio para o vermelho maior 
que 2,3 e o mais distante apresenta um desvio para o vermelho z = 5,8. Existe também urna classe de objetos 10 vezes mais 
numerosos que os quasars, denominados inicialmente objetos quase estelares, que se parecem muito com os quasars, mas nao 
emitem ondas de rádio. Atualmente, os dois tipos de objeto sao chamados de quasars. Os que emitem ondas de rádio recebem o 
nome de radio-loud quasars , ou seja, quasars radiobamlhentos, enquanto os que nao emitem ondas de rádio sao chamados de 
radio-quiet quasars , ou seja, quasars radiossilenciosos. 

Talvez o fato mais estranho a respeito dos quasars seja o grande desvio para o vermelho da luz emitida por esses objetos. 
Esse desvio sugere que alguns quasars estáo se afastando de nos a urna velocidade maior que 0,95c, o que os tomaría os objetos 
mais distantes que se conhece, situados a urna distancia da Terra da ordem de 10 bilhóes de anos-luz. Nesse caso, a potencia 
emitida seria da ordem de 10 4 ° W, maior que a de 10 12 sois. Além do mais, a intensidade de alguns quasars varia rápidamente 
em um intervalo de poucas horas, o que sugere dimensóes de apenas algumas horas-luz. 


A Lei de Hubble 


Quando observamos galáxias distantes, a resoluqáo dos nossos telescopios náo é suficiente para que possamos observar estrelas 
isoladas; o que vemos é a luz emitida por todas as estrelas da galáxia. Como no caso das linhas de Fraunhofer no espectro do 
Sol, o espectro continuo das galáxias contém linhas de absorqáo produzidas pelas atmosferas das estrelas, que sáo mais frías 
(relativamente!) que a parte central. Em geral, os comprimentos de onda das linhas de absorqáo observadas no espectro das 
galáxias sáo maiores que os comprimentos de onda correspondentes medidos na Terra, ou seja, as linhas de absorqáo das 
galáxias distantes apresentam um desvio para o vermelho. O desvio para o vermelho z, definido na Seqáo 1-5, é dado por 


Z = 
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em que / 0 e ?i 0 sáo os valores medidos no referencial da estrela ou galáxia (o emissor) e / e X sáo os valores medidos no 
referencial da Terra (o observador). A Figura 13-26 mostra o desvio para o vermelho de cinco galáxias cujas distancias da Terra 




estáo entre 2,6 e 287,5 Mpc. Note que o parámetro z é adimensional. 

Edwin Powell Hubble foi o primeiro astrónomo a perceber que existe urna relagáo entre o desvio para o vermelho do 
espectro de urna galáxia e a distancia que a separa de nos. A análise de Hubble (veja a Figura 13-27a), publicada em 1929, 
mostrou urna relagáo linear entre o desvio para o vermelho zea distancia r a que a galáxia se encontra da Terra para as 
“nebulosas” (ou seja, galáxias) cujas distáncias e desvíos para o vermelho eram conhecidos na época. A relagáo, hoje conhecida 
como lei de Hubble , pode ser expressa pela equagáo 


Z = 
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Galáxia no Aglomerado de Gémeos v = 23 ooo kirv's 



d = 2,6 Mpc 



d = 66,6 Mpc 



d= 287,5 Mpc 


FIGURA 13-26 As setas mostram o ponto médio das linhas de absorgáo H e K do Ca nos espectros de cinco galáxias situadas a 
diferentes distáncias da Terra. No caso da galáxia mais próxima da Terra, NGC 221, as linhas estáo deslocadas para a esquerda, ou seja, 
existe um “desvio para o azul”, que indica que a galáxia está se aproximando da Terra. Nos outros quatro espectros, as linhas estáo 
deslocadas para a direita, ou seja, existe um “desvio para o vermelho”, que mostra que as galáxias estáo se afastando da Terra. Os 
espectros acima e abaixo dos espectros das galáxias sáo espectros do He, registrados na mesma chapa fotográfica para aumentar a 
precisáo das medigoes. [California Institute of Technology.] 


em que H 0 é urna constante conhecida como constante de Hubble. Hubble interpretou o desvio para o vermelho como urna 
consequéncia do efeito Doppler (veja a Segáo 1-5). Como os valores de desvio para o vermelho usados para plotar o gráfico da 
Figura 13-27a eram todos pequeños (z < 0,004), Hubble usou a relagáo v ~ H 0 r , urna aproximagáo náo relativística da Equagáo 
13-28 que pode ser obtida a partir da Equagáo 1-37: 
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FIGURA 13-27 (a) Gráfico original de Hubble, usado para mostrar a relatpáo entre o desvio para o vermelho (eixo vertical) e a distancia 
entre as nebulosas e a Terra (eixo horizontal). Os pontos pretos e a reta continua representam nebulosas individuáis. Os círculos e a reta 
tracejada representam os resultados obtidos dividindo as nebulosas em grupos. A cruz representa a velocidade média correspondente á 
distancia média de 22 nebulosas cujas distancias nao puderam ser estimadas individualmente. (A unidade do eixo vertical deveria ser 
km/s em vez de km.) ( b ) Gráfico semelhante a (a), usando distancias determinadas a partir de superno vas Tipo la. As margens de erro das 
distancias, indicadas por segmentos de reta horizontais, sao todas menores que 10%. O pequeño quadrado na origem representa a área 
coberta pelo gráfico mostrado em (a). [(a) The Realm of the Nebulae , Yale University Press , New Haven, CT © 1936. (b) S. Jha , Ph.D. 
thesis , Harvard University , 2002.\ 
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A Figura 13-27 b mostra um gráfico semelhante ao da Figura 13-27#, com a diferenga de que as distancias, em vez de serem 
calculadas a partir do período das variáveis cefeidas, foram calculadas a partir das curvas de luminosidade de supernovas Tipo 
la (veja a Segáo 13-3). 

Em principio, o valor de 7/ 0 parece fácil de medir, já que, para cada galáxia, depende de apenas dois parámetros, a 
velocidade de recessáo e a distancia. Entretanto, embora o primeiro desses parámetros seja fácil de determinar a partir do desvio 
para o vermelho, as distancias das galáxias sao muito difíceis de medir e foram calculadas, mesmo assim indiretamente, apenas 
para urna pequeña fragáo das 10 10 galáxias que existem no universo observável. Na verdade, o valor de H 0 muda toda vez que os 
dados usados para calibrar a escala de distancias sao revistos. O valor atualmente adotado para a constante de Hubble, dado pela 
Equagáo 13-29, foi calculado pela NASA com base em dados colhidos por tres instrumentos, a sonda espacial Wilkinson 
Microwave Anisotropy Probe (WMAP) e dois satélites, o Telescopio Espacial Hubble e o Observatorio de Raios X Chandra: 

// 0 = 70.8 ± 1.6 km s -1 Mpc -1 

1 I 

= 2l t 2 ± 0,7 km s _l (10* anos-luz)” 

Observe que a dimensáo de H 0 é 1/tempo. A grandeza 1/H 0 é chamada de tempo de Hubble e tem o valor aproximado de 14 x 
10 9 anos (14 bilhóes de anos). Este número correspondería aproximadamente á idade de universo se a velocidade de recessáo 
tivesse se mantido constante desde o Big Bang (veja a Segáo 14-8). 


EXEMPLO 13-5 


Distáncia de urna Galáxia na Constelagáo de Virgem O desvio para o vermelho da luz emitida por 
urna galáxia da constelagáo de Virgem é z = 0,004. A que distáncia da Terra está a galáxia? 


SOLUQÁO 

v ~ zc = 0,004(3,0 x 10 8 m/s) =1,2 x 10 6 m/s = 1200 km/s 
Usando a lei de Hubble, obtemos: 

V _ 1200 km/s 

H 0 2 1 ,2 km s -1 (10* anos-luz) -1 

(1200 km/s) (10 6 anos-luz) 

2L2 km/s 

= 56,6 x 10 6 anos-luz = 16,9 Mpc 

Observagáo: Compare este resultado com a distancia da galáxia de Virgem medida por outros métodos (Tabela 13-4). 


De acordo com a lei de Hubble, todas as galáxias estáo se afastando da Terra, e as mais distantes estáo se movendo mais 
depressa. Entretanto, isso náo quer dizer que a Terra ocupa um lugar privilegiado no espago; um observador em outra galáxia 
obteria o mesmo valor para a constante de Hubble (veja o Problema 13-26). O que a lei de Hubble revela é que as galáxias estáo 
se afastando urnas das outras a urna velocidade média de 70,8 km/s por Mpc de distáncia. Em outras palavras, o universo está se 
expandindo. Trata-se de urna descoberta importante, com profundas implicagóes. 

Todas as galáxias participan! da expansáo geral do universo. Em consequéncia, o comprimento de onda da luz emitida em 
diregáo á Terra por urna galáxia (ou qualquer outro objeto do espago sideral) sofre um alongamento igual ao alongamento do 
espago no qual está se propagando, o que dá origem a um desvio cosmológico para o vermelho. É este desvio cosmológico para 
o vermelho que é descrito pela lei de Hubble. Embora, a rigor, a relagáo entre o desvio cosmológico para o vermelho e a 
velocidade de recessáo de urna galáxia náo seja dada pela equagáo do efeito Doppler para a luz, apresentada no Capítulo 1 
(Equagáo 1-38), os astrónomos usam frequentemente a equagáo do efeito Doppler para calcular a velocidade de recessáo de 
urna galáxia a partir do valor experimental do desvio para o vermelho. Isso equivale a supor que a galáxia está se movendo no 
espago em vez de se afastar de nós por causa da expansáo do universo. Podemos verificar se este artificio permite estimar com 
precisáo razoável a distáncia das galáxias fazendo v = H 0 r na Equagáo 1-38 e explicitando r, o que nos dá 


c {z + 1 Y - 1 
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Paraz < 2, a Equagáo 13-30 fornece valores de r que diferem em menos de 5% dos valores medidos pelos métodos mostrados 
na Tabela 13-4. Mesmo assim, convém lembrar que o desvio cosmológico para o vermelho é conceitualmente diferente do 






desvio para o vermelho causado pelo efeito Doppler. 

No caso do desvio cosmológico para o vermelho, a variagáo relativa do comprimento de onda é igual á variagáo relativa do 
“tamanho” ou escala R do universo entre o instante em que a luz foi emitida e o instante em que a luz foi observada, o que nos 
permite escrever o desvio para o vermelho na forma 
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De acordo com a Equagáo 13-31, por exemplo, urna galáxia com z = 2 está hoje tres vezes mais distante da Terra que no 
instante em que a luz que estamos observando foi emitida. Observando regióes do espago relativamente próximas da Terra, 
obtemos urna “fotografía” do universo atual , já que, em nossa regiáo do espago, o desvio cosmológico para o vermelho é 
desprezível: z = 0. Por outro lado, quando observamos urna regiáo do espago para a qual o desvio cosmológico é z, estamos 
vendo o universo como era quando tinha um tamanho igual a 1/(1 + z) do tamanho atual. 

A descoberta dos quasars e a análise do desvio para o vermelho e luminosidade desses estranhos objetos contribuíram 
significativamente para o conhecimento da expansáo e evolugáo do universo. As observagóes mostram que os quasars de alta 
luminosidade sao mais numerosos para grandes valores de z do que para pequeños valores de z. Isso pode significar que os 
quasars eram mais numerosos ou mais luminosos no passado remoto. Pode ser também que esta tendencia seja simplesmente o 
resultado da expansáo geral do universo e que a concentragáo e luminosidade dos quasars náo tenham variado com o tempo. 
Para evitar o efeito complicador da expansáo, os astrofísicos e cosmólogos definem coordenadas comóveis e, para os propósitos 
de nossa discussáo, urna concentragáo comóvel. Voltaremos ás primeiras na Segáo 13-8. A segunda anula o efeito da expansáo 
do universo dividindo por (1 + z) 3 a concentragáo de objetos com desvio para o vermelho z, o que converte a concentragáo de 
objetos para o valor que seria observado se o desvio para o vermelho fosse z = 0 (ou seja, no momento presente). Assim, se a 
concentragáo e/ou a luminosidade dos objetos náo variar com o tempo, a concentragáo comóvel e a luminosidade permaneceráo 
constantes. Qualquer variagáo é urna indicagáo de que a concentragáo e/ou a luminosidade dos quasars mudou com o tempo. 

As observagóes da concentragáo comóvel de quasars de alta luminosidade mostram que eles sáo mais de 1000 vezes mais 
numerosos para z = 2 do que nos dias de hoje (ou seja, para z = 0), mas que o número total de quasars náo variou entre z = 2 e z 
= 0. Assim, de acordo com as observagóes, a luminosidade dos quasars mudou com o tempo, enquanto a concentragáo comóvel 
permanecía constante. Isso significa que, pelo menos até z = 2, o número de quasars no universo náo mudou, mas eles se 
tomaram cada vez menos luminosos. Na faixa de desvíos para o vermelho entre z = 2ez = 6, a situagáo é mais complexa. A 
partir de z = 3, a concentragáo comóvel diminuí e chega a ser 10 vezes menor para z = 4. Os cientistas aínda estáo tentando 
compreender o que isso significa. 


Tabela 13-4Distáncia da constelagáo de Virgem medida por vários métodos 


Método 

Cefeidas 

Novas 

Flutuagoes 

Supernovas 




de brilho 

Tipo la 

Distancia de Virgem (Mpc) 

15-25 

21,1 ±3,9 

15,9 ±0,9 

19,4 ±5,0 

Maior distancia mensurável 
(Mpc) 

<29 

<20 

<50 

>1000 









No interior do círculo, na imagem da direita, que é urna vista ampliada do quadrado mostrado na imagem da esquerda, está a imagem de 
urna das galáxias mais distantes que já foram observadas. Dezesseis horas de observatpoes com o espectrógrafo SINFONI do Very Large 
Telescope, no Chile, confirmaram que a galáxia, UDFy-38135539, está a 13,1 x 10 9 anos-luz da Terra, afastando-se a urna velocidade de 
0,97c. A galáxia provavelmente se formou 600 milhóes de anos após o Big Bang. [M. Lehnert {París Observatory ) et al ., Nature , Oct. 21, 
2010 .] 



FIGURA 13-28 O 2dF Galaxy Redshift Survey (2dF GRS) foi um importante levantamento espectroscópico que utilizou as instalares 
do Observatorio Anglo-Australiano. O projeto, que foi encerrado em 2002, obteve espectros de alta qualidade de 245.591 objetos e 
permitiu várias análises pioneiras, como, por exemplo, a comparado direta dos desvíos para o vermelho com a anisotropia da radiagáo 
cósmica de fundo na mesma escala de distancias e estudos de aglomerados de galáxias para testar modelos inflacionários da evolusáo do 
universo. O levantamento foi integrado com o 2dF Quasi Stellar Objects Survey. [Matthew Colless e o 2dF Galaxy Redshift Survey 
Team.] 


Urna questáo obvia é saber se existem outros resultados experimentáis que apoiam a lei de Hubble. Por exemplo: a expansáo 
observada é geral ou é um acídente estatístico, urna consequéncia do fato de que conhecemos a distancia de apenas urna 
pequeña fraqáo das 250.000 galáxias (entre as 10 10 que compóem o universo observável) cujos desvíos para o vermelho foram 
medidos até o momento? Levantamentos de desvíos para o vermelho em várias regióes do universo constituem um passo 









importante para estudar a expansáo prevista por Hubble e, em conjunto com medidas independentes da distancia de algumas 
galáxias, determinar um valor mais preciso para a constante de Hubble. Esses levantamentos vém sendo executados há algum 
tempo; até o momento, cerca de 1CT 5 do volume do universo visível foi examinado. Os levantamentos resultaram em 
descobertas inesperadas, mas nao levaram a urna resposta definitiva. Hoje sabemos, por exemplo, que existem ¡mensos vazios 
no espago, regióes ñas quais a concentrando de galáxias é apenas 20% da média para o universo como um todo, e que as 
galáxias tendem a se agrupar em aglomerados, e os aglomerados em superaglomerados. A Via Láctea pertence ao Aglomerado 
Local, formado por cerca de urna dúzia de galáxias. Além disso, as galáxias tendem a formar estruturas como placas e 
filamentos. Explicar como essas estruturas se formaram a partir da expansáo geral descrita pela lei de Hubble representa um 
desafio para os modelos cosmológicos atuais. O modelo cosmológico mais bem-sucedido até o momento é o modelo ACDM, 
onde A é a constante cosmológica de Einstein e CDM sao as iniciáis de Coid Dark Matter (Matéria Escura Fría). Um dos 
maiores levantamentos de galáxias foi o 2dF Galaxy Redshift Survey (2dF GRS; Figura 13-28). O projeto, que foi concluido em 
2002, obteve espectros e desvíos para o vermelho de 245.591 objetos, principalmente galáxias. Um levantamento aínda maior, o 
Sloan Digital Sky Survey (SDSS), está em andamento. Ñas duas primeiras fases do projeto, foram medidos os espectros de 
930.000 galáxias, 120.000 quasars e 225.000 estrelas. O telescopio de 2,5 m do Apache Point Observatory, no Novo México, 
que trabalha exclusivamente para o projeto, executou a primeira fase de 2000 a 2005, a segunda fase de 2005 a 2008 e iniciou, 
em julho de 2008, urna terceira fase, que deverá se estender até 2014. 

13-7 Cosmología e Gravitagáo 

O Principio Cosmológico 

Como vimos, a lei de Hubble leva á conclusáo de que o universo está se expandindo e nos fomece urna medida, 1 /H 0 , do 
intervalo de tempo decorrido desde que a expansáo comegou. Nesta segáo, vamos examinar outras formas de verificar se esta 
conclusáo está correta. 

O ponto de partida para essa discussáo é a hipótese, baseada em argumentos filosóficos, de que o universo é homogéneo e 
isotrópico em qualquer instante de tempo. Em outras palavras, seja qual for o instante de tempo escolhido, o universo tem as 
mesmas propriedades em toda parte e parece o mesmo em todas as diregóes e de qualquer ponto de vista. Esta hipótese é 
conhecida como principio cosmológico. Observe que a lei de Hubble é compatível com o principio cosmológico. 

É evidente que o principio cosmológico nao é válido para pequeñas regióes do universo. As galáxias tendem a se agrupar 
em aglomerados locáis. Mesmo em urna escala de 10 8 anos-luz, urna dimensáo típica de superaglomerados de galáxias, o 
universo náo é homogéneo nem isotrópico. Entretanto, quando examinamos mapas do espago muito distante (veja a Figura 13- 
29), a distribuigáo de galáxias realmente parece homogénea e isotrópica. Mapas de desvíos para o vermelho, como o da Figura 
13-28, que se estende até mais de 2,5 x 10 9 anos-luz, também revelam homogeneidade e isotropia. 



FIGURA 13-29 Mapa com aproximadamente 2 milhóes de galáxias situadas a distancias de até 2 x 10 9 anos-luz da Terra. A distribuigáo 
de galáxias parece homogénea e isotrópica. O mapa é um mosaico de 185 fotografías tiradas com o telescopio Schmidt do European 
Southern Observatory. O polo sul da Galáxia está no centro, na parte inferior. [S. Maddox (Nottingham U.) et al ., APM Survey , 
Astrophys. Dept. Oxford University.] 


A Densidade Crítica de Energía do Universo 



Como já dissemos, a idade de Hubble, l/H 0 = 14 x 10 9 anos, é calculada supondo que a velocidade de recessáo se manteve 
constante desde o Big Bang. Quando a recém-descoberta aceleragáo da expansáo ainda nao era conhecida, a expectativa era de 
que a gravidade estivesse fazendo diminuir a taxa de expansáo. A gravidade existente no universo seria suficiente para um dia 
reverter o processo de expansáo, ou a expansáo continuaría para sempre? A resposta dependía da densidade mássica do 
universo, p 0 . Podemos compreender este fato considerando o movimento de urna galáxia, de massa m , a urna distáncia R da 
Terra. SejaMa massa total das galáxias situadas no volume esférico de raio R. A energía potencial gravitacional da galáxia é 
-GMm/R. A energia total da galáxia é 


E = K + U 



GMm 

R 
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Se langamos um objeto da Terra com velocidade v, o objeto escapa, se a energia total é maior ou igual a zero, e volta a cair na 
Terra, se a energia total é negativa. Da mesma forma, se a energia total da galáxia é maior ou igual a zero, a galáxia continua a 
se afastar da Terra para sempre, mas se a energia total é negativa, um dia a galáxia deixa de se afastar, inverte o movimento e 
comega a se aproximar da Terra. De acordo com a Equagáo 13-32, a energia total da galáxia depende da densidade mássica. 
Podemos calcular a densidade crítica do universo, p c , fazendo a energia total igual a zero na Equagáo 13-32: 



GMm 

R 


De acordo com a versáo náo relativística da lei de Hubble, v = HqR e, portanto, 


e 



Substituindo H 0 e G por seus valores, obtemos a densidade crítica do universo: 
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P, - 10r 26 kg/m 3 

Este valor corresponde aproximadamente a cinco átomos de hidrogénio por metro cúbico. 

A determinagáo da densidade mássica atual do universo, p 0 , constituía, portanto, um importante objetivo. Se p 0 < p c , a 
expansáo cessaria um dia e o universo comegaria a se contrair. Se p 0 < p c , a expansáo continuaría para sempre. No caso limite 
em que p 0 = p c , o universo deixaria de se expandir, mas náo chegaria a se contrair. É preciso também chamar a atengáo para o 
fato de que, se p 0 > p c no momento presente, a relagáo continuaría a ser a mesma no futuro, já que, na verdade, o futuro da 
expansáo do universo seria determinado pela lei de conservagáo da energia. Como a expansáo do universo faz p 0 diminuir com 
o passar do tempo, a constante de Hubble também deveria diminuir para assegurar que p 0 permanecesse maior que p c . Em outras 
palavras, a constante de Hubble deveria ser urna fungáo do tempo //(/), com H(t 0 ) = H 0 . O valor de p 0 calculado com base no 
universo visível (matéria bariónica) corresponde a menos de 5% de p c , o que parecía indicar que o universo continuaría a se 
expandir para sempre; entretanto, era preciso levar em conta a matéria escura, já discutida, cuja quantidade no universo era 
desconhecida. Recentemente, o estudo de supemovas do tipo la, usadas como “velas-padráo”, revelou um fato inesperado: para 
urna dada luminosidade, o desvio para o vermelho de supemovas tipo la é menor que o previsto. Isso significa que o universo 
estava se expandindo mais lentamente no passado e que, portanto, a taxa de expansáo do universo está aumentando. Para 
explicar esta observagáo, os cientistas postularam a existencia de urna energia escura, responsável por urna forga repulsiva que 
está acelerando a expansáo do universo. Esta visáo é apoiada por pesquisas muito recentes que comparam as flutuagdes da 
radiagáo cósmica de fundo, mostradas na Figura 13-30Ú, com as flutuagóes da densidade mássica observadas no 2dF GRS 
(Figura 13-28). De acordo com estudos recentes, o universo contém 4,9% de matéria comum, 26,8% de matéria escura e 68,3% 
de energia escura. 
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FIGURA 13-30 (a) Espectro da radiagáo cósmica de fundo medido pelo satélite Cosmic Background Explorer (COBE) da NASA. Os 
pontos sao resultados experimentáis; a curva é a fungáo de radiagáo de Planck para um corpo negro a 2,725 K. [CERN Courier , June 
1991, p. 2. Cortesía da NASA.] ( b ) Este mapa detalhado das variagoes de temperatura da radiagáo cósmica de fundo, que cobre toda a 
esfera celeste, foi preparado com base em tres anos de observagoes do projeto WMAP. Essas variagoes de temperatura, que aconteceram 
há 13,7 x 10 9 anos e deram origem ás galáxias, fomeceram aos dentistas novas informagóes a respeito de eventos que ocorreram no 
primeiro trilionésimo de segundo após o Big Bang. As variagóes de temperatura sao da ordem de ±200 pK. [NASA!WMAP Science Team.] 


13-8 Cosmología e a Evolugáo do Universo 

Depois de formular a teoría da relatividade geral, em 1915, Einstein voltou-se para a cosmología. Inicialmente, adotou a ideia 
de que o universo deveria ser, além de homogéneo e isotrópico, invariável no tempo, urna hipótese conhecida como principio 
cosmológico perfeito. Entretanto, logo descobriu que, por causa da gravitagao, um universo contendo matéria era incompatível 
com um modelo estático. Para compensar a influencia da matéria, Einstein introduziu em suas equagóes urna constante 
cosmológica , cometendo assim o que considerou mais tarde o maior erro de sua vida. Quando soube da descoberta de Hubble 
de que o universo estava se expandindo, abandonou a constante cosmológica. A hipótese da energía escura consiste, 
básicamente, na reintrodugáo da constante cosmológica no universo, nao, desta vez, com o intuito de manté-lo estático e sim 
com o objetivo de acelerar sua expansáo. 

Um dos problemas do modelo do universo estacionário era o chamado paradoxo de Olbers , que foi formulado por Edmund 
Halley em 1720, mas so se tomou mais conhecido depois de ser divulgado no século XIX pelo físico-astrónomo Wilhelm 
Olbers. Se houvesse urna distribuigáo uniforme de estrelas em um espago infinito, o céu notumo seria uniformemente claro. (É 
como se um observador se encontrasse em urna floresta que se estendesse indefinidamente em todas as diregóes e na qual todas 
as árvores tivessem sido pintadas de branco. Em qualquer diregáo que o observador olhasse, vería urna árvore pintada de 
branco, de modo que a floresta lhe parecería uniformemente branca.) Nesse caso, por que o céu notumo é escuro? A solugáo 


























proposta por Olbers foi que a poeira interestelar absorve a luz das estrelas mais distantes, mas isso nao resolve o problema, já 
que a poeira tomaría a irradiar a energia recebida. 

O paradoxo foi resolvido, em parte, com a descoberta de Hubble de que o universo está se expandindo. O que importa nao é 
que, com o desvio para o vermelho, muitos comprimentos de onda sao deslocados para fora da regiáo visível, como poderia 
parecer á primeira vista, 19 e sim que a energia de todos os fótons é reduzida, já que E = hd'k. Entretanto, o desvio para o 
vermelho é apenas parte da explicagáo. Acontece que, como a velocidade da luz é finita, olhar para o espago equivale a observar 
o passado. Se olharmos para cada vez mais longe no espago, a certa altura estaremos observando urna época em que as estrelas 
ainda nao tinham se formado. (Em termos da analogía da floresta, as árvores mais distantes nao teriam sido pintadas de branco; 
assim, se a distancia entre as árvores fosse suficientemente grande, o observador vería muitas árvores com a cor natural.) 


Um Modelo Cosmológico Simples 20 


As descrigóes da origem e evolugáo do universo dependem do modelo cosmológico usado para interpretar as observagóes. A 
aparéncia das galáxias é diretamente afetada pela curvatura do espago-tempo, que afeta a trajetória da luz no percurso até a 
Terra. É de se esperar que a distorgáo seja maior para galáxias com grandes desvíos para o vermelho, já que a luz proveniente 
dessas galáxias foi produzida em urna época em que o universo era menor e a densidade de matéria era maior do que hoje em 
dia. Assim, a interpretagáo das observagóes de objetos com grandes desvíos para o vermelho requer o uso da teoría da 
relatividade geral. Urna análise desse tipo fugiria ao escopo deste livro; entretanto, vamos apresentar um modelo simplificado 
da expansáo do universo com base na mecánica newtoniana e no principio cosmológico e, em seguida, discutir sucintamente as 
conclusóes a que os cientistas chegaram com base na teoría da relatividade geral e nos resultados experimentáis obtidos pelo 
Wilkinson Microwave Anisotropy Project (WMAP). 

Considere urna fina casca esférica de raio r em um universo homogéneo e isotrópico (Figura 13-31). A casca contém urna 
massa total m, uniformemente distribuida. A casca escolhida, como qualquer outra casca, se expande juntamente com a 
expansáo geral do universo, tomando-se maior e mais espessa; entretanto, m permanece constante. Supondo que a gravidade 
seja a única interagáo presente, a energia total da massa m contida na casca é a soma da energia cinética com a energia potencial 
gravitacional: 


E = K + U = -mv 3 íf) 
2 ' * 


GM,.m 
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em que v(t) é a velocidade de expansáo da casca e M r é a massa da esfera definida pela superficie interna da casca. Como m , M r 
permanece constante, já que M r = (4/3)7ir 3 p, e, embora re p variem com o tempo, o produto r 3 p nao varia, pois p ~ r -3 . A massa 
do universo situada do lado de fora da casca nao exerce nenhuma forga gravitacional sobre m. (O leitor sabe explicar a razáo?) 
Quando a casca se expande, a forga gravitacional produzida por M r faz com que a energia cinética da massa m diminua e a 
energia potencial gravitacional aumente, ou seja, se tome menos negativa. De acordo com a lei de conservagáo da energia, a 
energia total E nao pode variar e, portanto, podemos escrever a energia total na forma conveniente 

E — —-~kmc 2 r 2 {t o) 13-35 

Jar 

em que r(t 0 ) é o raio da casca no momento atual e k é urna constante com dimensóes de (comprimento) -2 . Como vamos ver em 
seguida, a geometría do universo é determinada pelo valor da constante k. Combinando as Equagóes 13-34 e 13-35, substituindo 
M r por seu valor em termos de r e dividindo por m todos os termos da equagáo resultante, obtemos 


V 2 (í) - ^TTGp(f)r 2 (f) = -*cV(ío) 13-36 

As Equacoes 13-35 e 13-36 permitem concluir o seguinte: 


• Se k > 0, a energia total da massa m é negativa. Nesse caso, existe um raio crítico r c {t) além do qual a casca (e o universo) nao 
pode continuar a se expandir porque a velocidade se anula (temporariamente), e dizemos que o universo é fechado. Depois 
de atingido o raio crítico, a casca passa a se contrair sob o efeito da massa intema M r , um processo conhecido como “Big 
Crunch”. 





FIGURA 13-31 (a) Segáo reta de urna fina casca esférica contendo urna massa m em um universo isotrópico e homogéneo, (b) A mesma 
casca, vista em dois instantes de tempo, t\ e t 2 > h . A espessura da casca aumenta com o tempo, mas a massa nao muda. A coordenada 
comóvel da casca, r(7 0 ), permanece constante. 


• Se k = 0, a energía total da massa m é zero. Nesse caso, quando t —> oo, a casca (e o universo) se expandem para sempre, a urna 
taxa que tende assintoticamente para zero, e dizemos que o universo é plano. 

• Se¿ < 0, a energía total da massa m é positiva. Nesse caso, quando í —> oo, a casca (e o universo) se expandem para sempre, a 
urna taxa que tende para um valor constante, e dizemos que o universo é aberto. 

A variagáo com o tempo r{t) do raio da casca pode ser expressa na forma 

r(t) = tl(t)r(to) 13-37 

em que R(t ) é o fator de escala da Equagáo 13-31, que descreve a expansáo ou contragáo do universo. Como, de acordo com o 
principio cosmológico, todas as cascas devem se comportar da mesma forma, R(t ) é o mesmo para qualquer casca e podemos 
escrever: 


I + z = 


R(t) 
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Assim, por exemplo, para z = 2, R = 1/3, ou seja, a luz que apresenta um desvio para o vermelho z = 2 foi emitida quando o 
universo tinha um tergo do tamanho atual. Em termos do fator de escala, a lei de Hubble pode ser escrita na forma 

v{t) = //(í)r(0 - //(r)/?(/M/ 0 ) 13-39 

Substituindo as Equagóes 13-37 e 13-39 na Equagáo 13-36 e dividindo todos os termos por r 2 ^), obtemos 


“ !'ETGp(t))tf Í (0 = -kc 2 
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FIGURA 13-32 Cada ponto do plano £l m o - Qao representa um universo possível. As curvas foram tragadas com base em equagoes da 
relatividade geral. A reta que liga o ponto (0,1) ao ponto (3,0) corresponde ao caso em que k = 0 na Equagáo 13-36. 


Os cosmólogos definem o parámetro de densidade O = p(í)/p c (f), cujo valor atual é 
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e como p(z) = p(l + z) 3 (Problema 13-28), temos: 


A = n + .p— 

O r , ( ^ H 1 
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Nos modelos cosmológicos relativísticos, os universos sao descritos em termos de tres componentes: matéria €l m (que inclui 
a matéria escura), partículas relativísticas Q re i (como neutrinos, por exemplo) e energia escura Q A (representada pela constante 
cosmológica). Existem razóes para crer que, no momento, as partículas relativísticas nao contribuem de forma significativa para 
a densidade de energia. Assim, as várias possibilidades para o estado atual do universo podem ser representadas em um gráfico 
de Q A o em fungáo de Q m0 , como o que aparece na Figura 13-32. Os valores estimados para as coordenadas (Q m0 , O A0 ) com base 
no projeto WMAP sao (0,27 ± 0,04, 0,73 ± 0,04). 


O Big Bang 

No século passado, os cosmólogos criaram um modelo-padráo do universo para explicar as observagóes dos astrónomos. Este 
modelo se baseia na teoría do Big Bang, segundo a qual, há (13,7 ± 0,2) x 10 9 anos, 21 o universo se encontrava em um estado 
quente e denso e que um único evento, o Big Bang, 22 iniciou urna expansáo e resfriamento que continuam até hoje. Duas 
importantes descobertas realizadas na década de 1960 ajudaram a convencer os cientistas de que o modelo está correto. A 
primeira dessas descobertas foi a de Martin Ryle 23 de que existem mais radiogaláxias a grandes distancias da Terra do que a 
pequeñas distancias. Como objetos distantes sao objetos antigos, isso significa que o universo era diferente no passado, isto é, 
que evoluiu. 

A segunda descoberta foi monumental, táo importante, na verdade, quanto a descoberta de Hubble de que o universo está se 
expandindo. Ao estudarem a abundancia cósmica dos elementos, os cosmólogos perceberam que a nucleossíntese ñas estrelas 
era capaz de explicar as concentragóes observadas de todos os elementos mais pesados que o hidrogénio, exceto o hélio (veja a 
Figura 13-33). Isso quería dizer que parte do hélio existente no universo atual teria sido formada durante o Big Bang. Para que 





urna quantidade de hélio suficiente para explicar a abundancia atual fosse sintetizada nos primeiros instantes após o Big Bang, 
antes que a expansáo do universo tomasse a velocidade da reagáo de fusáo praticamente nula, era necessária urna temperatura 
inicial extremamente elevada. A essa temperatura estaría associada urna radiagáo térmica (radiagáo de corpo negro) que tendería 
a esfriar (sofrer um desvio para maiores comprimentos de onda) á medida que o universo se expandisse. De acordo com os 
estudos teóricos, no tempo decorrido desde o Big Bang até a época atual, essa radiagáo teria esfriado até urna temperatura de 
aproximadamente 3 K, temperatura na qual a radiagáo emitida por um corpo negro apresenta um máximo de intensidade na 
faixa de micro-ondas do espectro eletromagnético. Em 1965, urna radiagáo de micro-ondas com as características de urna 
radiagáo de corpo negro foi descoberta por Amo Penzias e Robert Wilson 24 do Bell Labs. Mais tarde, os dados colhidos pelo 
satélite Cosmic Background Explorer (COBE) e analisados por John Mather e George Smoot 25 e os resultados do Wilkinson 
Microwave Anisotropy Project (WMAP) revelaram que esta radiagáo, hoje conhecida como radiagáo cósmica de fundo , 
corresponde de perto á emissáo de um corpo negro a urna temperatura de 2,725 ± 0,001 K e apresenta urna distribuigáo 
isotrópica compatível com o principio cosmológico. Na verdade, a radiagáo cósmica de fundo é a radiagáo natural que mais se 
aproxima das características de emissáo de um corpo negro (veja a Figura 13-30a). Além disso, a observagáo de flutuagóes de 
temperatura da ordem de 30 pK nessa radiagáo (veja a Figura 13-30Ú) fomeceu os primeiros indicios das variagóes de 
densidade que, segundo os cosmólogos, serviram de semente para a formagáo das galáxias. 



FIGURA 13-33 Abundancia, em relagáo ao hidrogénio, de elementos da Via Láctea até Z = 50 (estanho). Observe o pico em Z= 26 
(ferro), a queda acentuada da abundancia para elementos um pouco mais pesados que o ferro e a abundancia extremamente baixa do litio, 
berilio e boro. 


Os Primeiros Instantes do Universo 


Como foi o Big Bang? O evento que iniciou a expansáo deve ter sido urna gigantesca explosáo que ocorreu em um universo 
quente e denso. A maioria dos cosmólogos defende a descrigáo teórica dos eventos ocorridos após o Big Bang conhecida como 
modelo-padráo. Essa descrigáo se baseia em observagóes recentes e novos desenvolvimentos teóricos no campo da física das 
partículas e reflete a crescente interagáo entre os estudos de cosmología e física das partículas ocorrida nos últimos anos. A 
descrigáo proposta pelo modelo-padráo da forma como o universo evoluiu de t = 0 até í ~ 10 10 anos, que corresponde á época 
atual, será discutida a seguir e está ilustrada na Figura 13-34. 

Nos primeiros instantes, o universo era dominado por urna pressáo negativa que levou urna expansáo acelerada conhecida 
como inflagáo. Combinando a teoría da relatividade geral com o principio cosmológico, é possível chegar á seguinte equagáo 
(que náo é obvia): 
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em que R(t ) é o fator de escala adimensional já discutido, pe 2 é a densidade de energía do universo ePé a pressao. Note que, 






ñas situagóes em que a pressáo é negativa e muito grande, a expansáo tem urna aceleragáo positiva. Este período inicial de 
inflagáo para o qual, é preciso reconhecer, nao existem provas diretas, pode explicar várias questóes cosmológicas, entre as 
quais as seguintes: (1) Por que a temperatura da radiagáo cósmica de fundo é tao uniforme? (2) Por que o universo é 
praticamente plano? (3) Por que nao existem monopolos magnéticos? (4) Qual é a origem das anisotropias medidas pelo 
WMAP? Após esse breve período de inflagáo, o universo passou a ser dominado pela radiagáo e, mais tarde, pela matéria. 
Recentemente, em termos cosmológicos, o universo voltou a ser dominado pela pressáo negativa, que está acelerando 
novamente a expansáo do universo, embora a urna taxa mais lenta que no período de inflagáo. De acordo com estudos recentes, 
como já foi dito, chegou-se á conclusáo de que a matéria é responsável por cerca de 31,7% da densidade do universo, e a 
matéria comum constituí apenas 4,9% desse total (Figura 13-35a). Os outros 26,8% sáo atribuidos á matéria escura fría, que náo 
emite nem absorve luz, mas está sujeita á interagáo gravitacional. A Figura 13-35c mostra o que pode ser a primeira observagáo 
indireta da matéria escura. A energia escura, que responde pelos 68,3% restantes da energía do universo, é considerada a 
responsável pela nova aceleragáo. 

Inicialmente, as quatro interagóes da natureza (forte, eletromagnética, flaca e gravitacional) estavam unificadas. Os físicos 
conseguiram formular modelos teóricos que unificam as tres primeiras, mas urna teoría quántica da gravidade, necessária para 
descrever o comportamento da matéria ñas condigóes de extrema densidade que existiam nos primeiros momentos após o Big 
Bang, ainda náo existe. Em consequéncia, náo temos como descrever o que aconteceu até o instante em que a interagáo 
gravitacional se “condensou”, o que ocorreu cerca de 1(T 43 s após o Big Bang, quando a temperatura ainda era de 10 32 K. A essa 
altura, a energia média das partículas era da ordem de 10 19 GeV. Quando o universo continuou a esfriar, as outras tres forgas 
além da gravidade continuaram unificadas e podem ser descritas por teorías da grande unifícagáo (GUTs*). Náo havia distingáo 
entre quarks e léptons e os números quánticos de partículas náo eram conservados. Foi durante esse período que ocorreu um 
ligeiro excesso do número de quarks em relagáo ao número de antiquarks, de aproximadamente 1 partícula em cada 10 9 , que 
mais tarde resultou na matéria que hoje observamos no universo. 

Aproximadamente 1CT 35 s após o Big Bang, o universo tinha se expandido o suficiente para que a temperatura caísse para 
10 27 K, ocasiáo em que ocorreu outra transigáo de fase, e a interagáo forte se condensou, deixando unificadas apenas as 
interagóes eletromagnética e flaca, na forma da interagáo eletrofraca. Durante esse período, os quarks, que antes se 
comportavam como partículas praticamente livres na densa mistura de números quase iguais de quarks, antiquarks, léptons, 
antiléptons e fótons, comegaram a se combinar para formar hádrons e suas antipartículas. Quando a temperatura do universo 
atingiu 10 13 K, aproximadamente 10“ 6 s após o Big Bang, quase todos os hádrons desapareceram. Isso porque urna temperatura 
de 10 13 K corresponde a kT ~ 1 GeV, que é a energia mínima necessária para criar núcleons e antinúcleons a partir de fótons, 
através das reagóes 
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FIGURA 13-34 A evolu^áo do universo, segundo o modelo-padráo. 




























FIGURA 13-35 (a) A composigáo do universo em termos de matéria e energía. Observares recentes sugerem que a energía escura está 
acelerando novamente a expansáo do universo. ( b ) Velocidade das estrelas da galáxia M31. De acordo com a leí da gravitado de Newton, 
para que a velocidade de corpos em órbita nao varíe com a distancia, é preciso que a massa no interior da órbita seja proporcional ao raio 
da órbita. Assim, na galáxia M31, boa parte da massa deve estar do lado de fora dos limites visíveis da galáxia, o que foi considerado urna 
das primeiras indicagoes da existencia da matéria escura, (c) O aglomerado de galáxias 1E0657-558 é o resultado da colisáo de um 
pequeño aglomerado com um aglomerado maior. Usando este aglomerado como lente gravitacional para observar galáxias mais distantes, 
foi possível mapear o potencial gravitacional de 1E0657-558 (a grande “nuvem” difusa). As emissoes de raios X registradas pelo Chandra 
X-Ray Observatory ñas duas regioes centráis da “nuvem” revelam os gases quentes (matéria comum) dos dois aglomerados origináis. A 
parte externa da “nuvem” provavelmente é composta de matéria escura. [Os autores agradecem a Vera Rubín pela permissáo para usar a 
imagem (b). (b) Vera Rubín e Janice Dunlap. (c) Imagem de raios X cortesía de NASAICXCICfAlM Markevitch et al.; imagem ótica 
cortesía de NASA/STScl; Magellan/University of Arizona/D Clowe et al.; mapeamento do potencial gravitacional cortesía de 
NASA/STScl; ESO WFI; Magellan/University of Arizona/D. Clowe et al.] 

Assim, quando os pares partícula-antipartícula se aniquilavam, novos pares nao podiam se formar para substituí-los. 
Entretanto, o pequeño excesso inicial de quarks em relaqáo a antiquarks levou a um pequeño excesso de prótons e néutrons em 
relaqáo as antipartículas correspondentes. As aniquilaqóes produziram um número muito grande de fótons e léptons; a partir de t 
= 10 -4 s, as duas partículas passaram a dominar o universo. Essa foi a era dos léptons. Em t = 10 s, a temperatura havia caído 
para 10 10 K (kT i 1 MeV). Quando o universo continuou a se expandir e a esfriar, a energía média dos fótons caiu abaixo do 
valor necessário para gerar pares elétron-pósitron. A aniquilaqáo entáo removeu todos os pósitrons, como antes havia removido 
os antiprótons e antinéutrons, deixando apenas um pequeño excesso de elétrons, e comeqou a era da radiagáo. As partículas 
presentes eram quase todas fótons e neutrinos. 

Alguns minutos depois, a temperatura havia caído o suficiente para permitir que prótons e néutrons se combinassem para 
formar núcleons que nao fossem imediatamente fotodesintegrados. Deutério, hélio e um pouco de litio foram produzidos neste 
período de nucleossíntese , mas a rápida expansáo logo fez com que a temperatura caísse tanto, que os processos de fusáo foram 
interrompidos e a formaqáo de elementos mais pesados teve que esperar pelo nascimento das estrelas. 

Muito tempo depois, quando a temperatura havia caído abaixo de 3000 K e o universo atingirá cerca de um milésimo do 
tamanho atual, kT se tomou menor que as energías típicas de ionizaqáo e os átomos comeqaram a se formar. A essa altura, a 
expansáo havia produzido um desvio para o vermelho, de modo que a energía de radiaqáo total era da mesma ordem que a 
energía associada á massa restante. Isso aconteceu quando o fator de escala R(t) era da ordem de 2,8 x 10“ 4 . O universo 
continuou a esfriar e a se expandir, fazendo com que a energía associada á radiaqáo diminuísse ainda mais, até que a matéria 
passou a dominar o universo, com urna densidade de energía que, hoje em dia, é cerca de 1000 vezes maior que a associada á 
radiaqáo cósmica de fundo. Hoje, mais urna vez, a pressáo negativa parece dominar. 


Perguntas sem Resposta e os Limites do Conhecimento 


O modelo-padráo da evoluqáo do universo e as teorías atuais da formaqáo e evoluqáo das estrelas e galáxias tém registrado 
alguns sucessos notáveis. Entretanto, algumas perguntas básicas permanecem sem resposta. O universo continuará a se expandir 
para sempre ou voltará a se contrair, o que levaría a urna repetiqáo do Big Bang? Antes da descoberta da energía escura, a 
resposta a esta pergunta envolvía apenas verificar se a densidade de matéria no universo era maior ou menor que a densidade 
crítica de 10“ 26 kg/m 3 . A imprecisáo dos resultados conhecidos é táo grande que nenhuma das duas hipóteses pode ser 
descartada, mas o valor medido está muito próximo do valor crítico. Se a densidade for igual ao valor crítico, teremos que 
procurar urna razáo para esta coincidencia. Já nos referimos ao problema da matéria escura e suas implicaqdes; a existencia da 
energía escura representa urna complicaqáo adicional. Para verificar se é possível responder a algumas dessas indagaqóes, 
devemos investigar os limites teóricos de nossas observaqóes. Por exemplo: de acordo com a teoría da relatividade geral, ñas 
proximidades de um buraco negro de massa m, é impossível observar eventos que ocorram a urna distáncia do centro do objeto 
menor que o raio de Schwarzschild, também conhecido como horizonte de eventos , dado por 




2 Gm 


13-45 


Por outro lado, de acordo com o principio de indeterminaqáo da mecánica quántica, o mesmo limite é dado pelo comprimento 
de onda de Compton, X c : 

K = — 13-46 

me 

Igualando as Equaqóes 13-45 e 13-46, obtemos m = \ J fjc¡2G ~ 10 -8 kg, urna expressáo que depende apenas de constantes 
universais. Substituindo essa expressáo de m na Equaqáo 13-46, obtemos a definiqáo de urna unidade de comprimento que 
também depende apenas de constantes universais, L = X c = ( 2Gh/c 3 ) 1/2 ~ 3,86 x 10 -35 m. O tempo necessário para que a luz 



percorra essa distancia é 


f Gh \' /2 4 3 

í = f — J = 1,35 x lo -43 * 13-47 

A defmigáo das unidades de massa, comprimento e tempo em termos de constantes fundamentáis foi proposta originalmente 
por Planck 26 e será discutida na Segáo Exploratoria a seguir. 

Alguns cosmólogos tém argumentado que se o universo tivesse evoluído de forma ligeiramente diversa, talvez em virtude de 
um valor um pouco diferente de h , e ou outra constante fundamental, a vida na Terra e mesmo a própria Terra jamais teriam 
existido. Este é o principio antrópico , segundo o qual o universo é como é porque estamos aqui para vé-lo. 


m 


w 


SEQÁO EXPLORATORIA 
As Unidades “Naturais” de Planck 


Pouco depois de introduzir na física a constante h para descrever o espectro de emissáo do corpo negro, Max Planck 
propós um sistema de unidades “naturais” para as grandezas fundamentáis massa, comprimento, tempo, carga elétrica e temperatura a 
partir de cinco constantes fundamentáis: h , a constante de Planck h dividida por 2 tt; c, a velocidade da luz; G, a constante 
gravitacional de Newton; k — 1/47tso, a constante de Coulomb; k B , a constante de Boltzmann. A unidades sao as seguintes: 

Massa de Planck: 


Comprimento de Planck: 


Tempo de Planck: 


m = J—r- =2,2x10^ 
P \ c J 


kg 


p ~~ 1,6 x io 5 


kg 


Carga de Planck: 



5.4x1o -14 s 


Temperatura de Planck: 


=Jf= L9x] 


kt 5 c 




= 1,4 xlO 32 


K 


Se as cinco constantes fundamentáis sao tomadas como iguais a 1, as unidades fundamentáis de massa, comprimento, tempo, carga 
elétrica e temperatura também se tomam iguais a 1, ou seja, sq h = c = G = k = k B , temos também m? = l P = t P = q P = T P = 1. 


Na época em que foram propostas, as unidades de Planck nao tinham muita base física, mas hoje em dia a situagáo é outra. 
Como observou Frank Wilczek, 27 a ideia de Planck ganhou forga com o tempo, já que as constantes h, c e G estáo associadas as 
tres grandes teorías da física moderna: a mecánica quántica, a teoría da relatividade restrita e a teoría da relatividade geral. 

Como observa Wilczek, usando as unidades propostas por Planck, percebemos, por exemplo, que a repulsáo elétrica entre 
dois prótons é muito mais forte que a atragáo gravitacional, nao porque a interagáo gravitacional seja intrínsecamente mais fraca 
que a interagáo eletrostática, mas porque a carga elétrica do próton é da mesma ordem da carga de Planck, enquanto a massa do 
próton é muito menor que a massa de Planck. Além disso, de acordo com Wilczek, já temos alguns resultados de urna teoría 
quántica da gravitagáo que concordam com os dados experimentáis. Assim, pode ser que o sonho de Einstein de unificar as 
quatro forgas da natureza nao esteja muito distante. 
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TÓPICO 

EQUAQÓES E COMENTARIOS 

1. 0 Sol 

A energia solar receblda na parte superior da atmosfera terrestre, 
conhecida como constante solar, é 

/- 1,365 x lO'W/m 2 13-1 

A potencia irradiada pelo Sol é a luminosidade /_©: 

Lq = 3,85 X 13*2 

Temperatura da superficie 

Supondo que o Sol se comporta como um corpo negro, a 
temperatura efetiva na superficie, T e , pode ser calculada a partir da 
lei de Stefan-Boltzmann: 

T e = 5780 K 

Fonte da energía do Sol 

A fonte da energia do Sol é a fusao nuclear, especialmente o ciclo 
próton-próton, que comega com a reagáo 

'H + 'h — *-H + e + + + 0,42 McV 13*5 

2. As estrelas 

As estrelas sao classificadas como pertencentes á populagao 1 ou á 
populagáo II, dependendo da composigáo. Ñas primeiras, 
elementos mais pesados que o He constituem 2 a 3% da massa 
total; ñas segundas, estes elementos estáo presentes em 
quantidades insignificantes. 

A Via Láctea 

Nossa galáxia, a Via Láctea, possui cerca de 10 10 estrelas. 0 Sol 
está situado a 28.000 anosluz do centro da Galáxia, que está na 
diregáo da constelagao Sagitário. As estrelas, o gás e a poeira sao 
responsáveis por apenas 4% da massa da galáxia. 

3 . Evolugáo das estrelas 

O diagrama de Hertzprung-Russell mostra a evolugáo das estrelas, 
relacionando a luminosidade á temperatura efetiva. As duas 
grandezas dependem da massa da estrela: 

L ce Af* 13-14 

t '- L*J * mi " ij - 17 

As estrelas que “queimam” hidrogénio para produzir hélio pertencem 
á sequéncia principal do diagrama H-R 

Estados fináis das estrelas 

Depois que o hidrogénio se esgota, as estrelas deixam a sequéncia 
principal e evoluem para um estado final. Dependendo da massa, 
trés estados fináis sao possíveis: ana branca, estrela de néutrons e 
buraco negro. É nos eventos catadísmicos que precedem a 







formagáo de estrelas de néutrons e buracos negros que sao 
gerados os elementos mais pesados que o Fe. 


4. Galáxias 

Edwin Hubble dividiu as galáxias em quatro categorías: elípticas, 
espiráis ordinárias, espiráis barradas, e irregulares. 

Lei de Hubble 

Hubble mostrou que o universo estava se expandindo e, usando o 
desvio para o vermelho para calcular a velocidade das galáxias, 
observou que as velocidades de recessao v eram proporcionáis á 
distancia r a que se encontram de nós, de acordo com a equagao 


Z = ~r 13-2S 

C 


onde a constante de Hubble H 0 é dada por 


H u = 70,8 ± l.ókms -1 Mpc -1 =21,2 ± 0,7 km s H (Itf' aros-luz) -1 13-29 


A grandeza MH 0 = 1,3 * 10 10 anos é a idade de Hubble, que 
corresponde á idade que o universo teria se a expansáo tivesse 
acontecido a urna taxa constante desde o Big Bang. 

5. Gravitagáo e cosmología 

De acordo com o principio cosmológico, o universo tem as mesmas 
propriedades em toda parte e parece o mesmo em todas as 
diregóes e de qualquer ponto de vista. A teoría cosmológica atual, 
conhecida como modelo-padráo, descreve o universo como tendo 
comegado há 13,7 x lo 10 anos, com o Big Bang. Existem muitas 
observagóes experimentáis que apoiam este modelo. 

Inflagáo 

Logo após o Big Bang, segundo o modelo-padráo, o universo 
passou por um período de expansáo acelerada que explica muitas 
de suas características atuais. Depois de um longo período de 
desaceleragáo, a expansáo do universo voltou a acelerar 
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1. Hans Albrecht Bethe (1906-2005), físico alemao naturalizado americano. Sua teoría a respeito da fonte de energia das 
estrelas foi publicada em 1938. Trabalhou no Projeto Manhattan durante a Segunda Guerra Mundial. Recebeu o Premio Nobel 





de Física de 1967 por suas contribuigoes á teoría das reagóes nucleares e especialmente pelas descobertas relativas á produgáo 
de energia ñas estrelas. 

2. John Bahcall (1934-2005), físico americano. Sua análise teórica do espectro dos neutrinos solares serviu de base para os 
experimentos que confirmaran! o fenómeno das oscilagóes dos neutrinos. 

3. A reagao usada por Davis para detectar neutrinos era ^Ci + y —± + e ~• Setenta e sete por cento dos neutrinos 

responsáveis por essa reagao eram provenientes do decaimento do 8 B, na 6 a etapa do ciclo p-p mostrado na Tabela 13-1. 

4. O termo galáxia vem de urna palavra do grego que significa leite. 

5 e Sirio é a estrela mais brilhante do céu depois do Sol. 

6. Annie Jump Cannon (1863-1941), astrónoma americana do Harvard Observatory. Seus estudos de sistemas de classificagáo 
de estrelas serviram de base para o Henry Draper Catalogue , que contém a classificagáo espectral de 225.300 estrelas. 

7. Hiparco (< circa 190 a.C. - circa 120 a.C.). O maior dos astrónomos gregos, criou o sistema de magnitudes para classificar as 
estrelas de acordo com o brilho aparente. Estimou o tamanho e a distancia do Sol e da Lúa e desenhou o primeiro mapa estelar, 
que mostrava a posigáo de cerca de 1000 estrelas. 

8* O nome “Galáxia”, com G maiúsculo, é sinónimo de Via Láctea. 

9. Harlow Shapley (1885-1972), astrónomo americano. Além de dirigir o Harvard Observatory durante muitos anos, foi um dos 
primeiros defensores das liberdades civis e dos movimentos de paz nos Estados Unidos. 

10. O uso do nome “ascensáo reta” para designar a longitude celeste provavelmente se deve ao fato de que as estrelas parecem 
nascer verticalmente, ou seja, fazendo um ángulo reto com a linha do horizonte. 

11. Equinócio significa “noite igual”; solsticio significa “Sol parado”. 

12. Edouard A. Roche (1820-1883), astrónomo francés. Mostrou também que um pequeño corpo em órbita em tomo de um 
corpo maior seria fragmentado por forgas de maré se a distáncia entre os dois corpos fosse menor que 2,5 vezes o raio do corpo 
maior. Essa distáncia, que se tomou conhecida como limite de Roche , corresponde aproximadamente ao limite extemo dos anéis 
planetários do sistema solar. 

13. Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995), físico indiano naturalizado americano. Fez o doutorado na Inglaterra, orientado 
por P. A. M. Dirac, e depois se mudou para os Estados Unidos, onde, depois de um breve período em Harvard, tomou-se 
professor na Universidade de Chicago. Recebeu o Premio Nobel de Física de 1983 por seus estudos da evolugáo das estrelas. O 
Chandra X-Ray Observatory foi batizado em sua homenagem. 

14. A possibilidade da existencia de buracos negros foi levantada pela primeira vez pelo Reverendo John Mitchell, um 
astrónomo amador inglés, em 1783. Mitchell calculou que urna estrela com a mesma densidade que o Sol e um raio 500 vezes 
maior teria urna velocidade de escape maior que a velocidade da luz, e especulou que a luz náo conseguiría escapar de urna 
estrela com essas características. O nome buraco negro foi introduzido pelo físico John Archibald Wheeler. 

15. De acordo com Stephen Hawking, urna flutuagáo do vácuo pode criar um par virtual partícula-antipartícula no horizonte de 
eventos de um buraco negro. Urna das partículas tica do lado de fora do horizonte de eventos e se toma real, enquanto a outra 
permanece no interior do buraco negro. De acordo com a lei de conservagáo da energia, a energia da segunda partícula é 
negativa e, portanto, a massa do buraco negro diminuí. Para um observador externo, o fenómeno é visto como a emissáo de 
partículas, que constituí a chamada radiagáo de Hawking. Se a massa perdida através desse processo é maior que a massa ganha 
pela incorporagáo de novas partículas, o buraco negro acaba por desaparecer. 

16. As erupgóes de raios gama sáo designadas pelas letras GRB seguidas pela data em que foram observadas pela primeira vez: 
GRBaammdd. 

17. Edwin Powell Hubble (1889-1953), astrónomo americano. Depois de se formar em direito, tomou-se astrónomo gragas em 
parte á influéncia de R. A. Millikan. Em reconhecimento a suas múltiplas contribuigóes, teve a honra de ser o primeiro 
astrónomo a usar o telescopio Hale de 5 m de Monte Palomar. 

18. Variáveis cefeidas sáo estrelas pulsantes cujo período é proporcional á luminosidade intrínseca, o que permite determinar a 
distáncia a que se encontram do Sol. A estrela alfa da Ursa Menor, ou Estrela Polar, é urna variável cefeida. 

19. Isso porque radiagóes com comprimentos de onda menores que os da luz visível seriam deslocadas para a faixa do visível. 
Na verdade, com esse deslocamento geral, a intensidade luminosa na faixa da luz visível provavelmente aumentaría! 

20. Esta discussáo se baseia na primeira parte do Capítulo 29 do livro de Carroll e Ostlie (veja a Bibliografía). 

21. Esta idade do universo foi estimada a partir de resultados do Wilkinson Microwave Anisotropy Project. 

22. O nome Big Bang foi criado pelo astrónomo inglés Fred Hoyle, um defensor ferrenho do modelo do universo estacionário, 
com o intuito de ridicularizar o modelo do universo em expansáo. 

23. Sir Martin Ryle (1918-1984), astrónomo inglés. Recebeu o Prémio Nobel de Física de 1974 (com Antony Hewish, o 
descobridor dos pulsares) por seus trabalhos pioneiros de radioastronomia. 


24. Amo Alian Penzias (1933-), físico alemáo naturalizado americano, e Robert Woodrow Wilson (1936-), radioastrónomo 
americano. Receberam o Premio Nobel de Física de 1978 pela descoberta da radiagáo cósmica de fundo, que havia sido prevista 
por George Gamow 20 anos antes. 

25. Frank Cromwell Mather (1946-) e George Fitzgerald Smoot III (1945-), físicos americanos, receberam o Premio Nobel de 
Física de 2006 pela descoberta do espectro de corpo negro e anisotropia da radiagáo cósmica de fundo, que ajudou a consolidar 
a teoría do Big Bang. 

26. M. Planck, “Über irreversible Strahlungsvorgaenge”, der Kóniglich Preufiischen Akademie der Wissenschaften zu Berlín 5, 
440(1899). 

27. Frank Wilczek, físico americano, na série “Scaling Mount Planck” em Physics Today , June 2001, November 2001, e August 
2002. Recebeu o Premio Nobel de Física de 2004, com David J. Gross e Hugh D. Politzer, pela descoberta da liberdade 
assintótica na teoría da interagáo forte. 


Problemas 11111111111111111111111111111 

Nivel I 

Segáo 13-1 O Sol 

13-1. Medidas do desvio Doppler da luz emitida pela borda esquerda e pela borda direita do Sol na altura do equador mostram 
que a diferenga entre as velocidades tangenciais das duas bordas é 4 km/s. Use este resultado para determinar o período 
aproximado de rotagáo do Sol (R Q = 6,96 x 10 5 km). 

13-2. A energía potencial gravitacional U de um corpo esférico gasoso de massa M e raio R depende da distribuigáo de massa. 
No caso do Sol, U Q = -2 GM Q 2 R Q . Qual seria o tempo de vida do Sol, se continuasse irradiando com a mesma potencia que hoje 
e toda a sua energia se devesse á contragáo gravitacional? (M 0 = 1,99 x 10 30 kg.) 

Segáo 13-2 As Estrelas 

13-3. O litio, o berilio e o boro (Z= 3, 4 e 5, respectivamente) sao mais raros no universo que muitos elementos mais pesados 
(veja a Figura 13-33). Explique por que isso acontece, com base na reagáo de fusáo do He para formar C. 

13-4. O Sol está se movendo com urna velocidade de 2,5 x 10 5 m/s em urna órbita circular em tomo do centro da Galáxia. 
Quanto tempo (em anos terrestres) o Sol leva para completar urna órbita? Quantas órbitas o Sol já completou desde que foi 
formado? 

13-5. A razáo pela qual os neutrinos foram considerados urna possível solugáo para o problema da massa faltante é que, no final 
da era dos léptons, o universo continha um número aproximadamente igual de fótons e neutrinos. A maioria dessas partículas 
ainda existe. Os fótons podem ser observados e sua concentragáo é da ordem de 500 fótons/cm 3 ; assim, a concentragáo de 
neutrinos no universo deve ser da mesma ordem. Se os neutrinos possuem urna massa de repouso diferente de zero e se a 
expansáo do universo reduziu sua velocidade média de tal forma que praticamente toda a energia desses neutrinos está contida 
na massa, qual é a massa por neutrino (em eV/c 2 ) necessária para suprir toda a massa faltante do universo? Suponha que a 
massa observada equivale a 1 átomo de hidrogénio por metro cúbico e que essa massa corresponde a 10% da massa necessária 
para explicar o movimento das estrelas ñas galáxias. 

13-6. Use os dados da Tabela 13-3 para desenliar um gráfico que compro ve a validade da Equagáo 13-17. 

13-7. Lembrando que 1 ano-luz é a distancia que a luz percorre em um ano, calcule a distancia, em metros, equivalente a 1 
segundo-luz, 1 minuto-luz, 1 hora-luz e 1 dia-luz. 

Segáo 13-3 A Evolugáo das Estrelas 

13-8. Urna unidade de comprimento frequentemente usada pelos astrónomos para medir distancias no espago “próximo” é o 
parsec (pe), definido como a distancia na qual urna estrela subtende um ángulo de paralaxe de um segundo de arco devido á 
órbita da Terra em tomo do Sol (veja a Equagáo 13-11 e o Exemplo 13-4). O limite prático para este tipo de medida é 0,01 
segundo de arco. ( a ) A quantos anos-luz equivale 1 pe? (tí) Se a concentragáo de estrelas na regiáo da Via Láctea ocupada pelo 
Sol é 0,08 estrelas/pc 3 , quantas estrelas poderiam, em principio, ter suas distáncias medidas pelo método da paralaxe? 

13-9. Os astrónomos usam a magnitude aparente , m , para comparar o brilho visual das estrelas e relacionar essa comparagáo á 
luminosidade e distáncia de estrelas “padráo”, como o Sol (veja a Equagáo 13-9). A diferenga entre as magnitudes aparentes de 
duas estrelas, m\ e m 2 , é definida como m\-m 2 = 2,5 log(/j//^), urna relagáo baseada na resposta logarítmica do olho humano ao 
brilho dos objetos. Pólux, um dos “gémeos” da constelagáo do mesmo nome, tem magnitude aparente 1,16 e está a 12 pe de 
distáncia. Betelgeuse, a estrela que fica no ombro direito de Orion, tem magnitude aparente 0,41. A que distáncia está 


Betelgeuse, se as duas estrelas tém a mesma luminosidade? 

13-10. Use o diagrama H-R (Figura 13-17) para determinar a temperatura efetiva e a luminosidade de urna estrela cuja massa é 
(a) 0,3 M 0 ; {tí) 3 M 0 . (c) Calcule o raio das duas estrelas. ( d) Determine o tempo de vida das duas estrelas em relagáo ao tempo 
de vida do Sol. 

13-11. Duas estrelas de um sistema binário, separadas por urna distancia de 10 8 km, estáo situadas a 100 anos-luz da Terra. Qual 
é a separagáo angular das estrelas em segundos de arco? Qual é a separagáo em graus? 

Segáo 13-4 Eventos Cataclísmicos 

13-12. Calcule a energia necessária (em MeV) para produzir as reagóes de fotodesintegragáo dadas pelas Equagóes 13-18 e 13- 
19. 

13-13. A nuvem de gás associada á nebulosa planetária da Figura 13-186 tem um diámetro de 1,5 ano-luz e está se expandindo á 
taxa de 24 km/s. ( a ) Há quanto tempo a nuvem de gás se formou? {tí) Se a estrela central da nebulosa planetária é 12 vezes mais 
luminosa que o Sol e 15 vezes mais quente, qual é o raio da estrela central em unidades de R 0 1 

Segáo 13-5 Os Estados Fináis das Estrelas 

13-14. Calcule o raio de Schwarzschild de urna estrela cuja massa é igual {a) á massa do Sol; {tí) á massa de Júpiter; (c) á massa 
da Terra. (A massa de Júpiter é aproximadamente 318 vezes maior que a da Terra.) 

13-15. Considere urna estrela de néutrons cuja massa é igual a 2 M Q . {a) Calcule o raio da estrela. {tí) Se a estrela de néutrons 
está girando a 0,5 revolugáo por segundo e tem urna composigáo homogénea, qual é o valor da energia cinética de rotagáo? (c) 
Se a rotagáo diminui de 1 parte em 10 8 por dia e a energia cinética perdida é toda irradiada, qual é a luminosidade da estrela? 

13-16. Se a “massa faltante” da Via Láctea, que é da ordem de 90%, está concentrada em um gigantesco buraco negro 
localizado no centro da Galáxia, determine {á) a massa; {tí) o diámetro do buraco negro. 

Segáo 13-6 Galáxias 

13-17. Medidas do desvio para o vermelho mostram que a velocidade de recessáo de urna certa galáxia é 72.000 km/s. (a) 
Calcule a distáncia a que a galáxia se encontra da Terra, {tí) O valor da constante de Hubble depende da escala de distáncias, 
que é muito difícil de determinar com precisáo. Se existe um erro de 10% na escala de distáncias, qual é o erro percentual da 
idade de universo calculada a partir da Equagáo 13-28? 

13-18. O núcleo de urna certa galáxia de Seyfert tem urna luminosidade de 10 10 L Q . A luminosidade aumentou 100% em um 
período de 18 meses. Mostré que isso significa que a fonte de energia do núcleo tem um diámetro menor que 9,45 x 10 4 UA. 
Como este valor se compara com o diámetro da Via Láctea? 

13-19. O comprimento de onda da linha Ha do espectro do hidrogénio é 656,3 nm. Use a lei de Hubble para calcular o 
comprimento de onda da linha Ha emitida por urna galáxia situada a urna distáncia da Terra igual a {a) 5 x 10 6 anos-luz; {tí) 50 
x 10 6 anos-luz; (c) 500 x 10 6 anos-luz; {d) 5 x 10 9 anos-luz. 

Segáo 13-7 Cosmología e Gravitagáo 

13-20. Use a Equagáo 13-33 para calcular a densidade crítica do universo. 

Segáo 13-8 Cosmología e a Evolugáo do Universo 

13-21. De acordo com a maioria dos modelos do universo, a distáncia média entre as galáxias, que determina o tamanho do 
universo, é inversamente proporcional á temperatura absoluta. Se esta relagáo está correta, qual era o tamanho do universo em 
relagáo ao tamanho atual {a) há 2000 anos; {tí) há 10 6 anos; (c) 10 s após o Big Bang; (<^) 1 s após o Big Bang; {e) 10“ 6 s após o 
Big Bang? 

13-22. Determine o valor da massa específica do universo no instante t = t P , em que t P é o tempo de Planck. Como este valor se 
compara com a massa específica do próton? E com a massa específica do osmio? 

13-23. Para que comprimento de onda a intensidade da radiagáo cósmica de fundo é máxima? 

13-24. Quanto tempo após o Big Bang o universo havia esfriado até a temperatura limite para a formagáo de múons? Qual seria 
a massa de urna partícula que poderia ser formada com a energia média da radiagáo de fundo observada atualmente, que 
corresponde á radiagáo emitida por um corpo negro á temperatura de 2,725 K? 

13-25. Mostré que a massa específica atual do universo é dada por p 0 = R 3 {t) p(¿) para qualquer valor de t. 
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13-26. Mostré que, se a lei de Hubble é válida para um observador localizado na Via Láctea (como nos, por exemplo), também 
é válida para um observador localizado em outra galáxia qualquer. (, Sugestáo : Use a propriedade vetorial da velocidade.) 

13-27. Determine o valor mínimo a do raio de urna partícula em órbita do Sol para que nao seja ejetada do Sistema Solar pela 
pressáo da radiagáo solar. Suponha que a partícula seja urna esfera de massa m com a mesma massa específica que a Terra, 5500 
kg/m 3 . Despreze os efeitos do vento solar e do campo magnético solar. 

13-28. Mostré que, para um desvio para o vermelho z, a massa específica do universo é dada por p(z) = p(l + z) 3 . 

13-29. Quando o Sol se formou, era composto por 75% em massa de hidrogénio, mas apenas 13% desse hidrogénio estava 
disponível para fusáo. (O restante estava situado em regióes do Sol ñas quais a temperatura era insuficiente para que houvesse 
fusáo.) M 0 = 2 x 10 30 kg e o Sol funde cerca de 6 x 10 11 kg de hidrogénio por segundo, {a) Calcule a massa total de hidrogénio 
disponível para fusáo durante todo o tempo de vida do Sol. (b) Quanto tempo vai durar o suprimento inicial de hidrogénio do 
Sol? (c) Como o sistema solar existe há 4,6 x 10 9 anos, daqui a quanto tempo teremos que nos preocupar com o esgotamento do 
hidrogénio disponível para fusáo no Sol? 

13-30. A supernova SN1987A foi observada pela primeira vez em 1987. (a) Quantos anos antes ocorreu a explosáo? {tí) Se a 
explosáo produziu prótons com urna energía cinética de 100 GeV, em que ano eles váo chegar á Terra? 

13-31. Suponha que o Sol era composto de 70% de hidrogénio quando foi formado, {a) Quantos núcleos de hidrogénio havia no 
Sol naquela época? {tí) Qual seria a energía liberada se todos esses núcleos de hidrogénio fossem consumidos para formar 
átomos de hélio? {c) De acordo com os astrofísicos, o Sol poderá manter a taxa atual de produgáo de energía estável até que 
cerca de 23% do hidrogénio tenha sido “queimado”. Qual é o tempo total de vida do Sol de acordo com esta estimativa? 
Compare o resultado com o do Problema 13-29. 

13-32. De acordo com a terceira lei de Kepler, o quadrado da velocidade orbital de um planeta é proporcional ao cubo do raio 
orbital médio. Use a terceira lei de Kepler para resolver as questóes que se seguem. {a) O raio orbital da Lúa é 3,84 x 10 5 km e a 
Lúa completa urna órbita em tomo da Terra a cada 27,3 d. Calcule a massa da Terra, desprezando a massa da Lúa. {tí) lo (um 
dos satélites de Júpiter) completa urna órbita em torno de Júpiter a cada 42,5 h, em urna órbita quase circular com um raio 
médio de 4,22 x 10 5 km. Calcule a massa de Júpiter, desprezando a massa de lo. {c) Calcule o período orbital da Estagáo 
Espacial Internacional, que está em órbita 300 km acima da superficie da Terra, {d) Caronte, um satélite de Plutáo, completa 
urna órbita em tomo do planetoide a cada 6,4 d, a urna distáncia média de 1,97 x 10 4 km. Calcule a massa total de Caronte e 
Plutáo. Este valor corresponde a que fragáo da massa da Terra? {e) Use os dados da estrela S2 para calcular o volume (limite 
superior) do buraco negro que existe no centro da Via Láctea. Compare o resultado com o volume do Sol. 

13-33. Considere um sistema binário no qual o plano da órbita é paralelo á nossa linha de visada. A Figura 13-36 mostra as 
velocidades radiáis das duas estrelas, calculadas a partir de medidas do efeito Doppler. Suponha que a massa da estrela 1, m h é 
maior que a massa m 2 da estrela 2 e que as órbitas das duas estrelas em tomo do centro de massa do sistema sáo circulares, {a) 
Determine o período Tea frequéncia angular co do sistema, {tí) Mostré que, nesse caso, nt\ + m 2 = coV/G, onde r é a distáncia 
entre as duas estrelas. (c) Determine os valores de m 2 e r a partir do gráfico de v em fungáo de t. 



13-34. Prove que a energía total associada ao movimento orbital da Terra, E = mv 2 /2 - GMgm/r, é igual a metade da energía 
potential gravitational, - GMgm/r, onde r é o raio da órbita da Terra. 

13-35. Usando o valor adotado atualmente para a constante de Hubble e o fato de que a concentragáo média de matéria no 
universo é 1 átomo de hidrogénio por metro cúbico, a que taxa seria preciso criar novos átomos de hidrogénio em um modelo 
esta-cionário do universo para manter a densidade constante enquanto o universo se expande? (Dé a resposta em átomos de 
hidrogénio por metro cúbico e por milháo de anos). Seria fácil observar que novos átomos de hidrogénio estavam sendo 
criados? 
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13-36. A capacidade de um planeta de reter um determinado gás em sua atmosfera depende da temperatura da atmosfera e da 
velocidade de escape das moléculas do gás. Quando a velocidade média das moléculas de um gás é maior que 1/6 da velocidade 
de escape, o gás desaparece da atmosfera em 10 8 anos, aproximadamente, (a) Faga um gráfico da velocidade média das 
moléculas de H 2 0, C0 2 , 0 2 , CH 4 , H 2 e He entre 50 K e 1000 K. Indique, no mesmo gráfico, os pontos correspondentes a 1/6 da 
velocidade de escape para os valores de temperatura que apare-cem na Tabela 13-5. (b) Mostré que a velocidade de escape de 
um planeta é dada por 


Tabela 13-5Temperatura da atmosfera de alguns planetas 

W K) 

Planeta 

M/Mjerra 

/?//?Terra 

300 

Terra 

1,00 

1,00 

390 

Vénus 

0,81 

0,95 

600 

Mercúrio 

0,06 

0,38 

150 

Júpiter 

318,00 

11,00 

60 

Netuno 

17,00 

3,90 

290 

Marte 

0,11 

0,53 


v 

v Tcm 


'(«/»*ft„.) 


(c) Quais dos seis gases mencionados devem estar presentes atualmente ñas atmosferas dos planetas que aparecem na tabela? 
Explique sucintamente cada resposta. 

13-37. Use a técnica da paralaxe para calcular a distancia (a) de Alfa do Centauro (ángulo de paralaxe 0,742 segundo de arco) e 
( b ) de Prócion (ángulo de paralaxe 0,0286 segundo de arco). Expresse as respostas em anos-luz e em parsecs. 

13-38. Suponha que, quando o Sol se transformar em urna gigante vermelha, sua luminosidade se tomará 100 vezes maior. 
Mostré que os océanos da Terra iráo evaporar, mas o vapor d’água nao escapará da atmosfera. 

13-39. A massa da poeira existente na Galáxia pode ser estimada a partir da atenuagáo sofrida pela luz das estrelas. Supondo 
que o raio médio dos graos de poeira éi?ea poeira está presente em urna concentragáo uniforme de n graos por centímetro 
cúbico, (a) mostré que o livre caminho médio d 0 de um fóton no meio da poeira interestelar é dado por do = 1 /nnR 2 . ( b ) A 
atenuagáo causada pela poeira faz com que a intensidade da luz emitida por urna estrela varié segundo a equagáo 


/ = 

em que 7 0 e ¿/ 0 sao constantes e d é a distancia percorrida pela luz. Medidas realizadas ñas vizinhangas do Sol mostram que d 0 =* 
3000 anos-luz. Se R = 10 -5 cm, calcule o valor de n. (c) A massa específica média do material sólido existente na Galáxia é 2 
g/cm 3 e a concentragáo de estrelas no disco é 1 MJ 300 anos-luz 3 . Calcule a razáo entre a massa da poeira e a massa das 
estrelas. 

13-40. A superno va 1987A certamente produziu alguns elementos pesados. Em comparagáo com a energia liberada na fusáo de 
56 átomos de *H para formar um átomo de 56 Fe a partir do ciclo próton-próton, qual é a energia necessária para fundir dois 
átomos de 56 Fe para formar um átomo de 112 Cd? 

13-41. De acordo com as teorías mais recentes, os buracos negros evaporam por emissáo de radiagáo de Hawking em um tempo 
t que depende da massa M do buraco negro de acordo com a seguinte relagáo: 

f = (1,024 X 10 4 ir-m ; Vs 2 )r;-.V 2 //ir + 

(a) Explique, sem fazer cálculos, por que, de acordo com essa expressáo, os buracos negros de massa elevada levam mais tempo 
para evaporar e por que a taxa de evaporagáo dos buracos negros aumenta com o tempo. ( b ) Calcule o tempo de vida de um 







buraco negro cuja massa é 1 M 0 . Compare esse tempo com a idade atual do universo, (c) De acordo com algumas teorías, a 
maior massa que um buraco negro pode possuir é da ordem de 10 12 M 0 , um valor da mesma ordem que a massa de urna galáxia 
inteira. Qual seria o tempo de vida de um buraco negro com essa massa? 



*SNU é a abreviado de Solar TVeutrino £/nit, ou seja, Unidade 
de Neutrinos Solares. (N.T.) 

*Dados de 25 de mar^o de 2013. Fonte: http://exoplanet.eu. 
(N.T.) 

**SETI é a abreviado de Search for .Extraterrestrial /nteligence 
(Busca de Inteligencia Extraterrestre). Para mais detalhes, 
acesse o site www.seti.org. (N.T.) 

*0 leitor brasileiro deve usar um mapa semelhante a este, 
preparado para o Hemisfério Sul, que pode ser obtido no site 
http://skymaps.com. (N.T.) 

*No hemisfério sul, naturalmente, acontece o oposto: a Via 
Láctea é mais visível ñas noites de invernó. (N.T.) 

* As deflni^oes deste parágrafo e da Figura 13-15 sao para um 
observador situado no hemisfério norte. Para um observador 
situado no hemisfério sul, as mesmas defini^oes se aplicam, com 
“primavera” substituida por “outono”, e vice-versa, e com 
“veráo” substituido por “invernó”, e vice-versa. (N.T.) 

*Do inglés weakly interacting /wassive /;articles, ou seja, 
partículas com massa que interagem fracamente. (N.T.) 

*0 “GRB” que precede o número das erup^oes vem de 
“Gúnuna-^ay 2?urst”, que é o nome, em inglés, das erup^úes de 
raios gama. (N.T.) 

*A rela^áo de proporcionalidade entre a luminosidade e a faixa 
de velocidades das estrelas de urna galáxia é urna consequéncia 
do fato de que tanto a luminosidade (veja a Equa^áo 13-14) 
como a velocidade de rota^áo da galáxia dependem da massa 
total. A constante de proporcionalidade pode ser calculada 



combinando as Equa^oes 13-8 e 13-26 e determinando o valor de 
r por outros métodos, o que pode ser feito para galáxias 
relativamente próximas da Terra. (N.T.) 
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Tabela de Massas Atómicas 


z 

Elemento 

Símbolo 

Peso 

atómico 

químico 

Número 

de massa 
(* indica 
radioativo) 

Massa 

atómica 

Abundancia 
relativa (%) 

0 

(Neutrón) 

n 


1* 

1,008665 


1 

Hidrogénio 

H 

1,00798 

1 

1,007825 

99,985 


Deutério 

D 


2 

2,014102 

0,015 


Tritio 

T 


3* 

3,016049 


2 

Hélio 

He 

4,00260 

3 

3,016029 

0,00014 





4 

4,002602 

99,99986 





6* 

6,018886 






8* 

8,033922 


3 

Litio 

Li 

6,941 

6 

6,015121 

7,5 





7 

7,016003 

92,5 





8* 

8,022486 






9* 

9,026789 






11* 

11,043897 


4 

Berilio 

Be 

9,0122 

7* 

7,016928 






9 

9,012174 

100 


10* 10,013534 

11* 11,021657 


Meia-vida e 
modo de 
decaimento 
(se 

radioativo) 


10,4 min (3 


12,33 anos 

P" 


0,81 sp“ 

0,12 sp“ 


0,84 s p“ 
0,18 sp“ 
8,7 ms p” 

53,3 d ce** 


1,5 x 10® 
anos p” 




12 ' 


12,026921 


13,8 s p” 


14* 

Boro B 10,811 8* 

10 

11 

12 * 

13* 

14* 

15 * 

Carbono C 12,011 9* 

10 * 

11 * 

12 

13 
14* 
15 * 
16 * 
17* 

Nitrogénio N 14,0067 12* 

13* 

14 

15 
16* 
17* 
18* 
19 * 

Oxigénio O 15,9994 13* 

14 * 


14,042866 


23,6 ms p 



4,3 ms p” 

8,024605 


0,77 s p + 

10,012936 

19,9 


11,009305 

80,1 


12,014352 


0,0202 s p“ 

13,017780 


17,4 ms p” 

14,025404 


13,8 ms p” 

15,031100 


10,3 ms p” 

9,031030 


0,13 sp + 

10,016854 


19,3 sp + 

11,011433 


20,4 min p + 

12,000000 

98,90 


13,003355 

1,10 


14,003242 


5730 anos 

15,010599 


P" 

16,014701 


2,45 s p“ 

17,022582 


0,75 s p“ 



0,20 s p“ 

12,018613 


0,0110 s p + 

13,005738 


9,96 min p + 

14,003074 

99,63 


15,000108 

0,37 


16,006100 


7,13 s p“ 

17,008450 


4,17 sp“ 

18,014082 


0,62 s p“ 

19,017038 


0,24 s p“ 

13,024813 


8,6 ms p + 

14,008595 


70,6 s p + 


9 Flúor F 18,99840 


10 Neónio Ne 20,180 


11 Sodio Na 22,98977 


12 Magnésio Mg 24,3051 


15* 

15,003065 


122 s p + 

16 

15,994915 

99,71 


17 

16,999132 

0,039 


18 

17,999160 

0,20 


19* 

19,003577 


26,9 s p“ 

20* 

20,004076 


13,6 sp“ 

21* 

21,008595 


3,4 s p“ 

17* 

17,002094 


64,5 s p + 

18* 

18,000937 


109,8 min p + 

19 

18,998404 

100 


20* 

19,999982 


11,0 s p“ 

21* 

20,999950 


4,2 s p“ 

22* 

22,003036 


4,2 s p“ 

23* 

23,003564 


2,2 s p“ 

18* 

18,005710 


1,67 sp + 

19* 

19,001880 


17,2 sp + 

20 

19,992435 

90,48 


21 

20,993841 

0,27 

37,2 s p“ 

22 

21,991383 

9,25 

3,38 min 

23* 

22,994465 


0,60 s p“ 

24* 

23,993999 



25* 

24,997789 



21* 

20,997650 


22,5 s p + 

22* 

21,994434 


2,61 anos p + 

23 

22,989767 

100 


24* 

23,990961 


14,96 h p“ 

25* 

24,989951 


59,1 s p” 

26* 

25,992588 


1,07 sp" 

23* 

22,994124 


11,3 sp" 

24 

23,985042 

78,99 






25 

24,985838 

10,00 





26 

25,982594 

11,01 





27* 

26,984341 


9,46 min p' 




28* 

27,983876 


20,9 h p- 




29* 

28,375346 


1,30 s p 

Aluminio 

Al 

26,98154 

25* 

24,990429 


7,18 sp‘ 




26* 

25,986892 


7,4 x 10 1 




27 

26,981538 

100 

anos p' 




28* 

27,981910 






29* 

28,980445 


2,24 min P' 




30* 

29,982965 


6,56 min p' 







3,60 s P' 

Silicio 

Si 

28,086 

27* 

26,986704 

92,23 

4,16 sp- 




28 

27,976927 

4,67 





29 

28,976495 

3,10 





30 

28,973770 






31* 

30,975362 


2,62 h p- 




32* 

31,974148 


172 anos p' 




33* 

32,977928 


6,13 s p 

Fósforo 

P 

30,97376 

30* 

29,978307 


2,50 min p' 




31 

30,973762 

100 





32* 

31,973762 


14,26 d P' 




33* 

32,971725 


25,3 d P' 




34* 

33,973636 


12,43 s P' 

Enxofre 

S 

32,066 

31* 

30,979554 


2,57 s P' 




32 

31,972071 

95,02 





33 

32,971459 

0,75 





34 

33,967867 

4,21 





35* 

34,969033 


87,5 d p' 




36 

35,967081 

0,02 



17 

Cloro 

C1 

35,453 

34* 

33,973763 


32,2 min p + 





35 

34,968853 

75,77 






36* 

35,968307 


3,0 x 10 5 





37 

36,965903 

24,23 

anos p” 





38* 

37,968010 


37,3 min p” 

18 

Argónio 

Ar 

39,948 

36 

35,967547 

0,337 






37* 

36,966776 


35,04 d ce 





38 

37,962732 

0,063 






39* 

38,964314 

99,600 

269 anos p” 





40 

39,962384 







42* 

41,963049 


33 anos p” 

19 

Potássio 

K 

39,0983 

39 

38,963708 

93,2581 






40* 

39,964000 

0,0117 

1,28 x 10 9 





41 

40,961827 

6,7302 

anos P + , ce, 

P" 





42* 

41,962404 







43* 

42,960716 


12,4 hp~ 








22,3 h P“ 

20 

Cálcio 

Ca 

40,078 

40 

39,962591 

96,941 






41* 

40,962279 


1,0 x 10 5 





42 

41,958618 

0,647 

anos ce 





43 

42,958767 

0,135 






44 

43,955481 

2,086 






46 

45,953687 

0,004 






48 

47,952534 

0,187 


21 

Escandio 

Se 

44,9559 

41* 

40,969250 


0,596 s p + 





43* 

42,961151 


3,89 h p + 





45 

44,955911 

100 






46* 

45,955170 


83,8 d p“ 

22 

Titanio 

Ti 

47,88 

44* 

43,959691 


49 anos ce 





46 

45,952630 

8,0 







47 

46,951765 

7,3 






48 

47,947947 

73,8 






49 

48,947871 

5,5 






50 

49,944792 

5,4 


23 

Vanádio 

V 

50,9415 

48* 

47,952255 


15,97 d (3 + 





50* 

49,947161 

0,25 

1,5 x 10 17 





51 

50,943962 

99,75 

anos P + 

24 

Cromo 

Cr 

51,996 

48* 

47,954033 


21,6 h ce 





50 

49,946047 

4,345 






52 

51,940511 

83,79 






53 

52,940652 

9,50 






54 

53,938883 

2,365 


25 

Manganés 

Mn 

54,93805 

53* 

52,941292 


3,74 x 10 6 





54* 

53,940361 


anos ce 





55 

54,938048 

100 

312,1 d ce 





56* 

55,938908 


2,58 h p“ 

26 

Ferro 

Fe 

55,847 

54 

53,939613 

5,9 






55* 

54,938297 


2,7 anos ce 





56 

55,934940 

91,72 






57 

56,935396 

2,1 






58 

57,933278 

0,28 






60* 

59,934078 


1,5 x 10 6 








anos p” 

27 

Cobalto 

Co 

58,93320 

57* 

56,936294 


271,8 d ce 





58* 

57,935755 


70,9 h ce, p + 





59 

58,933198 

100 






60* 

59,933820 


5,27 anos p” 





61* 

60,932478 


1,65 hp" 

28 

Níquel 

Ni 

58,693 

58 

57,935346 

68,077 






59* 

58,934350 


7,5 x 10 4 





60 

59,930789 

26,223 

anos ce, p + 




61 

60,931058 

1,140 





62 

61,928346 

3,634 





63* 

62,929670 


100 anos p” 




64 

63,927967 

0,926 


Cobre 

Cu 

63,546 

63 

62,929599 

69,17 





64* 

63,929765 


12,7 h ce 




65 

64,927791 

30,83 





66* 

65,928871 


5,1 min p” 

Zinco 

Zn 

65,39 

64 

63,929144 

48,6 





66 

65,926035 

27,9 





67 

66,927129 

4,1 





68 

67,924845 

18,8 





70 

69,925323 

0,6 


Gálio 

Ga 

69,723 

69 

68,925580 

60,108 





70* 

69,926027 


21,1 min p” 




71 

70,924703 

39,892 





72* 

71,926367 


14,1 hp" 

Germánio 

Ge 

72,61 

69* 

68,927969 


39,1 h ce, p + 




70 

69,924250 

21,23 





72 

71,922079 

27,66 





73 

72,923462 

7,73 





74 

73,921177 

35,94 





76 

75,921402 

7,44 





77* 

76,923547 


11,3 h p” 

Arsénio 

As 

74,9216 

73* 

72,923827 


80,3 d ce 




74* 

73,923928 


17,8 d ce, p + 




75 

74,921594 

100 





76* 

75,922393 


1,1 dp“ 




77* 

76,920645 


38,8 hp“ 


34 

Selénio 

Se 

78,96 

74 

73,922474 

0,89 






76 

75,919212 

9,36 






77 

76,919913 

7,63 






78 

77,917307 

23,78 






79* 

78,918497 


<6,5 x 10 4 





80 

79,916519 

49,61 

anos p” 





82* 

81,916697 

8,73 

1,4 x 10 20 
anos 2p” 

35 

Bromo 

Br 

79,904 

79 

78,918336 

50,69 






00 

o 

* 

79,918528 


17,7 min p + 





81 

80,916287 

49,31 






82* 

81,916802 


35,3 hp“ 

36 

Criptónio 

Kr 

83,80 

78 

77,920400 

0,35 






80 

79,916377 

2,25 






81* 

80,916589 


2,11 x 10 5 





82 

81,913481 

11,6 

anos ce 





83 

82,914136 

11,5 






84 

83,911508 

57,0 






85* 

84,912531 







86 

85,910615 

17,3 

10,76 anos 

r 

37 

Rubídio 

Rb 

85,468 

85 

84,911793 

72,17 






86* 

85,911171 


18,6 d P“ 





87* 

86,909186 

27,83 

4,75 x 10 10 





88* 

87,911325 


anos p” 








17,8 min 

38 

Estroncio 

Sr 

87,62 

84 

83,913428 

0,56 






86 

85,909266 

9,86 






87 

86,908883 

7,00 






88 

87,905618 

82,58 







90* 

89,907737 


29,1 anos p 

39 

itrio 

Y 

88,9058 

88* 

87,909507 


106,6 d ce, 








p + 





89 

88,905847 

100 






90* 

89,914811 


2,67 d P“ 

40 

Zircónio 

Zr 

91,224 

90 

89,904702 

51,45 






91 

90,905643 

11,22 






92 

91,905038 

17,15 






93* 

92,906473 


1,5 x io 6 








anos p” 





94 

93,906314 

17,38 






96 

95,908274 

2,80 


41 

Niobio 

Nb 

92,9064 

91* 

90,906988 


6,8 x 10 2 








anos ce 





92* 

91,907191 


3,5 x 10 7 





93 

92,906376 

100 

anos ce 





94* 

93,907280 


2 x 10 4 anos 








P' 

42 

Molibdénio 

Mo 

95,94 

92 

91,906807 

14,84 






93* 

92,906811 


3,5 x 10 3 








anos ce 





94 

93,905085 

9,25 






95 

94,905841 

15,92 






96 

95,904678 

16,68 






97 

96,906020 

9,55 






98 

97,905407 

24,13 






100 

99,907476 

9,63 


43 

Tecnécio 

Te 


97* 

96,906363 


2,6 x 10 6 








anos ce 





98* 

97,907215 


4,2 x 10 6 





99* 

98,906254 


anos p” 








2,1 x 10 5 








anos p” 

44 

Ruténio 

Ru 

101,07 

96 

95,907597 

5,54 






98 

97,905287 

1,86 



Ródio Rh 102,9055 


Paládio Pd 106,42 


Prata Ag 107,868 


Cádmio Cd 112,41 


98,905939 

12,7 

99,904219 

12,6 

100,905558 

17,1 

101,904348 

31,6 

103,905428 

18,6 

101,906794 


102,905502 

100 

103,906654 



101,905616 

1,02 


103,904033 

11,14 


104,905082 

22,33 


105,903481 

27,33 


106,905126 


6,5 x 10 6 

107,903893 

26,46 

anos p” 

109,905158 

11,72 


106,905091 

51,84 


107,905953 


2,39 min 

108,904754 

48,16 

cem p + p“ 

109,906110 


24,6 s p~ 

105,906457 

1,25 


107,904183 

0,89 


108,904984 


462 d ce 

109,903004 

12,49 


110,904182 

12,80 


111,902760 

24,13 


112,904401 

12,22 

9,3 x 10 15 

113,903359 

28,73 

anos p” 

115,904755 

7,49 



99 

100 

101 

102 

104 

102 * 

103 

104* 

102 

104 

105 

106 

107* 

108 

110 

107 

108* 

109 

110 * 

106 

108 

109* 

110 

111 

112 

113* 

114 

116 


49 índio In 114,82 


50 Estanho Sn 118,71 


51 Antimómio Sb 121,76 


52 Telúrio Te 127,60 


53 Iodo I 126,9045 


112,904060 

4,3 


113,904916 


1,2 min p" 

114,903876 

95,7 

4,4 x 10 14 

115,905258 


anos p” 



54,4 min p“ 

111,904822 

0,97 


113,902780 

0,65 


114,903345 

0,36 


115,901743 

14,53 


116,902953 

7,68 


117,901605 

24,22 


118,903308 

8,58 


119,902197 

32,59 


120,904237 


55 anos p” 

121,903439 

4,63 


123,905274 

5,79 


120,903820 

57,36 


122,904215 

42,64 


124,905251 


2,7 anos p” 

119,904040 

0,095 


121,903052 

2,59 


122,904271 

0,905 

1,3 x io 13 

123,902817 

4,79 

anos ce 

124,904429 

7,12 


125,903309 

18,93 


127,904463 

31,70 


129,906228 

33,87 

<8 x 10 24 
anos 2 p” 



1,2 x 10 21 
anos 2 (3” 

125,905619 


13 dce, p + , 

126,904474 

100 

P' 


113 

114* 

115* 

116* 

112 

114 

115 

116 

117 

118 

119 

120 

121 * 

122 

124 

121 

123 

125* 

120 

122 

123* 

124 

125 

126 

128* 

130* 

126* 

127 


25 min p , 
ce, p + 


128* 

127,905812 

129* 

128,904984 


1,6 x 10 7 

anos p” 


54 

Xenónio 

Xe 

131,29 

124 

123,905894 

0,10 






126 

125,904268 

0,09 






128 

127,903531 

1,91 






129 

128,904779 

26,4 






130 

129,903509 

4,1 






131 

130,905069 

21,2 






132 

131,904141 

26,9 






134 

133,905394 

10,4 






136 

135,907215 

8,9 


55 

Césio 

Cs 

132,9054 

133 

132,905436 

100 






134* 

133,906703 


2,1 anos p 





135* 

134,905891 


2 x 10 6 anos 





137* 

136,907078 


P" 








30 anos p” 

56 

Bário 

Ba 

137,33 

130 

129,906289 

0,106 






132 

131,905048 

0,101 






133* 

132,905990 


10,5 anos 








ce 





134 

133,904492 

2,42 






135 

134,905671 

6,593 






136 

135,904559 

7,85 






137 

136,905816 

11,23 






138 

137,905236 

71,70 


57 

Lantánio 

La 

138,905 

137* 

136,906462 


6 x 104 








anos ce 





138* 

137,907105 

0,0902 

1,05 x 10 11 





139 

138,906346 

99,9098 

anos ce, p + 

58 

Cério 

Ce 

140,12 

136 

135,907139 

0,19 






138 

137,905986 

0,25 



59 Praseodímio Pr 140,9076 


60 Neodimio Nd 144,24 


61 Promécio Pm 


62 Samário Sm 150,36 


63 Europio Eu 151,96 


139,905434 

88,43 


141,909241 

11,13 


139,909071 


3,39 m ce, 

140,907647 

100 

p + 

141,910040 

141,907718 

27,13 

25,0 m p“ 

142,909809 

12,18 


143,910082 

23,80 

2,3 x 10 15 

144,912568 

8,30 

anos a 

145,913113 

17,19 


147,916888 

5,76 


149,920887 

5,64 


142,910928 


265 d ce 

144,912745 


17,7 anos 

145,914698 

146,915134 

143,911996 

3,1 

ce 

5,5 anos ce 

2,623 anos 

p- 

145,913043 


1,0 X lo 8 

146,914894 

15,0 

anos a 

147,914819 

11,3 

1,06 x 10 11 
anos a 

148,917180 

13,8 

7 x 10 15 

149,917273 

7,4 

anos a 

150,919928 

151,919728 

26,7 


153,922206 

22,7 

90 anos p 

150,919846 

47,8 


151,921740 


13,5 anos ce, 

152,921226 

52,2 

p + 

153,922975 




140 

142 

140* 

141 

142* 

142 

143 

144* 

145 

146 

148 

150 

143* 

145* 

146* 

147* 

144 

146* 

147* 

148* 

149 

150 

151* 

152 

154 

151 

152* 

153 

154* 


8,59 anos p 


4,7 anos p 


155 * 154,922888 


64 

Gadolinio 

Gd 

157,25 

148* 

147,918112 


75 anos a 





150* 

149,918657 


1,8 x 106 








anos a 





152* 

151,919787 

0,20 

1,1 x 1014 





154 

153,920862 

2,18 

anos a 





155 

154,922618 

14,80 






156 

155,922119 

20,47 






157 

156,923957 

15,65 






158 

157,924099 

24,84 






160 

159,927050 

21,86 


65 

Térbio 

Tb 

158,9253 

158* 

157,925411 


180 anos ce, 








P + , P- 





159 

158,925345 

100 






160* 

159,927551 


72,3 d p“ 

66 

Disprósio 

Dy 

162,50 

156 

155,924277 

0,06 






158 

157,924403 

0,10 






160 

159,925193 

2,34 






161 

160,926930 

18,9 






162 

161,926796 

25,5 






163 

162,928729 

24,9 






164 

163,929172 

28,2 


67 

Hólmio 

Ho 

164,9303 

165 

164,930316 

100 

1,2 x 103 








anos p” 





166* 

165,932282 



68 

Érbio 

Er 

167,26 

162 

161,928775 

0,14 






164 

163,929198 

1,61 






166 

165,930292 

33,6 






167 

166,932047 

22,95 






168 

167,932369 

27,8 






170 

169,935462 

14,9 


69 

Túlio 

Tm 

168,9342 

169 

168,934213 

100 

1,92 ano p” 


171* 170,936428 


70 

Itérbio 

Yb 

173,04 

168 

167,933897 

0,13 






170 

169,934761 

3,05 






171 

170,936324 

14,3 






172 

171,936380 

21,9 






173 

172,938209 

16,12 






174 

173,938861 

31,8 






176 

175,942564 

12,7 


71 

Lutécio 

Lu 

174,967 

173* 

172,938930 


1,37 anos 








ce 





175 

174,940772 

97,41 






176* 

175,942679 

2,59 

3,8 x 10 10 








anos P” 

72 

Háfnio 

Hf 

178,49 

174* 

173,940042 

0,162 

2,0 x 10 15 








anos a 





176 

175,941404 

5,206 






177 

176,943218 

18,606 






178 

177,943697 

27,297 






179 

178,945813 

13,629 






180 

179,946547 

35,100 


73 

Tántalo 

Ta 

180,9479 

180 

179,947542 

0,012 






181 

180,947993 

99,988 


74 

Tungsténio 

W 

183,85 

180 

179,946702 

0,12 






182 

181,948202 

26,3 






183 

182,950221 

14,28 






184 

183,950929 

30,7 






186 

185,954358 

28,6 


75 

Rénio 

Re 

186,207 

185 

184,952951 

37,40 

4,4 x 10 10 








anos p” 





187* 

186,955746 

62,60 


76 

Osmio 

Os 

190,2 

184 

183,952486 

0,02 






186* 

185,953834 

1,58 

2,0 x 10 15 








anos a 





187 

186,955744 

1,6 






188 

187,955744 

13,3 





189 

188,958139 

16,1 





190 

189,958439 

26,4 





192 

191,961468 

41,0 





194* 

193,965172 


6,0 anos p 

Iridio 

Ir 

192,2 

191 

190,960585 

37,3 





193 

192,962916 

62,7 


Platina 

Pt 

195,08 

190* 

189,959926 

0,01 

6,5 x 10 11 




192 

191,961027 

0,79 

anos a 




194 

193,962655 

32,9 





195 

194,964765 

33,8 





196 

195,964926 

25,3 





198 

197,967867 

7,2 


Ouro 

Au 

196,9665 

197 

196,966543 

100 





198* 

197,968217 


2,70 d p“ 




199* 

198,968740 


3,14 dp“ 

Mercúrio 

Hg 

200,59 

196 

195,965806 

0,15 





198 

197,966743 

9,97 





199 

198,968253 

16,87 





200 

199,968299 

23,10 





201 

200,970276 

13,10 





202 

201,970617 

29,86 





204 

203,973466 

6,87 


Tálio 

TI 

204,383 

203 

202,972320 

29,524 



(Ra E") 


204* 

203,973839 


3,78 anos p” 


(Ac C") 


205 

204,974400 

70,476 



(Th C") 


206* 

205,976084 


4,2 min p” 


(Ra C") 


207* 

206,977403 


4,77 min p” 




208* 

207,981992 


3,053 min p“ 




210* 

209,990057 


1,30 min p“ 


82 


Chumbo 


83 Bismuto 


84 Polónio 


Pb 207,2 

202* 

201,972134 

5 x 104 




anos ce 


204 

203,973020 1,4 



205* 

204,974457 

1,5 x 10 7 


206 

205,974440 24,1 

anos ce 


207 

206,975871 22,1 



208 

207,976627 52,4 


(Ra D) 

210* 

209,984163 


(Ac B) 

211* 

210,988734 

22,3 anos p” 

(Th B) 

212* 

211,991872 

36,1 min p” 

(Ra B) 

214* 

213,999798 

10,64 hp“ 




26,8 min p” 


Bi 

208,9803 

207* 

206,978444 

32,2 anos ce, 





p + 



208* 

207,979717 

3,7 x 10 5 



209* 

208,980374 

anos ce 

(Ra E) 


210* 

209,984096 

2,0 x 10 18 





anos a 

(Th C) 


211* 

210,987254 


(Ra C) 


212* 

211,991259 

5,01 da, p“ 



214* 

213,998692 

2,14 min a 



215* 

215,001836 

60,6 min a, 

r 





19,9 min p” 





7,4 min p” 

Po 


209* 

208,982405 

102 anos a 

(Ra F) 


210* 

209,982848 

138,38 da 

(Ac C') 


211* 

210,986627 

0,52 s a 

(Th C') 


212* 

211,988842 

0,30 jas a 

(Ra C') 


214* 

213,995177 

164 jas a 

(Ac A) 


215* 

214,999418 

0,0018 s a 

(ThA) 


216* 

216,001889 

0,145 s a 

(Ra A) 


218* 

218,008965 

3,10 min a 

At 


215* 

214,998638 

-100 jas a 


85 


Astatínio 


86 


Radónio 


Rn 


(An) 

(Tn) 

(Rn) 

87 Fráncio 

Fr 

(AcK) 

88 Rádio Ra 

(Ac X) 
(Th X) 

(Ra) 

(MsTh-i) 

89 Actinio Ac 

(Ms 

Th 2 ) 


90 Torio Th 232,0381 

(Rd Ac) 

(Rd Th) 

(lo) 

(UY) 

(Th) 

(UXi) 

91 Protactínio Pa 

(UZ) 


218* 

218,008685 

1,6 s a 

219* 

219,011297 

0,9 min a 

219* 

219,009477 

3,96 s a 

220* 

220,011369 

55,6 s a 

222* 

222,017571 

3,823 d a 

221* 

221,01425 

4,18 min a 

222* 

222,017585 

14,2 min p“ 

223* 

223,019733 

22 min p” 

221* 

221,01391 

29 s a 

223* 

223,018499 

11,43 da 

224* 

224,020187 

3,66 d a 

225* 


14,9 d p“ 

226* 

226,025402 

1600 anos a 

228* 

228,031064 

5,75 anos p” 

225* 


10 d a 

227* 

227,027749 

21,77 anos 

228* 

228,031015 

P“ 

229* 

227* 

227,027701 

6,15 h p” 

1,04 hp" 

18,72 da 

228* 

228,028716 

1,913 anos a 

229* 

229,031757 

7300 anos a 

230* 

230,033127 

75,000 anos 

231* 

231,036299 100 

a, fe* 

232* 

232,038051 

25,52 h p" 

234* 

234,043593 

1,40 x 10 10 
anos a 

231* 

231,035880 

24,1 dp“ 

32,760 anos 

234* 

234,043300 

a 


6,7 h p- 


92 Uranio U 238,0289 


(UII) 
(Ac U) 
(UI) 


93 Netúnio Np 


94 Plutonio Pu 


95 Americio Am 


96 Cúrio 


Cm 


231* 

231,036264 


4,2 d p + 

232* 

232,037131 


69 anos a 

233* 

233,039630 


1,59 x 10 5 

234* 

234,040946 

0,0055 

anos a 

235* 

235,043924 

0,720 

2,45 x 10 5 

anos a 

236* 

236,045562 

99,2745 

7,04 x 10 8 

238* 

238,050784 


anos a 

239* 

239,054290 


2,34 x 10 7 
anos a 


4,47 x 10 9 
anos a 

23,5 min p” 


235* 

235,044057 

396 da 

236* 

236,046559 

1,54 x 10 5 

237* 

237,048168 

anos ce 



2,14 x 10 6 


anos a 


236* 

236,046033 

2,87 anos a, 
fe 

238* 

238,049555 

87,7 anos a, 

239* 

239,052157 

fe 

240* 

240,053808 

24,120 anos 
a, fe 

241* 

241,056846 

6560 anos a, 

242* 

242,058737 

fe 

244* 

244,064200 

14,4 anos p” 


3,7 x 10 5 
anos a, fe 

8,1 x 10 7 

anos a, fe 


240* 240,055285 

241* 241,056824 


2,12 d ce 

432 anos a, 
fe 


247* 247,070347 

248* 248,072344 


1,56 x 10 7 
anos a 

3,4 x 10 


5 


97 

98 

99 

100 

101 

102 

103 

104 

105 

106 

107 

108 

109 

110 


anos a, fe 


Berquélio 

Bk 

247* 

247,070300 

1380 anos a 



249* 

249,074979 

327 d p“ 

Californio 

Cm 

250* 

250,076400 

13,1 anos a, 





fe 



251* 

251,079580 

898 anos a 

Einstéinio 

Es 

252* 

252,082974 

1,29 ano a 



253* 

253,084817 

2,02 d a, fe 

Férmio 

Fm 

253* 

253,085173 

3,00 d ce 



254* 

254,086849 

3,24 h a, fe 

Mendelévio 

Md 

256* 

256,093988 

75,6 min ce, 





r 



258* 

258,098594 

55 d a 

Nobélio 

No 

257* 

257,096855 

25 s a 



259* 

259,100932 

58 min a, fe 

Laurencio 

Lr 

259* 

259,102888 

6,14 s a, fe 



260* 

260,105346 

3,0 min a, fe 

Rutherfórdio 

Rf 

260* 

260,160302 

24 ms fe 



261* 

261,108588 

65 s a, fe 

Dúbnio 

Db 

261* 

261,111830 

1,8 s a 



262* 

262,113763 

35 s a 

Seabórgio 

Sg 

263* 

263,118310 

0,78 s a, fe 

Bóhrio 

Bh 

262* 

262,123081 

0,10 s a, fe 

Hássio 

Hs 

265* 

265,129984 

1,8 ms a 



267* 

267,131770 

60 ms a 

Meitnério 

Mt 

266* 

266,137789 

3,4 ms a, fe 



268* 

268,138820 

70 ms a 

Darmstádio 

Ds 

269* 

269,145140 

0,17 ms a 



271* 

271,146080 

1,1 ms a 



273* 

272,153480 

8,6 ms a 


111 

Roentgenio 

Rg 

272* 

272,153480 

1,5 ms a 

112 

Copernício 

Cn 

277* 

? 

0,2 ms a 

113 

Unúntrio 

Unt 

284* 

? 

? a 

114 

Fleróvio 

F1 

289* 

? 

? a 

115 

Unumpéntio 

Unp 

288* 

? 

? a 

116 

Livermório 

Lv 

292* 

? 

? a 

117 

Ununséptio 

Uus 




118 

Ununóctio 

Uno 

294* 

? 

? a 


**Captura de eléltrons. (N.T.) 
*fissáo espontánea, (N.T.) 



APÉNDICE B1 


Integráis Úteis 


Na determinagáo de valores médios usando a distribuigáo de Maxwell-Boltzmann, é preciso calcular integráis do tipo 



onde n é um número inteiro. Essas integráis podem ser obtidas por derivagáo a partir de / 0 e/i. Considerando I n urna fungáo de A 
e calculando a derivada de I n em relagáo a A, obtemos: 


dh 

dk 


i** 

-x 2 x n e~ w dx = -h +2 

0 


Bl-1 


De acordo com a Equagáo Bl-1, urna vez conhecido o valor de 7 0 , é possível calcular I n para todos os valores pares de n; urna 
vez conhecido o valor de I u é possível calcular I n para todos os valores impares de n. A integral I\ pode ser calculada através da 
mudanga de variável u = Abe 2 . Nesse caso, du = Vocdx e 



Assim, / 3 e I 5 sao dadas por 


h = 






dh 

dk 


x- 3 


O cálculo de / 0 é mais difícil, mas pode ser executado com o auxilio de um artificio. Primeiro calculamos o valor de / 2 : 



í e ^ dx 

f * 

e~ K> 'dy = 

H 

\ _ 

Jo 

0 

0 


e 1 'V' + ' v '> dx dv 


ni-2 


onde usamos y como variável de integragáo na segunda integral. Considerando a última integral urna integral no plano xy, 
podemos mudar de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, fazendo r 2 = v 2 +y 2 e tan §=yyx. Nesse caso, o elemento 
de área dx dy se toma r dr d§ e a integragáo de 0 a oo em v e y se torna urna integragáo der = 0ar = ooedec|) = 0a(|) = 7i/2 e 
temos: 


/ 


2 

D 


0 



X 


rdrdíp — — /, = 
2 J 









e 


/.= 

Os valores de / 2 , / 4 , ... podem ser obtidos por derivagáo. Assim, por exemplo, 

¡ 2 = 

2 4 \ 4 

A Tabela Bl-1 mostra os valores da integral I n para valores de n de 0 a 5. 


Tabela Bl-1 

Valores da integral j — P ara valores de n = 

Jo 

= 0 n = 5 

n 

In 

0 

: U l ' 2 r 1 ' 2 

2 

1 

b" 

2 

4 

3 

1 i —2 

2 X 

4 

8 

5 

A- 3 

Se n é par 

r+x 

= 2/„ 

J-* 

Se n é impar 

r+* 

= 0 

J-S 







i APÉNDICE B2i 


iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 


Séries Binomial e Exponencial 


Série Binomial 


m(m - 1 ) m(m - l)(m - 2} 

(I I x) m = 1 4- mx + — - L x 2 4 —- - -x 1 + 


2 ! 


3! 


+ 


m(m — 1) (m — 2) ■ * • (m — rt + 2) 

(« - I)! 




onde 


R 


rt 


m(m — I) (m — 2) * ■ * {/M — n + i ) 

—-—-----V(l + ax)' n - >! 

ni 


e 0 < a < 1. 


*,< 


Rn < 


rn(m — !)(;» — 2) ' - • (m — n + i) 


ni 


se x > 0 


m(nt — 1) (m — 2) - ■ - (m — n + I) 


(1 + x) 


para jc < 0 . n > m 


R n < (I + x) m se — 1 < m < 0 


Se m é um número inteiro negativo ou urna fragáo positiva ou negativa, a expansáo é válida apenas para |x| <1. A nao ser no 
caso em que m é um número inteiro positivo, um binomio como (a + b) m deve ser escrito em urna das seguintes formas antes de 
ser expandido: 


a 


m 



s ta> h 



se b > a 


Série Exponencial 











1 5 

r d X* X 

^ =l+jt+ ^ + * + " 

x n ~ i 

' + , + + ’ ' ' 

(n - J)! ni 

^ = í + ,u, g(¡ + (jlus “ r + •■• 

2! 

(jrlog a)'*" 1 1 (xloga)” 
(n - 1)! + ni 


2! 


+ ■ * ■ + 


+ 






APÉNDICE B3 


Células Unitárias dos Cristais 


Os sólidos cristalinos sao classificados, de acordo com a simetría que possuem, em 7 sistemas cristalinos e 14 redes cristalinas. 
Urna rede cristalina é definida como um arranjo de pontos tais que o entorno de um dos pontos é igual ao entorno de qualquer 
outro ponto. Esses pontos podem ser especificados através de um conjunto de tres vetores de transíalo, a, b e c, escolhidos de 
tal forma que o arranjo de átomos no cristal, observado de um ponto r, tenha o mesmo aspecto que ao ser observado de um 
outro ponto r', onde o ponto r' é obtido a partir do ponto r através de urna translagáo do tipo 

r' = r + mía + m 2 b + m 3 c 

onde mi, m 2 e m 3 sao números inteiros. Os vetores de translagáo sao usados para definir os tres eixos da célula unitária do 
cristal, que, ao ser repetida indefinidamente, pode gerar todo o cristal. O volume V da célula unitária é dado por V 5 a • (b x c). 
Existe mais de urna forma de definir a célula unitária de um cristal, que depende da escolha dos vetores de translagáo. Se o 
volume da célula unitária é o menor possível, a célula unitária recebe o nome de célula primitiva. 

A Figura B3-1 mostra a forma usual de representar os tres vetores de translagáo e os ángulos que fazem entre si. As 14 redes 
cristalinas aparecem na Figura B3-2. 



FIGURA B3-1 As diregoes dos vetores de translagáo sáo normalmente usadas para definir os eixos cristalinos; os ángulos entre os 
vetores definem a forma da célula unitária. 




Cúbico 


<r7T 


/Hb 


simples 


de carpo centrado 



Tetragonal 


jCT 


simples 


/ 

p- 




& 

í \ 

,¿ 



de corpo centrado 


Ortorrómbico 









simples 


de corpo centrado de faces centradas de bases centradas 


Trigonal 



Mon oclínico 



Triclínico 



simples 



Hexagonal 




£___«X 


simples 


FIGURA B3-2 As 14 redes cristalinas. 







































































































i APÉNDICE Ci 


Configuragoes Eletrónicas 


A tabela a seguir mostra as configura 9 oes eletrónicas dos átomos dos elementos no estado fundamental. No caso de algumas 
térras raras (Z= 57 a 71) e de alguns elementos pesados (Z > 89), as configura 9 oes ainda nao sao perfeitamente conhecidas. 


z 

Elemento 

Energia 

K 

L 

M 

N 

0 

P 

Q 



de 

n : 

2 

3 

4 

5 

6 

7 



ionizagáo 

1 

sp 

sp 

s p d 

s p d 

s p d 

sp 



(eV) 

l:s 


d 

f 

f 




1 

H 

(hidrogénio) 

13,6 

1 


2 

He (hélio) 

24,5 

2 


3 

Li (litio) 

5,4 

2 

1 

4 

Be (berilio) 

9,3 

2 

2 

5 

B (boro) 

8,3 

2 

2 1 

6 

C (carbono) 

11,3 

2 

2 2 

7 

N (nitrogénio) 

14,5 

2 

23 

8 

0 (oxigénio) 

13,6 

2 

24 

9 

F (flúor) 

17,4 

2 

2 5 

10 

Ne (neónio) 

21,6 

2 

26 

11 

Na (sodio) 

5,1 

2 

26 

12 

Mg 

(magnésio) 

7,6 

2 

26 


1 

2 




13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 


Al (aluminio) 

6,0 

2 

26 

2 1 


Si (silicio) 

8,1 

2 

26 

22 


P (fósforo) 

10,5 

2 

26 

23 


S (enxofre) 

10,4 

2 

26 

24 


Cl (cloro) 

13,0 

2 

26 

2 5 


Ar (argónio) 

15,8 

2 

26 

26 


K (potássio) 

4,3 

2 

26 

26 . 

1 

Ca (cálcio) 

6,1 

2 

26 

26 . 

2 

Se (escándio) 

6,5 

2 

26 

26 

2 





1 


Ti (titán io) 

6,8 

2 

26 

26 

2 





2 


V (vanádio) 

6,7 

2 

26 

26 

2 





3 


Cr (cromo) 

6,8 

2 

26 

26 

1 





5 


Mn 

7,4 

2 

26 

26 

2 

(manganés) 




5 


Fe (ferro) 

7,9 

2 

26 

26 

2 





6 


Co (cobalto) 

7,9 

2 

26 

26 

2 





7 


Ni (níquel) 

7,6 

2 

26 

26 

2 





8 


Cu (cobre) 

7,7 

2 

26 

26 

1 





10 


Zn (zinco) 

9,4 

2 

26 

26 

2 





10 


Ga (gálio) 

6,0 

2 

26 

26 

2 1 





10 


Ge 

7,9 

2 

26 

26 

22 

(germánio) 




10 



33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 


As (arsénio) 

9,8 

2 

26 

26 

23 






10 



Se (selénio) 

9,8 

2 

26 

26 

24 






10 



Br (bromo) 

11,8 

2 

26 

26 

2 5 






10 



Kr (criptónio) 

14,0 

2 

26 

26 

26 






10 



Rb (rubídio) 

4,2 

2 

26 

26 

26 . 

1 





10 



Sr (estroncio) 

5,7 

2 

26 

26 

26 . 

2 





10 



Y (itrio) 

6,4 

2 

26 

26 

26 1 

2 





10 



Zr (zircónio) 

6,8 

2 

26 

26 

262 

2 





10 



Nb (niobio) 

6,9 

2 

26 

26 

264 

1 





10 



Mo 

7,1 

2 

26 

26 

265 

1 

(molibdénio) 




10 



Te (tecnécio) 

7,3 

2 

26 

26 

266 

1 





10 



Ru (ruténio) 

7,4 

2 

26 

26 

267 

1 





10 



Rh (ródio) 

7,5 

2 

26 

26 

268 

1 





10 



Pd (paládio) 

8,3 

2 

26 

26 

26 






10 

10 . 


Ag (prata) 

7,6 

2 

26 

26 

26 

1 





10 

10 . 


Cd (cádmio) 

9,0 

2 

26 

26 

26 

2 





10 

10 . 


In (indio) 

5,8 

2 

26 

26 

26 

2 1 





10 

10 . 


Sn (estanho) 

7,3 

2 

26 

26 

26 

22 


51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 






10 

10 . 



Sb 

8,6 

2 

26 

26 

26 

23 


(antimonio) 




10 

10 . 



Te (telurio) 

9,0 

2 

26 

26 

26 

24 






10 

10 . 



1 (iodo) 

10,5 

2 

26 

26 

26 

2 5 






10 

10 . 



Xe (xenónio) 

12,1 

2 

26 

26 

26 

26 






10 

10 . 



Cs (césio) 

3,9 

2 

26 

26 

26 

26 . 

1 





10 

10 . 



Ba (bário) 

5,2 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 . 



La (lantánio) 

5,6 

2 

26 

26 

26 

26 1 

2 





10 

10 . 



Ce (cério) 

5,6 

2 

26 

26 

26 

26 1 

2 





10 

10 1 



Pr 

5,5 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 

(praseodímio) 




10 

103 



Nd 

5,5 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 

(neodimio) 




10 

104 



Pm 

5,5 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 

(promécio) 




10 

10 5 



Sm (samário) 

5,6 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

106 



Eu (europio) 

5,7 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 7 



Gd 

6,2 

2 

26 

26 

26 

26 1 

2 

(gadolinio) 




10 

10 7 



Tb (térbio) 

6,0 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

109 



Dy (disprósio) 

6,8 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 








10 



Ho (hólmio) 

6,0 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 




68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 


11 


Er (érbio) 

6,1 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 








12 



Tm (túlio) 

5,8 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 








13 



Yb (itérbio) 

6,2 

2 

26 

26 

26 

26 . 

2 





10 

10 








14 



Lu (lutécio) 

5,1 

2 

26 

26 

26 

26 1 

2 





10 

10 




14 


Hf (háfnio) 

7,0 

2 

26 

26 

26 

262 

2 





10 

10 








14 



Ta (tántalo) 

7,9 

2 

26 

26 

26 

263 

2 





10 

10 








14 



W 

8,0 

2 

26 

26 

26 

264 

2 

(tungsténio) 




10 

10 








14 



Re (rénio) 

7,9 

2 

26 

26 

26 

265 

2 





10 

10 








14 



Os (osmio) 

8,5 

2 

26 

26 

26 

266 

2 





10 

10 








14 



Ir (iridio) 

9,0 

2 

26 

26 

26 

267 

2 





10 

10 








14 



Pt (platina) 

9,0 

2 

26 

26 

26 

269 

1 





10 

10 








14 



Au (ouro) 

9,2 

2 

26 

26 

26 

26 

1 





10 

10 

10 . 







14 



Hg (mercúrio) 

10,4 

2 

26 

26 

26 

26 

2 





10 

10 

10 . 



14 


81 

TI (tálio) 

6,1 

2 

26 

26 

26 

26 

2 1 







10 

10 

10 . 









14 




82 

Pb (chumbo) 

7,4 

2 

26 

26 

26 

26 

2 2 







10 

10 

10 . 









14 




83 

Bi (bismuto) 

7,3 

2 

26 

26 

26 

26 

23 







10 

10 

10 . 









14 




84 

Po (polónio) 

8,4 

2 

26 

26 

26 

26 

24 







10 

10 

10 . 









14 




85 

At (astatínio) 

9,5 

2 

26 

26 

26 

26 

2 5 







10 

10 

10 . 









14 




86 

Rn (radónio) 

10,7 

2 

26 

26 

26 

26 

26 







10 

10 

10 . 









14 




87 

Fr (fráncio) 

4,0 

2 

26 

26 

26 

26 

26 . 

1 






10 

10 

10 . 









14 




88 

Ra (radio) 

5,3 

2 

26 

26 

26 

26 

26 . 

2 






10 

10 

10 . 









14 




89 

Ac (actinio) 

6,9 

2 

26 

26 

26 

26 

26 1 

2 






10 

10 

10 . 









14 




90 

Th (torio) 

7,0 

2 

26 

26 

26 

26 

262 

2 






10 

10 

10 . 









14 




91 

Pa 


2 

26 

26 

26 

26 

262 

2 


(protactínio) 




10 

10 

10 1 









14 




92 

U (uranio) 

6,1 

2 

26 

26 

26 

26 

26 1 

2 






10 

10 

103 









14 




93 

Np (netúnio) 


2 

26 

26 

26 

26 

26 1 

2 






10 

10 

104 









14 




94 

Pu (plutonio) 

5,8 

2 

26 

26 

26 

26 

26 . 

2 






10 

10 

106 




14 


95 

96 

97 

98 

99 

100 

101 

102 

103 

104 

105 

106 

107 

108 


2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 


Am 

6,0 

2 

26 

26 

26 

26 

(americio) 




10 

10 

10 7 






14 


Cm (cúrio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

107 






14 


Bk (berquélio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

108 






14 


Cf (californio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

10 






14 

10 

Es 


2 

26 

26 

26 

26 

(einstéinio) 




10 

10 

10 






14 

11 

Fm (férmio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

10 






14 

12 

Md 


2 

26 

26 

26 

26 

(mendelévio) 




10 

10 

10 






14 

13 

No (nobélio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

10 






14 

14 

Lw 


2 

26 

26 

26 

26 

(lauréncio) 




10 

10 

10 






14 

14 

Rf 


2 

26 

26 

26 

26 

(rutherfórdio) 




10 

10 

10 






14 

14 

Du (dúbnio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

10 






14 

14 

Sg 


2 

26 

26 

26 

26 

(seabórgio) 




10 

10 

10 






14 

14 

Bh (bóhrio) 


2 

26 

26 

26 

26 





10 

10 

10 






14 

14 

Hs (hássio) 


2 

26 

26 

26 

26 


109 Mt (meitnério) 2 

110 Ds 2 

(darmstádio) 

111 Rg 2 

(roentgenio) 

112 Cn 2 

(copernício) 

113 Unt (unúntrio) 2 

114 Fl(fleróvio) 2 

115 Unp 2 

(unumpéntio) 

116 Lv 2 

(livermório) 

117 Uus 2 

(ununséptio) 

118 Uno 2 

(ununóctio) 


10 

10 

10 




14 

14 



26 

26 

26 

2 6 7 

2 

10 

10 

10 




14 

14 



26 

26 

26 

269 

1 

10 

10 

10 




14 

14 



26 

26 

26 

26 

1 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

2 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

2 1 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

2 2 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

23 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

24 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

2 5 

10 

10 

10 

10 



14 

14 



26 

26 

26 

26 

26 

10 

10 

10 

10 



14 

14 




26 

26 

26 

26 

26 

26 

26 

26 

26 

26 




Constantes Físicas Fundamentáis 


Os valores das constantes físicas fundamentáis a seguir sao os recomendados pelo CODATA (Committee on Data for Science 
and Technology) do International Council of Scientific Unions em 2010. Os algarismos entre parénteses sao as incertezas dos 
últimos algarismos correspondentes aum desvio-padráo. (Fonte: http://physics.nist.gov/cuu/Constants.) 

Grandeza Símbolo Valor Unidade 


Constantes universais 


Velocidade da luz no vácuo (exata) 

c 

299,792,458 

m • s 1 

Constante magnética (exata) 

Mo 

4tt x 10“ 7 = 

12,566370614 x 10~ 7 

N • A -2 

Constante elétrica (exata) 

e o 

p 0 c 2 = 8,854187817 

10“ 12 F • m -1 

Constante de gravitado 

G 

6,67384(80) 

10 -11 m 3 • kg“'s 

Constante de Planck 

h 

6,62606957(29) 

10 -34 J • í 

em elétrons-volts, h/{e} 


4,135667516(91) 

10” 15 eV • 5 

h/2u 

h 

1,054571726(47) 

10” 34 J • s 

em elétrons-volts, h/{e} 


6,58211928(15) 

10 -16 e V • s 

Massa de Planck, f)c/G) m 

Mp 

2,17651(13) 

O 

oo 

CTQ 

Temperatura de Planck, (hc 5 /G) ll2 /k 

T 

1,416833(85) 

10 32 K 

Comprimento de Planck, h /m p c = ( hG/c 3 ) 1/2 

b 

1,616199(97) 

10“ 35 m 

Tempo de Planck, lp/c = (hG/c 5 ) m 

b 

5,39106(32) 

en 

1 

O 


Constantes eletromagnéticas 




Carga elementar 

e 

1,602176565(35) 

o 

'O 

n 


e/h 

2,417989348(53) 

io 14 a • j _1 

Quantum de fluxo magnético, h/2e 

O 0 

2,067833758(46) 

10“ 15 Wb 

Constante de Josephson, 2 e/h 

K i 

483597,870(11) 

7 

> 

N 

K 

Os 

o 

Constante de von Klitzing, h/e 2 = fiadla 

Rk 

25812,8074434(84) 

X 

Magnéton de Bohr, eh/2m e 

RB 

927,400968(20) 

10 24 J • T 1 

em eV/T 


5,7883818066(38) 

10^ 5 eV • T” 

Magnéton nuclear, eh/2m p 

1¿N 

5,05078353(11) 

10 27 J • T 1 

em eV/T 


3,1524512605(22) 

10^ 8 eV • T” 

Constantes atómicas 




Constante de estrutura fina, e 2 /47re 0 hc 

a 

7,2973525698(24) 

10“ 3 

inverso da constante de estrutura fina 

of 

137,035999074(44) 


Constante de Rydberg, m e ca 2 /2h 

R 00 

10973731,568539(55) 

m 1 

em hertz, RooC 


3,289841960364(17) 

O 

N 

em joules, Roche 


2,179872171(96) 

10 18 J 

emeV, Roche/ {e} 


13,60569253(30) 

eV 

Raio de Bohr 

a 0 

0,52917721092(17) 

O 

1 

O 

3 

Elétron 




Massa 

m e 

9,10938291(40) 

10 31 kg 



5,4857990946(22) 

10^ 31 kg 

em elétrons-volts, m e c 2 / {e} 


0,510998928(11) 

MeV 

Razáo entre as massas do elétron e do múon 

nie/nifj 

4,83633166(12) 

10“ 3 

Razáo entre as massas do elétron e do táuon 

m e /m T 

2,87592(26) 

10“ 4 

Razáo entre as massas do elétron e do próton 

m e /m p 

5,4461702178(22) 

10“ 4 

Razáo entre as massas do elétron e do déuteron 

rue/md 

2,7244371095(11) 

10^ 4 

Razáo entre as massas do elétron e da partícula 

a 

m e /m a 

1,37093355578(55) 

10^ 4 


Carga específica 

—e / m e 

-1,758820088(39) 

10 11 C • kg~' 

Massa molar 

M(e) 

5,4857990946(22) 

10 7 kg • mol 

Comprimento de onda de Compton, h/m e c 


2,4263102389(16) 

10“ 12 m 

ác/Ití = a 2 = a 2 /47LKoo 

Xc 

386,1592678(26) 

10“ 15 m 

Raio clássico, a 2 ¿zo 

r e 

2,8179403267(27) 

10“ 15 m 

Segáo de choque de Thomson, (87i/3)r e 2 

Ge 

0,6652458734(13) 

10“ 28 m 2 

Momento magnético 

Fe 

-928,476430(21) 

10 -26 J • T 1 

em magnétons de Bohr 

Fe/úB 

-1,00115965218076(27) 


em magnétons nucleares 

Fe/F/v 

-1838,28197090(75) 


Anomalía do momento magnético, p e /pe - 1 

a e 

1,15965218076(27) 

10“ 3 

Fator g,-2(1 + a e ) 

ge 

-2,00231930436153(53) 


Razáo entre os momentos magnéticos do 
elétron e do múon 

Fe/F/v 

206,7669894 


Razáo entre os momentos magnéticos do 
elétron e do próton 

Fe/FP 

-658,2106848(54) 


Múon 




Massa 

m¡j 

1,883533475(96) 

O 

1 

00 

CTQ 



0,1134289267(29) 

u 

em elétrons-volts, rfyc 2 /^} 


105,6583715(35) 

MeV 

Razáo entre a massa do múon e a massa do 

elétron 


206,7682843(52) 


Razáo entre a massa do múon e a massa do 

táuon 

Mfj/rnt 

5,94649(54) 

10” 2 

Massa molar 

M(f) 

1,134289267(29) 

10 4 kg • mol 

Momento magnético 

Fm 

-4,49044807(15) 

10“ 26 J • T -1 

em magnétons de Bohr 

F^Fb 

-4,84197044(12) 

10“ 3 

em magnétons nucleares 

F m /fn 

-8,89059697(22) 


Anomalía do momento magnético, 


1,16592091(63) 

10 -3 


[iy(eh/2m M )] - 1 


Fator g, -2(1 + a p ) 

Su 

-2,0023318418(13) 


Razáo entre o momento magnético do múon e 
o momento magnético do próton 

iVhp 

-3,183345107(84) 


Táuon 




Massa 

m T 

3,16747(29) 

0 

CTQ 



1,90749(17) 

u 

em elétrons-volts 


1776,82(16) 

MeV 

Próton 




Massa 

m p 

1,672621777(74) 

0 

CTQ 



1,007276466812(90) 

u 

em elétrons-volts 


938,272046(21) 

MeV 

Razáo entre a massa do próton e a massa do 
elétron 

m p /m e 

1836,15267245(75) 


Razáo entre a massa do próton e a massa do 
múon 

m p /m ¡j 

8,88024321(22) 


Carga específica 

e/m e 

9,57883358(21) 

10 7 C • kg 1 

Massa molar 

M(p) 

1,007276466812(90) 

10 3 kg • mol 

Comprimento de onda de Compton, h/m p c 

^ c,p 

1,32140985623(94) 

10 -15 m 

2e c , p /27t 


2,1030891047(15) 

10 -16 m 

Momento magnético 

Pp 

1,410606743(33) 

10“ 26 J • T _1 

em magnétons de Bohr 

Pp/PB 

1,521032210(12) 

10“ 3 

em magnétons nucleares 

Pp/gN 

2,792847356(23) 


Corregáo da blindagem diamagnética para 
prótons 




(amostra esférica de H 2 O a 25°C), 1 - p' p /p p 

^H 2 o 

25,694(14) 

10” 6 

Momento do próton blindado 

Pp 

1,410570499(35) 

10” 26 J • T' 1 

(amostra esférica de H 2 O a 25°C) 




em magnétons de Bohr 

Pp/pe 

1,521032210(12) 

10“ 3 

em magnétons nucleares 

Pp/P/V 

2,792847356(23) 



Razáo giromagnética 

Vp 

2,675222005(63) 

10 8 s _1 • T -1 


Yp/2 n 

42,5774806(10) 

MHz • T 1 

sem corregáo 

Yp 

2,675153268(66) 

10 8 s 1 • T" 1 

(amostra esférica de H 2 O a 25°C) 

Y p '/2ji 

42,5763866(10) 

MHz • T" 1 

Néutron 




Massa 

m n 

1,674927351(74) 

10 -27 kg 



1,00866491600(43) 

u 

em elétrons-volts, m n c 2 / {e} 


939,565379(21) 

MeV 

Razáo entre a massa do néutron e a massa do 

elétron 

m n /m e 

1838,6836605(11) 


Razáo entre a massa do néutron e a massa do 
próton 

m n /m p 

1,00137841917(45) 


Massa molar 

M(n) 

1,00866491600(43) 

10 -3 kg • mol 

Comprimento de onda de Compton, h/m n c 

^ c,n 

1,3195909068(11) 

10“ 15 m 

hc,n/n 

X 

2,1001941568(17) 

10“ 16 m 

Momento magnético 

Mf? 

-0,96623647(23) 

10“ 26 J • T _1 

em magnétons de Bohr 

lVl¿8 

-1,04187563(25) 

10 -3 

em magnétons nucleares 


-1,91304272(45) 


Razáo entre 0 momento magnético no néutron 
e 0 momento magnético do elétron 

|Vge 

1,04066882(25) 

1(T 3 

Razáo entre 0 momento magnético do néutron 
e 0 momento magnético do próton 

|VlV> 

-0,68497934(16) 


Déuteron 




Massa 

M d 

3,34358348(15) 

O 

O 

ctq 



2,013553212712(77) 

u 

em elétrons-volts, rridC 2 / {e} 


1875,612859(41) 

MeV 

Razáo entre a massa do déuteron e a massa do 

elétron 

nid/m e 

3670,4829652(15) 


Razáo entre a massa do déuteron e a massa do 
próton 

nid/nip 

1,99900750097(18) 



Massa molar 

M(d) 

2,013553212712(77) 

10 3 kg • mol 1 

Momento magnético 

Fe/ 

0,433073489(10) 

10“ 26 J • T -1 

em magnétons de Bohr 

Fe/ 

0,4669754556(39) 

10 -3 

em magnétons nucleares 

Fc/Fb 

0,8574382308(72) 


Razáo entre o momento magnético do 
déuteron e o momento magnético do elétron 

Fc//Fe 

0,4664345537(39) 

10” 3 

Razáo entre o momento magnético do 
déuteron e o momento magnético do próton 

Fc//Fp 

0,3070122070(24) 


Partícula alfa 




Massa 

Mq 

6,66465675(29) 

O 

O 

ctq 

em elétrons-volts 


3727,379240(82) 

MeV 

Constantes físico-químicas 




Constante de Avogadro 

N a ,L 

6,02214129(27) 

10 23 mol -1 

Constante de massa atómica, m (12 C)/12 

m u 

1,660538921(73) 

10 -27 kg 

em elétrons-volts, m u c 2 / {e} 


931,494061(21) 

MeV 

Constante de Faraday 

F 

96485,3365(21) 

C • moF 1 

Constante de Planck molar 

N A h 

3,9903127176(28) 

10 -10 J • s • mol -1 


NAhc 

0,119626565779(84) 

J • m • mol _1 

Constante dos gases perfeitos 

R 

8,3144621(75) 

J • mol _1 • K _1 

Constante de Boltzmann, R/Na 

k 

1,3806488(13) 

10" 23 J • K _1 

em elétrons-volts, k! {e} 


8,6173324(78) 

o 

i 

O) 

< 

1 

em hertz, kyh 


2,0836618(19) 

o 

o 

N 

1 

em números de onda, kyhc 


69,503476(63) 

m _1 K _1 

Volume molar (gás ideal), 




RT/p (a 273,15 K, 101,325 Pa) 

v m 

22,413968(20) 

10 -3 m -3 • moP 1 

Constante de Loschmidt, A^/Fm 

n 0 

2,6867805(24) 

10 25 m" 3 

Constante de Stefan-Boltzmann, 

a 

5,670373(21) 

10“ s W • m -2 • K“ 4 


2 


4 3 2 


(ti / 60 )k !h c 


Primeira constante de radiagáo, 2nhc 2 

ci 

3,74177153(17) 

10" 16 W • m 2 

Segunda constante de radiagáo, hc/k 

C2 

1,4387770(13) 

10“ 2 m- K 

Constante da lei de deslocamento de Wein, 




k max T= c 2 /4,96511423... 

b 

2,8977721(26) 

10“ 3 m- K 

Unidades e fatores de conversáo 




Elétron-volt, ( e/C)J= {e}J 

eV 

1,602176565(35) 

10" 19 J 

Unidade de massa atómica (unificada), 

u 

1,660538921(73) 

10 -27 kg 

m u = mC 2 C)/12 




Atmosfera padráo 

atm 

101,325 

Pa 

Acelerado da gravidade padráo 

gn 

9,80665 

m • s “ 2 


APÉNDICE E 


lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll 

Fatores de Conversáo 


Os fatores de conversáo foram escritos na forma de equagóes para simplificar a notagáo; as relagóes assinaladas com um 
asterisco sao exatas. 

Comprimento 

1 km = 0,6215 mi 
1 mi = 1,609 km 

1 m = 1,0936 yd = 3,281 ft« 39,37 in 

* 1 in = 254 cm 

* 1 ft =12 in = 30,48 cm 
*1 yd = 3 ft = 91,44 cm 

1 ano-luz = 9,467 x 10 15 m 
*1 Á = 0,1 nm 

Área 

* 1 nr = 10 4 cm 2 

1 km 2 = 0,3861 mi 2 = 247,1 acres 
1 hectare = 10 4 m 2 = 2,471 acres 
*1 in 2 = 6,4516 cm 2 
1 ft 2 = 9,29 x 10~ 2 m 2 
1 m 2 = 10,76 ft 2 
*1 acre = 43,560 ft 2 
1 mi 2 = 640 acres = 2,590 km 2 

Volume 

*lm 3 
*1 L = 

1 gal 
1 gal 
1 in 3 
lft 3 

Tempo 

*1 h = 60 min = 3,6 ks 
*1 d = 24 h = 1440 min = 86,4 ks 
1 ano = 365,24 d = 31,56 Ms 

Velocidade 

1 km/h = 0,2778 m/s = 0,6215 m/h 


= 10 6 cm 3 

= 1000 cm 3 = 10“ 3 m 3 
= 3,786 L 

: 4 qt = 8 pt = 128 oz = 231 in 3 
= 16,39 cm 3 

= 1728 in 3 = 28,32 L = 2,83 2 x 10 4 cm 3 


1 mi/h = 0,4470 m/s = 1,609 km/h 
1 mi/h = 1,467 ft/s 

Ángulo e velocidade angular 

*7i rad = 180° 

1 rad = 57,30° 

1°= 1,745 x 10 22 rad 
1 rev/min = 0,1047 rad/s 
1 rad/s = 9,549 rev/min 

Massa 

*1 kg = 1000 g 

*1 tonelada = 1000 kg = 1 Mg 
lu = 1,6606 x 10 227 kg 
1 kg = 6,022 x 10 26 u 
1 slug = 14,59 kg 
1 kg = 6,852 x 10 22 slug 
lu = 931,50 MeV/c 2 

Massa específica 

*1 g/cm 3 = 1000 kg/m 3 = 1 kg/L 
(1 g/cm 3 )g = 62,4 lb/ft 3 

For^a 

1 N = 0,2248 Ib = 10 5 dyn 
1 ib - 4,4482 N 
(1 kg)g = 2,2046 Ib 

Pressáo 

* 1 Pa = 1 N/m 2 

*1 atm = 101,325 kPa = 1,01325 bars 
1 atm = 14,7 lb/in 2 = 760 ínmHg 
= 29,9 inHg = 33,8 ftH 2 0 
1 lb/in 2 = 6,895 kPa 
1 torr = 1 ínmHg = 133,32 Pa 
1 bar =100 kPa 

Energía 

*1 kW • h = 3,6 MJ 
*1 cal = 4,1840 J 

1 ft • Ib = 1,356 J = 1,286 x 10“ 3 Btu 
*1 L • atm = 101,325 J 
1 L • atm = 24,217 cal 
1 Btu = 778 ft • Ib = 252 cal = 1054,35 J 
leV= 1,602 x 10~ 19 J 
1 u • c 2 = 931,50 MeV 
*1 erg = 10“ 7 J 

Potencia 

1 horsepower = 550 ft • lb/s = 745,7 W 
1 Btu/min= 17,58 W 
1 W = 1,341 x 10 -3 horsepower 
= 0,7376 ft • lb/s 
1 W = 1 J/s 

Campo magnético 

*1 G= 10“ 4 T 


4 



*1 T = 10 G 


Condutividade térmica 

1 W/m • K = 6,938 Btu • in/h • ft 2 • F° 

1 Btu • inyh • ft 2 • F° = 0,1441 Wym • K 



i APÉNDICE F 


iiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiii 


Ganhadores do Prémio Nobel de Física 


Além dos ganhadores do Prémio Nobel de Física, foram incluidos na lista a seguir, com um (Q) após o nome, alguns 
ganhadores do Prémio Nobel de Química cujo trabalho está intimamente relacionado á física. (A Academia Real Sueca de 
Ciéncias, que concede os prémios, quase sempre considerou a descoberta de novos elementos um trabalho de química e nao de 
física.) 


Ano 

Nome 


Razáo para o Prémio 

1901 

Wilhelm Konrad 
Roentgen 

1845-1923 

Descoberta dos raios X 

1902 

Hendrik Antoon 

1853-1928 

Pesquisa da influéncia do magnetismo nos fenómenos de 


Lorentz 

1865-1943 

radiagáo 


Pieter Zeeman 



1903 

Antoine Henri 

1852-1908 

Descoberta da radioatividade espontánea 


Bequerel 

1859-1906 

Pesquisa dos fenómenos de radiagáo descobertos pelo Prof. 


Pierre Curie 

1867-1934 

Becquerel 


Marie 

Sklowdowska-Curie 



1904 

Lord Rayleigh 

1842-1919 

Investigagáo da densidade dos gases mais importantes e 
descoberta do argónio 


(John William 

Strutt) 

1851-1939 

Descoberta de gases inertes no ar e determinagáo de sua 
posigáo no sistema periódico 


Sir William Ramsay 

(Q) 



1905 

Philipp Eduard 

Antón von Lenard 

1862-1947 

Pesquisa dos raios catódicos 

1906 

Joseph John 

1856-1940 

Investigagóes teóricas e experimentáis da condugáo da 


Thomson 


eletricidade por gases 




1907 

Albert Abraham 

1852-1931 

Constriño de instrumentos óticos de precisáo e seu uso em 


Michelson 


investigadas metrológicas 

1908 

Gabriel Lippman 

1845-1921 

Invendo de um método de reprodudo fotográfica de cores 
com base em fenómenos de interferencia 


Emest Rutherford 

(Q) 

1871-1937 

Investigado da desintegrado dos elementos e da química das 
substancias radioativas 

1909 

Guglielmo Marconi 

1874-1937 

Contribuido para o desenvolvimento da telegrafía sem fio 


Cari Ferdinand 

Braun 

1850-1918 


1910 

Johannes Diderik 

van der Waals 

1837-1923 

Estudo das equagoes de estado de gases e líquidos 

1911 

Wilhelm Wien 

1864-1928 

Descobertas com relado as leis que govemam a irradiado de 
calor 


Marie Curie (Q) 

1867-1934 

Contribuidos para o progresso da química pela descoberta 
dos elementos rádio e polónio e pelo isolamento do rádio e o 
estudo de sua natureza e seus compostos 

1912 

Nils Gustaf Dalén 

1869-1937 

Invendo de reguladores automáticos para serem usados, 
juntamente com acumuladores de gás, ñas fontes luminosas 
de faróis e boias 

1913 

Heike Kamerlingh 

1853-1926 

Investigado das propriedades da matéria em baixas 


Onnes 


temperaturas, que levou, entre outras coisas, á produdo de 
hélio líquido 

1914 

Max von Laue 

1879-1960 

Descoberta da difragáo dos raios X em cristais 

1915 

Sir William Henry 
Bragg 

1862-1942 

Análise da estrutura dos cristais usando raios X 



1890-1971 



William Lawrence 
Bragg 



1917 

Charles Glover 

Barkla 

1877-1944 

Descoberta dos raios X característicos dos elementos 

1918 

Max Planck 

1858-1947 

Descoberta dos quanta de energía 

1919 

Johannes Stark 

1874-1957 

Descoberta do efeito Doppler em raios canais e do 
desdobramento das linhas espectrais em campos elétricos 

1920 

Charles-Édouard 

1861-1938 

Servidos prestados ás medidas de precisáo na física pela 


Guillaume 


descoberta de anomalías ñas ligas de ago-níquel 

1921 

Albert Einstein 

1879-1955 

Servidos prestados á Física Teórica e especialmente a 


descoberta da lei do efeito fotelétrico 


1922 

1923 

1924 

1925 

1926 

1927 

1928 

1929 

1930 

1932 

1933 

1934 

1936 


Frederick Soddy (Q) 

1877-1956 

Contribuyes para o conhecimento da química das 
substancias radioativas e investigado da origem e natureza 
dos isótopos 

Neils Bohr 

Francis W. Aston 

(Q) 

1885-1962 

1877-1945 

Investigado da estrutura dos átomos e da radiado produzida 
pelos átomos 

Descoberta, com o auxilio do espectrógrafo de massa 
construido por ele próprio, dos isótopos de um grande número 
de elementos nao radioativos, e formulado da regra dos 
números inteiros 

Robert Andrews 

Millikan 

1868-1953 

Estudos da carga elementar de eletricidade e do efeito 
fotelétrico 

Karl Manne Georg 
Siegbahn 

1886-1978 

Descobertas e pesquisas no campo da espectroscopia de raios 
X 

James Franck 

Gustav Hertz 

1882-1964 

1887-1975 

Descoberta das leis que govemam o impacto de um elétron 
em um átomo 

Jean-Baptiste Perrin 

1870-1942 

Estudo da estrutura descontinua da matéria e especialmente a 
descoberta do equilibrio de sedimentado 

Arthur Holly 

Compton 

Charles Thomson 

Rees Wilson 

1892-1962 

1869-1959 

Descoberta do efeito que recebeu o seu nome 

Invendo de um método para tomar visíveis as trajetórias de 
partículas eletricamente carregadas pela condensado de 
vapor 

Owen Willans 

Richardson 

1879-1959 

Estudo de fenómenos termiónicos e especialmente a 
descoberta da lei que recebeu o seu nome 

Prince Louis-Víctor 
de Broglie 

1892-1987 

Descoberta da natureza ondulatoria do elétron 

Sir Chandrasekhara 

V. Raman 

1888-1970 

Investigado do espalhamento da luz e descoberta do efeito 
que recebeu o seu nome 

Wemer Karl 

Heisenberg 

1901-1976 

Criado da mecánica quántica, cuja aplicado, entre outras 
coisas, levou á descoberta das formas alotrópicas do 
hidrogénio 

Erwin Schródinger 

Paul Adrien 

Maurice Dirac 

1887-1961 

1902-1984 

Descoberta de novas formas produtivas da teoría atómica 

Harold Clayton 
Urey(Q) 

1893-1991 

Descoberta do hidrogénio pesado 

Víctor Franz Hess 

1883-1964 

Descoberta da radiado cósmica 


1937 

1938 

1939 

1943 

1944 

1945 

1946 

1947 

1948 

1949 

1950 

1951 


Cari David 1905-1991 

Anderson 

1884-1966 

Peter Debye (Q) 


Clinton Joseph 
Davisson 

George Paget 
Thomson 


Enrico Fermi 


1881-1958 

1892-1975 


1901-1954 


Emest Orlando 1901-1958 

Lawrence 


Otto Stem 


1888-1969 


Isidor Issac Rabi 1898-1988 

OttoHahn(Q) 1879-1968 

Wolfgang Pauli 1900-1958 

Percy Williams 1882-1961 

Bridgman 


Sir Edward Victor 1892-1965 

Appleton 


Patrick Maynard 1897-1974 

Stuart Blackett 


Hideki Yukawa 1907-1981 


Cecil Frank Powell 1903-1969 


Sir John Douglas 1897-1967 

Cockcroft 

1903-1995 

Emest Thomas 

SintonWalton 1907-1991 


Descoberta do positrón 

Contribuyes para o conhecimento da estmtura molecular 
através da investigado de momentos dipolares e da difragáo 
de raios X e elétrons em gases 


Observado experimental da difragáo de elétrons em cristais 


Demonstrado da existencia de novos elementos radioativos 
produzidos pela irradiado com néutrons e descoberta de 
reagoes nucleares produzidas por néutrons lentos 


Invendo e desenvolvimento do ciclotrón e resultados obtidos 
com o instmmento, especialmente com relado a elementos 
radioativos artificiáis 


Contribuigoes para o desenvolvimento do método dos raios 
moleculares e descoberta do momento magnético do próton 


Invendo do método da ressonáncia para investigar as 
propriedades magnéticas dos núcleos atómicos 

Descoberta da fissáo de núcleos pesados 


Descoberta do Principio de Exclusáo, também conhecido 
como Principio de Pauli 


Invendo de um aparelho para produzir pressoes 
extremamente elevadas e descobertas no campo da física de 
altas pressoes 


Investigado da física da atmosfera superior e especialmente a 
descoberta da camada que recebeu o seu nome 

Aperfeigoamento do método da cámara de nuvens de Wilson 
e consequentes descobertas nos campos da física nuclear e 
radiagáo cósmica 


Previsáo da existencia dos mésons com base em estudos 
teóricos das forgas nucleares 


Aperfeigoamento do método fotográfico para estudar 
processos nucleares e consequentes descobertas com relagáo 
aos mésons 


Trabalho pioneiro na transmutagáo de núcleos atómicos por 
partículas atómicas artificialmente aceleradas 

Descobertas no campo da química dos elementos 
transuránicos 


Edwin Mattison 
McMillan (Q) 


1912-1999 



Glenn Theodore 
Seaborg (Q) 



1952 

Félix Bloch 

1905-1983 

Desenvolvimento de novos métodos para medir momentos 
magnéticos nucleares com precisáo e consequentes 


Edward Mills 

Purcell 

1912-1997 

descobertas 

1953 

Frits Zemike 

1888-1966 

Demonstrado do método de contraste de fase e 
especialmente a invenido do microscopio de contraste de fase 

1954 

Max Bom 

1882-1970 

Pesquisas fundamentáis no campo da mecánica quántica e 
especialmente a interpretado estatística da fundo de onda 


Walther Wilhelm 

Georg Bothe 

1891-1957 

Invendo do método da coincidencia e consequentes 
descobertas 

1955 

Willis Eugene Lamb 

1913-2008 

Descobertas com relado á estrutura fina do espectro do 


Jr. 

1911-1993 

hidrogénio 


Polykarp Kusch 


Determinado precisa do momento magnético do elétron 

1956 

William Shockley 

1910-1989 

Investigado dos semicondutores e descoberta do efeito 
transistor 


John Bardeen 

1908-1991 



Walter Houser 

Brattain 

1902-1987 


1957 

Chen Ning Yang 

b. 1922 

Investigado das leis da paridade, que levou a descobertas 
importantes com relado as partículas elementares 


Tsung Dao Lee 

b. 1926 


1958 

Pavel Alekseyevich 

1904-1990 

Descoberta e interpretado do efeito Cerenkov 


Cherenkov 

1908-1990 



Ilya Mikhaylovich 
Frank 

1895-1971 



Igor Yevgenyevich 
Tamm 



1959 

Emilio Gino Segré 

1905-1989 

Descoberta do antipróton 


Owen Chamberlain 

1920-2006 


1960 

Donald Arthur 

b. 1926-2013 

Invendo da cámara de bolhas 


Glaser 

1908-1980 

Uso do 14C para determinar a idade de amostras em vários 


Willard Frank Libby 

(Q) 


ramos da ciencia 


1961 

Robert Hofstadter 

1915-1990 


Rudolf Ludwig 
Móssbauer 

b. 1929-201 

1962 

Lev Davidovich 

Landau 

1908-1968 

1963 

Eugene Paul Wigner 

1902-1995 


María Goeppert 

Mayer 

1906-1972 



1907-1973 


Johannes Hans 

Daniel Jensen 


1964 

Charles Hard 

b. 1915- 


Townes 

1922-2001 


Nikolai 

Gennadiyevich 

Basov 

1916-2002 


Alexander 

Mikhailovich 

Prokhorov 


1965 

Shin’ichiro 

1906-1979 


Tomonaga 

1918-1994 


Julián Schwinger 

1918-1988 


Richard Philips 
Feynman 


1966 

Alfred Kastler 

1902-1984 

1967 

Hans Albrecht 

Bethe 

1906-2005 

1968 

Luis Walter Alvarez 

1911-1988 


1969 

Murray Gell-Mann 

b. 1929- 

1970 

Hannes Olof Gósta 

1908-1995 


Alfvén 


Estudos pioneiros do espalhamento de elétrons por núcleos 
atómicos e consequentes descobertas a respeito da estrutura 
dos núcleons 

Pesquisas relativas á absorgáo ressonante de raios y e 
consequente descoberta do efeito que recebeu o seu nome 

Estudos pioneiros de física da matéria condensada, realizados 
especialmente em hélio líquido 

Contribuigóes para a teoría do núcleo atómico e das partículas 
elementares, particularmente através da descoberta e 
aplicagáo de principios fundamentáis de simetría 

Descobertas com relagáo á estrutura de camadas dos núcleos 


Trabalhos fundamentáis no campo da eletrónica quántica, que 
levaram á construgáo de osciladores e amplificadores com 
base no efeito maserlaser 


Trabalhos fundamentáis no campo da eletrodinámica 
quántica, com profundas consequéncias para a física das 
partículas elementares 


Descoberta e aperfeigoamento de métodos óticos para estudar 
a ressonáncia hertziana em átomos 

Contribuigóes para a teoría das reagóes nucleares, 
especialmente suas descobertas com relagáo á produgáo de 
energía ñas estrelas 

Contribuigóes para a física das partículas elementares, em 
particular a descoberta de um grande número de estados 
ressonantes, que se tomou possível pelo aperfeigoamento de 
técnicas de uso da cámara de bolhas de hidrogénio e de 
análise de dados 

Contribuigóes e descobertas relativas á classificagáo de 
partículas elementares e suas interagoes 

Trabalhos fundamentáis e descobertas relativas á magneto- 
hidrodinámica, com aplicagóes em diferentes ramos da física 


1904-2000 


dos plasmas 



Louis-Eugéne-F élix 
Néel 


1971 

Dennis Gabor 

1900-1979 

1972 

John Bardeen 

1908-1991 


León Neil Cooper 

b. 1930- 


John Robert 

Schrieffer 

b. 1931- 

1973 

Leo Esaki 

b. 1925- 


Ivar Giaever 

b. 1929- 


Brian David 

Josephson 

b. 1940- 

1974 

Antony Hewish 

b. 1924- 


Sir Martin Ryle 

1918-1984 

1975 

Aage Bohr 

1922-2009 


Benjamín Roy 

b. 1926- 


Mottleson 

1917-1986 


Leo James 

Rainwater 


1976 

Burton Richter 

b. 1931- 


Samuel Chao Chung 
Ting 

b. 1936- 

1977 

Philip Warren 

1923- 


Anderson 

1905-1996 


Sir Nevill Francis 

Mott 

1899-1980 


John Hasbrouck 

Van Vleck 


1978 

Pyotr Leonidovich 
Kapitsa 

1894-1984 



1933- 


Amo Alian Penzias 



1936- 


Trabalhos fundamentáis e descobertas relativas ao 
antiferromagnetismo e ao ferrimagnetismo, que levaram a 
importantes aplicares na física do estado sólido 

Invengáo e aperfei^oamento do método holográfico 

Criagáo da teoria da supercondutividade conhecida como 
teoría BCS 


Descoberta do tunelamento em semicondutores 

Descoberta do tunelamento em supercondutores 

Previsóes teóricas das propriedades de urna supercorrente de 
tunelamento, em particular os fenómenos conhecidos como 
efeitos Josephson 

Descoberta dos pulsares 

Observares e invengoes no campo da radioastronomía 

Descoberta da ligagáo entre o movimento coletivo e o 
movimento de partículas no núcleo atómico e a criagáo de 
urna teoria da estrutura do núcleo atómico com base nessa 
liga^áo 


Trabalho pioneiro na descoberta de urna partícula elementar 
pesada de um novo tipo 


Investigares teóricas da estrutura eletrónica em sistemas 
magnéticos e desordenados 


Invenres e descobertas na área da física de baixa 
temperatura 

Descoberta da radiasáo cósmica de fundo 


Robert Woodrow 
Wilson 


1979 

Sheldon Lee 

1932- 


Glashow 

1926-1996 


Abdus Salam 

1933- 


Steven Weinberg 


1980 

James Watson 

1931— 


Cronin 

1923- 


Val Logsdon Fitch 


1981 

Nicolaas 

1920- 


Bloembergen 

1921-1999 


Arthur Leonard 

Schawlow 

1918-2007 


Kai Manne 

Seigbahn 


1982 

Kenneth Geddes 

Wilson 

1936- 

1983 

Subrahmanyan 

1910-1995 


Chandrasekhar 

1911-1995 


William Alfred 

Fowler 


1984 

Cario Rubbia 

1934- 


Simón van der Meer 

1925-2011 

1985 

Klaus von Klitzing 

1943- 

1986 

Emst Ruska 

1906-1988 


Gerd Binnig 

1947- 


Heinrich Rohrer 

1933- 

1987 

Johannes Georg 

1950- 


Bednorz 

1927- 


Karl Alexander 

Müller 


1988 

León Max 

1922- 


Lederman 

1932-2006 


Melvin Schwartz 

b. 1921 


Jack Steinberger 



Contribuigóes para a teoría unificada das interagóes fraca e 
eletromagnética, incluindo, entre outras coisas, a previsáo da 
corrente neutra fraca 


Descoberta da violagáo de principios fundamentáis de 
simetría no decaimento de mésons K neutros 


Contribuyes para o aperfeigoamento da espectroscopia a 
láser 

Contribuyo para o aperfeigoamento da espectroscopia 
eletrónica de alta resolugáo 


Criagáo de urna teoría para os fenómenos críticos associados 
a transformagóes de fase 

Estudos teóricos de processos físicos importantes para a 
estrutura e evolugáo das estrelas 

Estudos teóricos e experimentáis de reagóes nucleares 
importantes para a formagáo dos elementos químicos 

Contribuigoes para o grande projeto que levou á descoberta 
das partículas de campo W e Z, mediadoras da interagáo fraca 


Descoberta do efeito Hall quantizado 

Trabalhos fundamentáis no campo da ótica eletrónica e 
invengáo do microscópio eletrónico 

Invengáo do microscópio de tunelamento 


Descoberta da supercondutividade em materiais cerámicos 


Criagáo do método dos feixes de neutrinos e descoberta do 
neutrino do múon 


1989 


Invengáo da armadilha de íons 


Hans Georg 1922- 

Dehmelt 

1913-1993 

Wolfgang Paul 

1915-2011 

Norman Foster 
Ramsey 

1990 Jerome Isaac 
Friedman 

Henry Way Kendall 

Richard Edward 
Taylor 

1991 Pierre-Gilles de 1932-2007 

Gennes 


1992 Georges Charpak 1924-2010 


1993 

Joseph Hooton 

Taylor, Jr. 

b. 1941 



b. 1950 


Russell Alan Hulse 


1994 

Bertram Neville 

1918-2003 


Brockhouse 

1915-2001 


Clifford Glenwood 

Shull 


1995 

Martin Perl 

1927- 


Frederick Reines 

1918-1998 

1996 

David Lee 

1931— 


Douglas Osheroff 

1945- 


Robert Richardson 

1937- 

1997 

Steven Chu 

1948- 


Claude Cohen- 

1933- 


Tannoudji 

1948- 


William Phillips 


1998 

Robert Betts 

Laughlin 

1950- 


1930- 

1926-1999 

1929- 


Invengáo do método dos campos oscilantes separados e seu 
uso no maser de hidrogénio e outros relógios atómicos 


Investigagoes pioneiras do espalhamento inelástico profundo 
de elétrons por prótons e néutrons ligados, que foram de 
importancia primordial para o desenvolvimento do modelo 
dos quarks 


Descoberta de que métodos criados para estudar fenómenos 
de ordem em sistemas simples podem ser generalizados para 
formas mais complexas de matéria, em particular para cristais 
líquidos e polímeros 


Invengáo e aperfeigoamento de detectores de partículas, 
especialmente contadores proporcionáis multifilamentares 


Descoberta dos pulsares binários 


Contribuigóes pioneiras para a criagáo de técnicas de 
espalhamento de néutrons para estudos da matéria 
condensada 


Descoberta do táuon 
Descoberta do neutrino 

Descoberta da fase superfluida do 3He 


Criagáo de técnicas para resfriar átomos a temperaturas da 
ordem de milionésimos de kelvin e aprisioná-los com luz de 
láser 


Descoberta de urna nova forma de fluido quántico com 
excitagoes de carga fracionária 




1949- 



Horst Ludwig 

Stórmer 

1939- 



Daniel Chee Tsui 



1999 

Gerardus’t Hooft 

1946- 

Elucidagáo da estrutura quántica das interagoes eletrofracas 


Martinus Justinus 

1931- 



Godefriedus 

Veltman 



2000 

Zhores Ivanovich 

1930- 

Contribuyes importantes para a tecnologia da informagáo 


Alferov 

1928- 

Invengáo do circuito integrado 


Herbert Kroemer 

1923-2005 



Jack St. Clair Kilby 



2001 

Eric Allin Comell 

1961— 

Criagáo do condensado de Bose-Einstein em gases diluidos 
de átomos de metáis alcalinos e estudos fundamentáis das 


Wolfgang Ketterle 

1957- 

propriedades dos condensados 


Cari Edwin Wieman 

1951— 


2002 

Raymond Davis, Jr. 

1914-2006 

Contribuyes pioneiras para a astrofísica, em particular a 
detec 9 áo de neutrinos cósmicos 


Masatoshi Koshiba 

1926- 

Contribuyes pioneiras para a astrofísica, que levaram á 


Riccardo Giacconi 

1931— 

descoberta de fontes cósmicas de raios X 

2003 

Alexei Alexeyevich 

1928- 

Contribuyes importantes para a teoría dos supercondutores e 


Abrikosov 

1916-2009 

superfluidos 


Vitaly Lazarevich 
Ginzburg 

1938- 



Anthony James 

Leggett 



2004 

David Jonathan 

1941— 

Descoberta da liberdade assintótica na teoría da intera 9 áo 


Gross 

1949- 

forte 


Hugh David Politzer 

1951— 



Frank Wilczek 



2005 

Roy Jay Glauber 

1925- 

Contribuyo para a teoría quántica da coeréncia ótica 


John Lewis Hall 

1934- 

Cria 9 áo da espectroscopia de precisáo a láser, incluindo a 
técnica do pente de frequéncias óticas 


Theodor Wolfgang 
Hánsch 

1941- 



2006 

John Cromwell 

1946- 

Descoberta da forma de corpo negro e anisotropia da radiagáo 


Mather 

1945- 

cósmica de fundo 


George Fitzgerald 
Smoot III 



2007 

Albert Fert 

1938- 

Descoberta da Magnetorresisténcia Gigante 


Peter Grünberg 

1939- 


2008 

Yoichiro Nambu 

1921— 

Descoberta da quebra espontánea de simetria na física 
subatómica 


Makoto Kobayashi 

1944- 

Descoberta da origem da quebra de simetria que prevé a 


Toshihide Maskawa 

1940- 

existencia de pelo menos tres familias de quarks na natureza 

2009 

Charles Kuen Kao 

1933- 

Contribuyes fundamentáis para o desenvolvimento da 
transmissáo de luz em fibras para comunica 9 Óes óticas 


Willard Sterling 

1924- 



Boyle 

1930- 

Invengáo do CCD, um sensor de imagem semicondutor 


George Elwood 

Smith 



2010 

Andre Geim 

1958- 

Experimentos pioneiros com o material bidimensional 
grafeno 


Konstantin 

Novoselov 

1974- 


2011 

Saúl Perlmutter 

1959- 

Descoberta da expansáo acelerada do universo a partir da 
observado de supemovas distantes 


Brian Paul Schmidt 

1967- 



Adam G. Riess 

1969- 


2012 

Serge Haroche 

1944- 

Desenvolvimento de métodos experimentáis inovadores que 
permitem a medido e manipulado de sistemas quánticos 


David Wineland 

1944- 

isolados 


i RESPOSTAS DE ALGUNS PROBLEMAS 




Quase todos os resultados foram arredondados para tres algarismos significativos. As diferencias no terceiro algarismo 
significativo podem ser causadas pelo arredondamento e nao sao importantes. 


Capítulo 1 1-1. 

(a) 4,4 x io 8 m/s; (b) Nao, já que a sonda estaría se movendo mais 
depressa que a luz em relagáo a Hoth. 

1-5. 

(a) Em t = 2 s, um círculo luminoso correspondente ao reflexo do pulso em um 
círculo máximo perpendicular á diregáo do movimento do éter. 

(b) Em t = 2 s, todo o interior da esfera estaría iluminado. 

1-9. 

Aí« 4,63 x 10" 13 s. 

1-13. 

(a) 3,76 x 10 " 5 s;(b) 2,0 x 10 25 s. 

1-17. 

(b) Um intervalo de tempo de 10 s pelo relógio do foguete corresponde a um 
intervalo de 6 s pelo relógio do laboratorio. 

1-21. 

0,14 c 

1-25. 

0,527 c 

1-29. 

(a) Em S': V' = 16 m 3 ; em S: V= 12,2 m 3 . 

1-33. 

(a) 657,0 nm; (b) 662,9 nm; (c) 725,6 nm. 

1-37. 

3,0 m 

1-42. 

9,6 ms 

1-46. 

(b) v = 1,44 x 10 8 m/s; (c) 4,39 ps; (d) 4,39 ps. 

1-50. 

(a) v= 0,5 c no sentido negativo do eixo x; 

(b) 1,7 ano; (c) 0,866 ano-luz; (d) do tipo espacial; (e) 0,866 ano-luz. 

1-54. 

0' = 0,494 Vy/c 

1-58. 

(a) 120 min; (b) 240 min; (c) as tabelas sao iguais. 


2 


2 


Capítulo 2 


1-62. 

(b)4 vL/(c - v) 

Capítulo 2 2-5. 

1,1 x 10~ 16 kg; a massa aumenta 

2-9. 

(a) 0,99998898 C; (b) 3,94 x 10 4 GeVy C; (c) 1,68 x 10 7 GeV; 21,68 x 10 7 GeV/c 

2-13. 

(a) 3,5 x 10 27 ■ (b) 0,0079 

2-17. 

6,26 MeV 

2-21. 

280 MeV 

2-29. 

u = 0,286 c;m= 1673 MeV/ c 2 

2-34. 

A opfao (c) é a correta. 

2-39. 

8,62 ms 

2-43. 

(a) 1,73 x 10 5 m/s; (b) 1,50 x 10 5 m/s; (c) 155 kg. 

2-51. 

(a) v = EyMc\ (b) Ax = ELyMc 2 

Capítulo 3 3-1. 

Prótons, 6,5 x 10~ 2 m; elétrons, 3,6 x 1CT 5 m; déuterons, 0,13 m; He + , 0,26 
m; H + 2 , 0,13 m 

3-5. 

(a) 2,2 mm; (b) 9,1 x 10 9 Hz; 1,1 x 10 - 10 s. 

3-13. 

2ti 5 /c 4 /15/7 3 C 2 ; 5,67 x 10 " 8 W/m 2 -K 4 

3-17. 

Por 16. 

3-21. 

278,3 K (5,3 °C). 

3-25. 

(a) 255 nm; (b) 1,4 x 10 ~ 4 

3-29. 

(a) 1,03 x 10 15 Hz; 291 nm; (b) na faixa do ultravioleta. 

3-33. 

4,14 x 10 “ 3 nm; 5,8% 

3-38. 

0,243 nm 

3-42. 

(a) Elétron: 0,00243 nm; próton: 1,32 fm; (b) elétron: 0,510 MeV; próton: 939 

MeV 

3-47. 

(a) 2,08 eV; (b) 4,95 x 10 14 Hz; (c) 4,19 x 10 “ 15 eVyHz. 

3-59. 

(a) 0,0309 nm; 0,1259 nm; (b) 9,90 keV. 


Capítulo 4 


Capítulo 4 4-1. 

Lyman: 91,16 nm; 3,29 x 10 15 Hz; Balmer: 364,6 nm; 0,82 x io 15 Hz; 

Paschen: 820,4 nm; 0,37 x io 15 Hz 

4-5. 

4103 nm 

4-9. 

45,5 fm; 29,5 fm; 19,0 fm 

4-13. 

(a) 1,91 nm; (b) 0,95 nm 

4-17. 

8,22 x 10 6 revolugoes 

4-25. 

(a) 19,0 |im; (b) 3,65 x 10 3 m/s; (c) vW^i ~ 0,002 

4-29. 

680 fm 

4-33. 

1,90 x 10 “ 8 Hz" 1/2 

4-37. 

10,2 V 

4-43. 

(a) 1,054 x 10 " 3 A; (b) 9,27 x 10 " 24 A-m 2 

4-47. 

(a) Lyman a: n = 6 —► r? = 3; Lyman P: n = 9 • n = 3; (b) AX = 0,056 nm. 

4-51. 

(b) loR 2 eos 2 (0/2). 

4-55. 

Para n= 1, E=-14,4ZeV; v= 0,0075 cZ m 

4-59. 

10; 1.042 

Capítulos 5-1. 

(a) 2,1 x 10“ 23 m; (b) 2,1 x 1(T 21 myano 

5-5. 

0,0276 nm 

5-9. 

(a) 0,445 fm; (b) 6,18 x 10 " 3 fm 

5-13. 

l = 0,523 nm; E k = 3,0 x 10 “ 3 eV 

5-17. 

(a) y(x, f) = 0,004 cos(0,2 X - 10 f) cos(7,8 X - 390 t); (b) 50 m/s; (c) 50 m/s; (d) Ax 
= 5tt m; A k = 0,4 m 1 

5-21. 

3,2 x 10 “ 5 s 

5-25. 

(a) A 2 dx\ (b) 0,61 A 2 dx; (c) 0,14 A 2 dx; (d) x = 0. 

5-29. 

1,99 x 10 “ 21 eV. 

5-33. 

(a) 5,3 x 10 “ 10 ; (b) 1,32 x 10 “ 7 eV. 

5-47. 

(a) 1840 MeV; (b) 2,02 fm; (c) 1,22 fm; (d) 0,76 fm. 


5-51. 

(a) 0,243 nm; (b) 0,5 11 MeV; (c) 0,5 11 MeV/ c; (d) 2,43 x 10 ~ 3 nm. 

5-55. 

1,2 x 10 “ 6 eV; 1,2 eV. 

Capítulo 6 6-9. 

(a) 0,021 eV; (b) 205 MeV. 

6-13. 

(a) Ax = 10 ~ 6 m; Ap = 10 -16 kg • m/s; (b) 9 x 10 11 

6-22. 

1,21 x 10 “ 7 N. 

6-26. 

0,87 nm 

6-30. 

(a) Ly2; (b) 0,320 L 2 

6-34. 

(x) = 0; kx 2 l = h/2mco 

6-38. 

(a) (4 /77 3 co 3 /7tti 3 ) 1/4 ; (b) (x) = 0; (c) (x 2 ) = 3h/2/77co; (d) (\/(x)) = 3ñoo/4. 

6-42. 

(a) 2,33 x 10 ” 34 J; (b) 2,1 x 10 “ 8 ; (c) 0,70 Hz 

6-47. 

(a) 4,3 x 10 “ 6 ; (b) 4,5 V 

6-51. 

(a) R = 0,111; 7 = 0,889; (b) R = 0,111; 7=0,889 

6-55. 

(E k ) = h 2 y2mL 2 

6-59. 

(a) 4,95 x 10 ~ 13 ;(b) 0,197 

6-63. 

(a) V=0,39 C- (c) 8,03 x 10 5 eV; (d) 3,76 x 10 5 eV 

Capítulo 7 7-1. 

11£ 0 , 12£ 0 e 14£ 0 ; o 1°, 2 o , 3 o e 5 o estados excitados sao degenerados. 

7-5. 

(b) 1,1,4 el, 2,2. 

7-9. 

(a) 0, 1, 2; (b) Para l = 0, m = 0; para i = 1, m = ±1, 0; para 1 = 2, m = ±2, ±1, 0; 
( c ) 18 

7-13. 

(a) 2h 2 ; (b) 6h 2 ; (c) 5h 2 ; (d) n = 3 

7-17. 

(a) n = 6, í = 3; (b) -0,38 eV; (c) 3,65 x 10’ 34 J • s; (d) ±3h, ±2h, ±h, 0. 

7-26. 

(a) 0,607 (1/ a 0 )ii/32ír (b) 0,368 (1/ a 0 ) 3 (32 ti); (c) 0,368/8a 0 

7-34. 

(a) 4; (b) 3 

7-47. 

Sn: 1 s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 1 4p 6 4d 10 5s 1 5p 2 



Nd: 1 s 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3QÍ 10 4s 2 4p 6 4d 10 5s 2 5p 6 4/ 4 6s 2 


Yb: ls 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 3d 10 4s 2 4p 6 4d 10 4f 14 5s 2 5p 6 6s 2 



7-51. 

(a) Si (silicio); (b) Ca (cálcio) 


7-55. 

Semelhante ao H: Li, Rb, Ag e Fr 

Semelhante ao He: Ca, Ti, Cd, Ba, Hg e Ra 


7-59. 

Transigoes permitidas: D5/2 — > P3/2, D3/2 —► ^3/2? ^3/2 ~ > P1/2 

Transigáo proibida: D5/2 • P1/2 


7-63. 

(a) 2,90 x 10 “ 6 eV; (b) 7,83 x 10 “ 4 nm; (c) 0,638 T 


7-67. 

(a) 1,67 x 10 6 m/s 2 ; (b) 1,95 cm 

Capítulo 8 

8-1. 

(a) 1930 m/s; (b) 1,01 *10 4 K 


8-5. 

(a) 3400 J; (b) Igual. Um mol de qualquer gás tem a mesma energia cinética total 
de translagáo á mesma temperatura. 


8-13. 

C v = P; C p = 2 P; y = 2 


8-17. 

(a) n 2 ln A ~ n 3 /n 1 ~ 0; (b) 19.760 K; (c) 0,7% 

Capítulo 9 

9-1. 

(a) 1 eV/molécula = 23,06 kcal/mol; (b) 98,5 kcal/mol; (c) 1,08 eV/molécula 


9-5. 

(a) -5,39 eV; (b) 4,83 eV; (c) 0,46 eV 


9-9. 

KBr: 0,19 eV; RbCl: 0,23 eV 


9-13. 

2,63 x 10 “ 29 C -m 


9-17. 

(a) 0,67 nm; (b) 55 nm 


9-21. 

1,78 x 10 ~ 4 eV 


9-25. 

(a) 18,6 u; (b) 0,280 nm 


9-30. 

0,04 x 10 " 5 eV 


9-34. 

~ 5,5 x 10 31 


9-38. 

1,28 x 10 16 s 21 . 


9-42. 

(a) 8,47 x 10 _5 radianos; (b) 5,08 x 10 _3 W/cm 2 


9-47. 

(a) E 3 = 1,44 x 10 3 eV; E 2 = 9,61 x 10 ” 4 eV; Ei = 4,79 x 10 ~ 4 eV; estados 
vibracionais (espagamento uniforme); (b) 0,215 nm 

9-51. 

480 N/m 

9-55. 

(a) 0,31 eV; (b) >4 = 8,9 x 10 ~ 14 eV • nm 20 ; n = 20 

9-59. 

(a) 4,58 x 10 ~ 48 kg • m 2 ; (b) 1,32 x 10 14 Hz 

Capitulólo 10-1. 

4,64 

10-5. 

4,09 eV/átomo 

10-9. 

4,18 

10-13. 

(a) 5,86 x 10 “ 2 cm“ 3 ; (b) 5,90 x 10 ~ 2 cm' 3 

10-17. 

1,87 eV 

10-21. 

Na: 34,2 nm; Au: 41,4 nm; Sn: 43,1 nm 

10-25. 

6,7 x 10 " 3 

10-29. 

(a) 0,37 eV; (b) 4300 K 

10-37. 

(a) 27,8 mV; (b) 212,0 mV 

10-41. 

206 Pb: 7,217 K; 207 Pb: 7,200 K; 208 Pb: 7,183 K 

10-45. 

(a) 0,95; (b) 0,71; (c) 0,32 

10-50. 

(c) 0,0055 

10-55. 

silicio: 3,17 nm; germánio: 8,46 nm 

10-59. 

(a) 1,28 x 10 13 Hz; (b) 23,4 mm 

Capítulo 11 11-9. 

(a) 6,46 MeV/núcleon; (b) 7,47 MeV/núcleon; (c) 8,77 MeV/núcleon 

11-13. 

(a) 2,70 fm; 3,53 fm; (b) 4,26 fm; 5,57 fm; (c) 6,34 fm; 8,30 fm 

11-17. 

(a) 5,21 h; (b) 3,11x10 6 átomos 

11-21. 

33,2 min 

11-25. 

A = 191; 8 = 272,2 

11-29. 

1,00 MeV 


11-33. 

93 keV 

11-37. 

789 MeV/ C 2 

11-41. 

36 S, 53 Mn, 82 Ge, 88 Sr, 93 Ru, 131 In, 145 Eu 

11-45. 

uSi, j = 0; ™CLJ = 3/2; ^Co ,j = 7/2; *Zr, 
j = 0; ^InJ = 9/2 

11-49. 

(a) 24,97 MeV; (b) 1,92 MeV 

11-53. 

224 MeV 

11-57. 

1,78 x 10 14 átomos/s 

11-61. 

(a) 8,78 x 10 12 J; (b) 145 anos 

11-65. 

1,90 x 10 9 anos 

11-69. 

(a) 10 -13 ; (b) 0,149 mg; (c) 2,15 x 10 4 anos 

11-77. 

(a) 5,06 x 10 “ 6 eV; (b) 4,71 x 10 " 2 eV; (c) 1,17 cm/s 

11-81. 

(a) 141 Ba: 6,24 x 10 " 15 m; 92 Kr: 5,42 x 10 ~ 15 m; (b) 249 MeV 

11-85. 

7,03 x 10 8 anos 

11-89. 

(b) 51,7 MeV; (c) 1,43 MeV; (d) 96,5 MeV 

11-97. 

(b) 8,66 x 10 4 

11-101. 

(a) 137%; (b) 0,00498 

Capítulo 12 12-1. 

(b) 139,6 MeV; (c) 8,88 fm 

12-5. 

(a) 1,711 MeV; (b) 78,5 eV; (c) 2,16 MeV/ c 

12-9. 

(a) fraca; (b) eletromagnética; (c) forte; (d) fraca 

12-13. 

m > 22 eV/c 2 

12-17. 

(a) As leis de conserva 9 áo da energia e do número leptónico sao violadas, (b) A lei 
de conservado da energia é violada, (c) A lei de conserva 9 áo do momento linear é 
violada, (d) Nenhuma lei de conserva 9 áo é violada, (e) A lei de conserva 9 áo do 
número leptónico é violada, (f) A lei de conserva 9 áo do número bariónico é 
violada. 

12-22. 

(a) A lei de conservado do número leptónico seria violada, (b) Permitido; 
intera 9 áo fraca. (c) Permitido; intera 9 áo fraca. (d) As leis de conservado do 


número bariónico e do momento angular sao violadas, (e) Permitido; interac^áo 
fraca. 


12-30. 

uuu 

12-34. 

0 decaimento violaría a lei de conservasáo da energia, já que a soma das energias 
de repouso do próton e do pión negativo, 938,3 1 139,6 = 1077,3 MeV, é maior 
que a energia de repouso do neutrón, 939,6 MeV. 

12-38. 

(a) cd; (b) c d 

12-42. 

(a) A lei de conservado da energia. (b) A lei de conservado do momento angular. 

(c) A lei de conservado do momento angular. 

12-46. 

(a) Os produtos fináis sao todos estáveis. (d) Nao, porque a energia de repouso dos 
produtos seria maior que a energia de repouso da partícula H°. 

12-51. 

(a) Nenhuma lei de conservado é violada, (b) As leis de conservado da energia e 
do número bariónico sao violadas, (c) Nenhuma lei de conservado é violada. 

12-55. 

(a) 1193 MeV; (b) 77 MeV/ c; (c) 2,66 MeV; (d) 74,3 MeV/ c e 74,3 MeV 

Capítulo 13 13-1. 

25,3 dias 

13-5. 

16,9 eV/ c 2 

13-9. 

17,0 pe 

13-13. 

(a) 9400 anos; (b) R e s treia = 1,96 R(, usando a Equado 13-4. 

13-17. 

(a) 3,40 x 10 9 anos-luz; (b) 10% 

13-22. 

Massa específica do universo no instante t= tp : 5,5 x 10 97 kg/m 3 ; massa 

específica do próton: 1,67 x 10 18 km/m 3 ; massa específica do osmio: 2,45 x 10 4 

kg/m 3 

13-31. 

8,33 x 10 56 núcleos de hidrogénio; 8,89 x 10 44 J; 1,7 x 10 10 anos 

13-35. 

Aproximadamente 0,001 “novos” átomos de hidrogénio por metro cúbico e por 
milháo de anos; nao. 

13-39. 

(b) 1,1 x 10 " 12 cm 3 ; (c) ~ 0,001/W o 


Alfabeto Grego 


Alfa 

A 

a 

Beta 

B 

P 

Gama 

r 

Y 

Delta 

A 

5 

Épsilon 

E 

G 

Zeta 

z 

c 

Eta 

H 

X 

Teta 

0 

e 

Iota 

I 

i 

Capa 

K 

k 

Lambda 

A 

Á 

Mi 

M 

V 

Ni 

N 

V 

Csi 

- 

S 

Ómicron 

0 

0 

Pi 

n 

TT 

Ró 

p 

P 

Sigma 

z 

O 

Tau 

T 

T 


ípsilon 

Y 

u 

Fi 

4> 

0 

Qui 

X 

X 

Psi 

y 

V 

Ómega 

Q 

(JÜ 

Prefixos das Potencias de 10 



Múltiplo 

Prefixo 

Abreviagáo 

10 18 

exa 

E 

10 15 

peta 

P 

10 12 

tera 

T 

10 9 

giga 

G 

10 6 

mega 

M 

10 3 

quilo 

k 

10 2 

hecto 

h 

10 1 

deca 

da 

10- 1 

deci 

d 

10~ 2 

centi 

c 

10 “ 3 

mili 

m 

10" 6 

micro 

m 

10“ 9 

nano 

n 

10“ 12 

pico 

P 

10~ 15 

femto 

f 

10 _1S 

atto 

a 


Símbolos Matemáticos 




igual a 


£ 

diferente de 

aproximadamente igual a 

da mesma ordem que 

oc 

proporcional a 

> 

maior que 

$ 

maior que ou igual a 

» 

muito maior que 

< 

menor que 

# 

menor que ou igual a 

« 

muito menor que 

Ax 

variagáo de x 

M 

valor absoluto de x 

ni 

n(n- l)(n-2)...l 

1 

somatório 

lim 

limite 

o 

T 

X 

< 

Af tende a zero 

d.X 

dt 

derivada de x em relagáo a t 

dx 

dt 

derivada parcial de x em relagáo a t 

\ 

integral 


Abreviares de Unidades 


A 

ampére 

Á 

angstrom (10 “ 10 m) 

atm 

atmosfera 



Btu 

British thermal unit 

Bq 

becquerel 

C 

coulomb 

°C 

grau Celsius 

cal 

caloría 

Ci 

curie 

cm 

centímetro 

eV 

elétron-volt 

°F 

grau Fahrenheit 

fin 

femtómetro, fermi 

G 

gauss 

Gy 

gray 

g 

grama 

H 

henry 

h 

hora 

Hz 

hertz 

J 

joule 

K 

kelvin 

kg 

quilograma 

km 

quilómetro 

keV 

quiloelétron-volt 

L 

litro 

m 

metro 

MeV 

megaelétron-volt 

mim 

minuto 



mm 


milímetro 


ms P 

milissegundo 

N 

newton 

nm 

nanómetro 

rev 

revolugáo 

R 

roentgen 

Sv 

seivert 

s 

segundo 

T 

tesla 

u 

unidade unificada de massa 

V 

volt 

w 

watt 

Wb 

weber 

gm 

micrómetro 

jas 

microssegundo 

¡aC 

microcoulomb 

Q 

ohm 


Algumas Combinagóes Úteis 


he • 1,9864 • 10' 25 J • m • 1239,8 eV • nm 
he = 3,1615 x 10" 26 J • m m 197,33 eV • nm 

4 TT^o ñ 2 _ n 

Raio de Bohr¿j 0 =-— = 5,2918 x 10 11 m 

m¿e 1 

ke 2 • 1,440 eV • nm 

C* I 

Constante de estrutura fina a --= 0,0072974 ~- 

4tt r £ ( /i.c ' I 

kT • 2,5249 • 10’ 2 eV « —eV para T = 293 K 


Algumas Constantes , A , 

° Numero de Avogadro 

F’sicas 

(Veja o Apéndice D para 
urna lista completa das 
constantes 


N a 


k 


6,022142 x 10 23 
partículas/mol 

1,380650 x 10 “ 23 J/K 


Constante de Boltzmann 






fundamentáis.) 


9,2740095 x 10 " 24 J/T 


Magnéton de Bohr 

Constante de Coulomb 


Comprimento de onda de 
Compton 

Carga elementar 

Constante dos gases 
perfeitos 


Constante gravitacional 

Massa do elétron 


Massa do próton 


Massa do neutrón 


Constante magnética 

Constante de Planck 


Constante de Planck 
normalizada 

Velocidade da luz 

Unidade unificada de 
massa 

1 ano = 3,156 x 10 7 s 


m B = Qh/2m e 

k = 1/4tt£ 0 8,987551788 x 10 9 N* 

m 2 /C 2 

X c = h/m e c 2,42631024 x 10 ~ 12 m 


e 


R = N A k 


G 


m e 


m p 


m n 


fio 

h 


h 


c 


u 


1,602176 x 10 " 19 C 

8,31447 J/mol • K= 1,987 
22 cal/mol • K 

= 8,20578 x 10 " 2 L • 
atm/mol • K 

6,6742 x 10 -u N • m 2 /kg 2 

9,109382 x 10 ” 31 kg 
= 510,9989 keV/c 2 

1,672622 x 10 ” 27 kg 
= 938,2722 MeV/c 2 

1,674927 x 10 ~ 21 kg 
= 939,5653 MeV/ c 2 

4ji x 10^ 7 N/A 2 

6,626069 x 10 ’ 34 J • s 
= 4,135667 x 10 _15 eV • s 

1,054572 x 10 " 34 J • s 
= 6,582119 x 10 " 16 eV • s 

2,99792458 x 10 8 m/s 

1,660539 x 10- 27 kg 
= 931,49401 MeV/c 2 


1 T = 10 4 G 


Alguns Fatores de 
Conversáo 


1 ano-luz = 9,461 * 10 15 m 


1 Ci = 3,7 x io 10 Bq 



1 cal = 4,186 J 


1 barn = 10 -28 m 2 

1 MeV/c = 5,344 * 10“ 22 kg • 1 u = 1,66054 x 1(T 27 kg 

m/s 

1 eV = 1,6022 x i o -19 J 1 parsec = 3,26 anos-luz 

1 kW ■ h = 3,6 MJ 1 rad = 57,30° 


Massas e 
Energias de 


kg 

MeV/c 2 

u 

Repouso de 
Algumas 

Elétron 

9,1094 x 10 - 31 

0,51100 

5,4858 x 10 " 4 

Part’culas 

Múon 

1,8835 x 10 " 2S 

105,66 

0,11343 


Próton 

1,6726 x 10 “ 27 

938,27 

1,00728 


Neutrón 

1,6749 x 10 “ 27 

939,57 

1,00866 


Déuteron 

3,3436 x 10 " 27 

1875,61 

2,01355 


Partícula a 

6,6447 x 10 “ 27 

3727,38 

4,00151 


W 

1,43 x 10 " 25 

80 x 10 3 

85,9 


Z° 

1,63 x 10 " 25 

91,2 x 10 3 

97,9 


Bóson de Higgs 

2,24 x 10" 25 

125,3 x 10 3 

134,5 


fabela Periódica 




1 


18 


i 

H 

Hidrogénio 

1,00794(7) 

2 


4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 


13 

14 

15 

16 

1/ 

2 

He 

Helio 

4,002 602(2] 

3 

Li 

Lio 

6,941(2) 

4 

Be 

Berilio 

9,012182(3!) 

3 

12 

5 

B 

Boro 

10/611(7) 

6 

c 

Carbono 

120107(6) 

7 

N 

Nhrogenio 

14,0067(2) 

8 

O 

Oagénio 

15,9994(6) 

9 

F 

Rúor 

18,998 4033(5) 

10 

Ne 

Neonio 

20,1797(6) 

11 

Na 

Sodio 

22.9B9 769 3B|2) 

12 

Mg 

Magnesio 

24,3060(6) 

13 

Ai 

Aluminio 
26.931 5388(8) 

14 

Si 

Silicio 

28,0655(3) 

15 

P 

Fosforo 
30,973 762(2) 

16 

s 

Enxofre 

32,085(5) 

17 

C1 

Cloro 

35i453í(2) 

18 

Ar 

Aigónio 
39946( 1) 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

K 

Ca 

Se 

Ti 

V 

Cr 

Mn 

Fe 

Co 

Ni 

Cu 

Zn 

Ga 

Ge 

As 

Se 

lír 

Kr 

Potasio 

Calcio 

Escandio 

Titanio 

Vanadio 

Cromo 

Mangan» 

Ferro 

Cobalto 

Níquel 

Cobre 

Zinco 

Galio 

Germánio 

Arsénio 

Selénio 

Bromo 

Criptonio 

38,0863(1) 

40,078(4) 

44,955 912 (6) 

47,667(1) 

50,9415(1) 

619961(6) 

54,938 046(6) 

55,845(2) 

53,933 195(5) 

56*6934(2) 

63,546(3) 

65,409(4) 

69,723(1) 

72,64(1) 

74,921 60(2) 

7826(3) 

79,904(1) 

33*796(2l 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

5 J 

52 

53 

54 

Rl> 

Sr 

Y 

Zr 

Nl> 

Mo 

Te 

Ru 

Rh 

Pd 

Ag 

Cd 

Itl 

Sn 

Sb 

Te 

I 

Xe 

Rubidio 

Eslroncio 

fti» 

Ziiccnio 

Niobio 

Molibdénio 

Tecnécio 

Ruten ¡o 

Redio 

Paládio 

Prata 

Cadmio 

indio 

Están ho 

Antimonio 

Telúrio 

lodo 

Xencnio 

65,4678(3) 

37,62(1) 

66,905 85(2) 

91,224(2) 

9290633(2) 

95,94(2) 

[979072] 

101,07(2) 

10290550(2) 

106*42(1) 

107,3633(2) 

112411(8) 

114,818(3) 

116,710(7) 

121,760(1) 

127,60(6) 

126,904 471(3) 

13102(0) 

55 

56 

57-71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

Cs 

Ba 


Hf 

Ta 

W 

Re 

Os 

Ir 

Pt 

Au 

Hg 

TI 

Pb 

Bi 

Po 

At 

Ru 

Guio 

Bario 

Untan fleos 

Hálnio 

Tañíalo 

Tungslénio 

Rénio 

Osmio 

Iridio 

Platina 

Ouro 

Mercurio 

Talio 

Chumbo 

Bismulo 

Pdónio 

Astatínio 

Radónio 

132,905 4519 (2) 

137,327(7) 


173,49(2) 

160,947 88(2) 

183,64(1) 

106,207(1) 

19023(3) 

192,217(3) 

196,064(9) 

198966 569(4) 

200,56(2) 

204,3633(2) 

207,2(1) 

208,93040(1) 

[203,9824] 

[209,9871] 

[22S0176] 

87 

88 

89-103 

104 

105 

106 

107 

108 

109 

LIO 

111 

112 

113 

114 

115 

116 

117 

118 

Fr 

Ra 


Rf 

Db 

Sg 

Bli 

Hs 

Mt 

Ds 

Rg 

Cu 

Uut 

Fl 

Uup 

Lv 

UlIS 

Uno 

Fránoio 

Radio 

Aclin id eos 

Hulherfórdio 

Dúbnio 

Seabórgio 

Sobrio 

Hássio 

Meitnério 

Darmstádio 

Roentgenio 

Copernício 

Unúnlrio 

ñeróvio 

Unumpénlio 

Livermório 

Ununséptio 

Ununóctio 

[223] 

[226] 


m 

[262] 

[266] 

m 

m 

[268] 

[271] 

[272] 

[277] 


[289] 

[286] 

m 

[29+] 

[294] 





















57 

58 

59 

60 

6¡ 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 




La 

Ce 

Pr 

Nd 

Pili 

Sm 

Eu 

Cd 

Tb 

Dy 

Ho 

Er 

Tm 

Yb 

Lt¡ 




Lantln io 

Cério 

Praseodímio 

Neodimio 

Promécio 

Samário 

Europio 

Gadolinio 

Térbio 

Disprósio 

Hólmio 

Erbio 

Túlio 

Hérbio 

Lutécio 




13830547(7) 

140.11©( 1) 

14090765(2) 

144,242(3) 

[145| 

160,36(2) 

151,964(1) 

157,25(3) 

158,825 36(2) 

162,500(1] 

164,930 32(2) 

167259(3) 

16623421(2) 

173j04(3) 

174,967(1) 




89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

100 

101 

102 

103 




Ac 

Th 

Pa 

u 

N|> 

Pll 

Am 

Cm 

Bk 

Cf 

Es 

Fm 

Md 

No 

Lr 




Actinio 

Torio 

Prolaolínio 

Uranio 

Nelúnio 

Plutonio 

Americio 

Curio 

Berguélio 

Californio 

Einsléinio 

Férmlo 

Mendelé'ifo 

Ncbéiio 

Laurencio 




m 

232,03806(2) 

231,036 36(2) 

238,02891(3) 

[237] 

[244] 

[243] 

[!«! 

m 

[251] 

m 

[25 71 

[258] 

m 

[262] 



Nota 

Os nomes dos elementos 113, 115, 117 e 118 sao temporários e foram escolhidos, usando palavras do latim, para designar, literalmente, 
um um tres, um um cinco, etc. 


















































